LICENCE A.E.S. 1°® ANNEE - COURS DE M. MARCHAL

CH I - ETUDE DE FONCTIONS

OBJECTIFS :

®» |La « boite a outils » :
Ensemble de définition - parité - sens de variation - sens de concavité - limites

®» Etude de quelques fonctions

| — Etude de fonctions : la « boite a outils »

1 Ensemble de définition

Définition

. . R—>R ] .
L’ensemble de définition de la fonction f : { £(x) est I’ensemble, noté D, , des réels x tels que f(x)
X f(x

soit « calculable ».

UN RAPPEL

- Un quotient est « calculable » lorsque son dénominateur est non nul :
A n n
= calculable” = B®@O0

- Une racine carrée est « calculable » lorsque son radicande (ce qu’il y a sous la racine)
est positif ou nul :

JA “calculable” = AQ 0

- Le logarithme d’une expression est « calculable » lorsque I’expression (ce dont on
prend le logarithme) est strictement positive :

In A “calculable” = AQ®O0

» Exemple
Déterminer I'ensemble de définition des fonction définies par :
5x +4
L f(x):2x2—5x—3
2. g(x)=In(2x?-5x-3) avecIn: logarithme népérien
®» Solution
1. Ensemble de définition de la fonction définie par : f(x) = —ZXZS)E ;):1_3

2
La fonction f est définie si et seulement si son dénominateur est non nul : | 2X~ —5x—3#0
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@ (Calcul du discriminant : onaici: a=2 ; b=-5;¢c=-3

A=b?—4ac=(-5)2-4x2x(-3)=25+24=|49 |>0

On a donc ici deux racines distinctes. On peut d’abord calculer (par commodité) JA
JA =49 =] 7
@~ Calcul des racines :

oo—hA_—(5-7_-2 [1

2a 2x2 4 2
—b+JA —(-5)+7 12
X": = = —= 3
2a 2x2 4

@ Conclusion :

Par suite : 2x* —5x —3=0 lorsque : x¢—% et x=3.Donc: | D =R—{—£;3}

2. Ensemble de définition de la fonction définie par : g(x) = In (2x? —5x —3)

La fonction g est définie si et seulement si I’expression dont on prend le logarithme nepérien est

2
strictement positive : | 2X~ —5X—3>0

@ Signede 2x*-5x-3:a=2;b=-5;c=-3

On connait déja (Cf. 1.) les racines de 2x% —Bx -3 X'= —% et x"=3

Il reste a compléter le tableau de signes suivant en notant que: a=2 >0

X | —o0 —% 3 +00
2x?-5x-3 + ( - (Q +
] [ 7] [

@ Conclusion :

. L L. . 1
Par suite : 2x2 —5x —3 >0 lorsque x se situe a I’extérieur des racines - et 3.

Donc : | D, :}—oo;—%[u]?)ﬁoo [
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2 Fonction paire — fonction impaire

a) Définition Fonction paire

La fonction f est paire si son ensemble de définition, noté D, , est « symétrique par rapport a 0 » et si
I'ona, pour xeD; : | f(—x)=f(x)

Conséguence géométrigue

Figure 1
Cas d’une fonction f paire ©):y=f(x)

variable y

A 4

-x€D; ) x€Dy variable x

Si f est paire, sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormé est symeétrique par rapport a I’axe
(y’Oy) des ordonnées.

b) Définition Fonction impaire

La fonction g est impaire si son ensemble de definition, noté D, est « symétrique par rapport a 0 » et si

I'ona, pour x e Dy 1 | g(—x)=-9(x)

Conséguence géométrigue

Figure 2
Cas d’une fonction a impaire

variable y

g

variable x

gCx)=-gx)

Si g est impaire, sa courbe représentative (C) dans un repére orthonormé est symétrique par rapport au
point O, origine du repére.
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3
a)

Exemple

3 +3x

2

Montrer que la fonction f définie pour x = -1 et x #1 par f(x) = X

est une fonction impaire.

Solution

x3 +3x
2

Etude de la parité de la fonction f définie par f(x) =

Ensemble de définition :

D; =R—{-1;1}| Cet ensemble est bien symétrique par rapport & 0.

Calcul de f(=x) :

o 0 3(=x) -x*-38x - (X +3x)  x*+43x  —
)= -x)?-1  x*-1  x*-1  x’-1 T

Car: (-x)°%=—x% et (-x)%=x?

Conclusion :
f est impaire. Sa courbe représentative est symétrique par rapport au point O, origine du repére.

Equation de la tangente en un point & une courbe
Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit x, 1.

L’équation de la tangente (T) au point d’abscisse X, s’écrit: | y—Yo =f"'(Xq) (X —Xq)

Le coefficient directeur de la tangente (T), a savoir f'(x,), s’interprete comme la limite du taux
d’accroissement de la variable y par rapport a la variable x entre les valeurs x, et X, +h:

F1(xg) = lim 1 X0 M =T00) iy AT AY
h—0 (x0+h)—(x0) AX—0 AX  Ax—0 AX

Figure 3
Tanaente (T) en un point & une courbe (C)
variable y M
(MoM)

<

y =f(X) = f(Xo+h) r-------mmmmmmmmemm e e S IR

Ay = y-yo = f(X)-f(Xo) = AT

dmmmmm e ——

Yo = f(Xo) ““““““““ ““““““““““““““

AX =X-Xo=h

t----g-----
v

Xo X = Xot+h variable x
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Remargue

Autre formule équivalente (lycée) : | y=f'(a)(x —a) +f(a)

= Exemple

Soit la fonction f définie, pour x réel, par : f(x) =4x* —3x+1

Ecrire I'équation de la tangente (T) a la courbe (C) représentative de f au point d'abscisse X, =—2.
®» Solution

Equation de la tangente (T) & la courbe (C) au point d'abscisse Xq =—2

@ Calcul de f'(x) :

Pour x réel,ona: f'(x)=| 8x-3

@ FEquation de la tangente (T) & la courbe (C)

Xo=—-2
Y =Yo=F"(X,) (x=X;) Avec: 1yo=f(xo)=4(-2)* -3(-2) +1=23
f'(Xy)=8(-2)-3=-19
y—23=-19[x—-(-2)]
y=-19x-38+23

y=-19x-15

4  Sens de variation d’une fonction

a) Propriété fondamentale

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
» Siona: f'(x)>0 sur I’intervalle I, alors f est strictement croissante sur I’intervalle I.

» Siona: f'(x) <0 sur I’intervalle I, alors f est strictement décroissante sur I’intervalle 1.

» Siona: f'(x)=0 sur I’intervalle I, alors f est constante sur I’intervalle 1.

En d’autres termes, le sens de variation d’une fonction s’étudie a partir du signe de sa dérivée. Ainsi :

® On calculera d’abord la dérivée
On donnera ensuite toutes les indications nécessaires a I’étude de son signe
® On résumera I’ensemble des informations dans un tableau appelé tableau de variations

Figure 4
variable y Sens de variation de la fonction f

©):y=1(x

a b c d variable x
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Tableau de variations associé a la courbe (C) représentative de f :

X|a b C d
f'(x) + 0 - q +
M
f(x)
m

b) Optimisation d’une fonction a une variable : recherche des extremums

Optimiser est une opération fondamentale en Economie : maximiser un profit, minimiser un codt, etc ...

Optimiser une fonction d’une variable, c’est rechercher ses extremums : minimums ou maximums. Cela
passe systématiquement par le calcul de la dérivée premiére de f.

1°® méthode :  Etude des variations de f

La fonction f admet un extremum (minimum ou maximum) au point x, de I’intervalle I si :
» f'(x,)=0

» f'(x) change de signe au voisinage de X,.

Remarques

® C’est la méthode la plus utilisée : on établit le tableau de variations de f et on I’analyse. Optimiser une
fonction a une variable, cela signifie : établir le tableau de variations de f et I’analyser.

® Enunextremum,ona: f'(x,)=0 : latangente a la courbe en ce point est donc paralléle a I’axe des

abscisses : on la tracera toujours (en rouge sur la figure 4).

2" méthode :  Meéthode utilisée en Economie

La fonction f admet un extremum au point x, de Iintervalle I sion a :

» Condition nécessaire du 1* ordre : f'(x,)=0

» Condition suffisante du 2™ ordre :

- Si f"(x,) <0, fadmet un maximum au point X, .

- Si f"(x,) >0, fadmet un minimum au point X,.

» Exemple
Optimiser avec chacune des deux méthodes la fonction f définie, pour x réel, par : f(x) =x> —6x? +5

®» Solution
lére méthode : Etude des variations de f
@ Calcul de f'(x) :

Pour x réel, ona: f'(x) =| 3x? —12x
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@ Valeurs annulant f'(x) :
f'(x)=0 < 3x*-12x=0

f'x)=0 < 3x(x-4)=0
f'xX)=0 < x=00ux-4=0
f'x)=0 < |x=0oux=4

@ Tableau de variations : ax? + bx + ¢ est du signe de a (ici : a = 3 > 0) & I’extérieur des racines

X | —© 0 4 + 00

f'(x) + 0 _ 0 4

ey \
37

@ Analyse du tableau de variations et conclusion :

La fonction f admet un maximum au point 0 égal a : f(0)=0>-6x0°+5=0-0+5 =

La fonction f admet un minimum au point 4 égal a : f(4)=4°-6x4>+5=64-96+5=

-27

2nde méthode : Méthode utilisée en Economie

Condition nécessaire du ler ordre : recherche des réels x, tels que : f'(xg) =0

@ Calcul de f'(x) :

Pour x réel, ona: f'(x) =| 3x? —12x

@ Valeurs annulant f'(x) :
f'(xX)=0 < 3x°-12x=0
f'X)=0 < 3x(x-4)=0
f'(x)=0 < x=0o0ux-4=0

f'x)=0 < |x=0oux=4

Condition suffisante du 2nd ordre : signe de f"(x,) avec X, tel que : f'(xy) =0
@ Calculde f"(x) :

Pour x réel, ona: f"(x)=| 6x-12

@ Signe de f"(x,) avec f'(xy,)=0:

lercas: | X,=0

Ona: f'(x,)=f"(0)=6x0-12=[ -12 |<0

Donc : fadmet au point X, =0 un maximum égal a : f(0)=03—6><02+5:0—0+5:

2ndcas: | X,=4

Ona: f*(x,)=f"(4)=6x4-12=[12 >0

Donc : f admet au point x, =4 un minimum égal a: f(4)=4>-6x4°+5=64-96+5=

-27
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5 Sens de concavité d’une fonction

a) Définition

Une partie A du plan est convexe si tout segment dont les extrémités sont dans A est totalement inclus
dans A.

Figure 5
Parties convexes et non convexes du plan

Parties convexes du plan Partie non convexe du plan

™~ Le segment n’est pas

inclus en totalité¢ ~—
dans la partie A

b) Cas d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

» La fonction f est convexe sur | si I’ensemble des points situés au-dessus de sa courbe représentative
sur I’intervalle I est une partie convexe du plan.

» La fonction f est concave sur | si I’ensemble des points situés en dessous de sa courbe représentative
sur I’intervalle | est une partie convexe du plan.

Figure 6

Fonction f convexe sur |
variable y

[(TTmmm festconvexe:la [-————————— h
concavité de (C) est|——————————

i toumée 1
vers lesy >0

©):y =19

Intervalle | variable x
4 |
A | | 4

Lorsque f est convexe sur |, sa courbe représentative a sa « concavité tournée vers les y > 0 » et, en tout
point de I’intervalle 1, la tangente est située en dessous de la courbe (C).
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Figure 7
variable y Fonction g concave sur |

o Il ———————————— gestconcave : |—————————— JI
©:y=9 ] laconcavitede |__ r
! (C) est toumée !
e T T S, A
I vers lesy <0 |
1 1

Intervalle | variable x

V' N

1§
14

Lorsque f est concave sur I, sa courbe représentative a sa « concavité tournée vers les y < 0 » et, en tout

point de I’intervalle |, la tangente est située au-dessus de la courbe (C).

c) Caractérisation

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

» Siona: f"(x)>0 sur I’intervalle I, alors f est convexe sur I’intervalle 1.

» Siona: f"(x) <0 sur I’intervalle I, alors f est concave sur I’intervalle 1.

En d’autres termes, le sens de concavité d’une fonction s’étudie a partir du signe de sa dérivée seconde.

d) Point d’inflexion

C’est un point qui correspond a un « changement de concavité » de la courbe.

Figure 8
Point d’inflexion

concavité tournée
vers lesy >0

|

(©) 1y =1(x)

|

variable x

concavité tournée
verslesy<0

variable y

Au point d’inflexion K, la tangente (T) « traverse » donc la courbe.
Définition

\

La fonction f admet un point d’inflexion au point X, de I’intervalle | si :
» £"(Xy)=0

» f"(x) change de signe au voisinage de X,.
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Exemple Sens de concavité et point d’inflexion

Soit la fonction numérique définie sur R par : f(x) = x3 —3x?
Etudier le sens de concavité de f.
Déterminer I’équation de la tangente (T) au point d’inflexion.

Solution

Etude du sens de concavité de f
Calcul de f'(x)

Pour x réel, ona: f'(x)=| 3x? —6x
Calcul de f"(x) :

Pour x reel,ona: f"(x)=| 6x—-6

Valeur annulant f"(x) :
f"X)=0 < 6x-6=0
f'"(X)=0 < 6x=6

f"xX)=0 < |x=1

Tableau récapitulatif

X | —o0 1

() _ 0

» Concavité tournée
Concavite de f verslesy <0

Concavité tournée
verslesy >0

@ Conclusion : la fonction f admet un point d’inflexion au point d’abscisse X, = 1.

2.

Equation de la tangente (T) au point d’inflexion
Xp =1

Y=Yo=F'(Xo) (X—%,) Avec: {y,=f(x,)=1®-3x1>=1-3=-2

f'(X,) =3x1% —6x1=-3

y-(-2)=-3(x-1)
y+2=-3x+3

y=-3x+1
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2)

Quelqgues limites simples (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)
Fonctions polynémes

UN RAPPEL

N

TR |

Un polynéme P(X) de degré n s’écrit :
P(x)=a,x" +a, x" ' +.+ax" +a,
Avec : ap, an_1, ..., a, g reels tels que a, #0

Le terme de plus haut degré de P(x) est son terme de degré n : a,x"

Propriété

Soit P un polyndme de degré n.

» Limite en un point
La limite du polynéme P en un point X, (X réel) est égale a la valeur de P au point X, :

lim P(x)=P(x,)

» Limite en +

PX)=a,x"+a, X" +..+ax' +a, = | lim P(x)= lim a,x"

X— + © X—>+ ©

La limite du polynéme P en * oo est égale a la limite en + co de son terme de plus haut degré :

Exemple Limites d’un polyndme de degré 2
Soit la fonction polyndme P définie sur R par : P(x) =—-2x%+3x—4

Calculer : lim P(x)et lim P(x)
X—3 Xx— -1

Calculer : lim P(x)et lim P(x)
X— + ©

X— —
Solution

Limite aux points 3 et — 1 du polynéme P(x)
Calcul de la limite au point 3

On remplace de fait x par 3 dans I’expression du polyndéme P(x) et on calcule :

Iim3P(x):P(3)=—2><32+3><3—4:—18+9—4: -13
X—

Calcul de la limite au point =1

On remplace de méme x par — 1 dans I’expression du polyndme P(x) et on calcule :

lim P(x)=P(-1) =-2x(-)?*+3x(-1)-4=-2-3-4=| -9

Limite en — oo et en + oo du polyndome P(x)

Terme de plus haut degré du polyndme P(x)

P(x) est de degré 2 : son terme de plus haut degré est le terme de degré 2, soit @

CH |- ETUDE DE FONCTIONS
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@ Calcul de la limite en —

On applique la propriété :

_ _ , -2<0
xﬂnjoo P(X) =XE)rTJoo —2X = o Car: lim X2 =+
X—> — 0

@ Calcul de la limite en + o

On obtient de méme :

, -2<0
XETOO P(X) =XE>TOO _2X - =% Car ) I|m X2 =400
X— + ©

b) Fonctions rationnelles

UN RAPPEL

Une fonction rationnelle s’écrit comme le quotient de deux fonctions polynémes :
F(x) = PX)
Q(x)
Avec : P(x) et Q(x) polyndémes de degrés n et k quelconques
La fonction rationnelle f est définie lorsque : Q(x) # 0

Elle est irréductible ou non simplifiable si les polynémes P(x) et Q(x) ne possédent pas de
facteur commun.

Propriété

Soit f une fonction rationnelle irréductible.

» Limite en un point n’appartenant pas a son ensemble de définition

La limite de f en un point X, (X, & D¢ ) est infinie : | lim f(x) =

X—>Xg

L’étude du signe du numérateur et du dénominateur de f(x) a gauche (X — xo") et a droite de X,
(X — xo") permet de préciser le signe que I’on affecte a I'infini : — oo ou + oo

» Limite en+
La limite de fen * oo est égale a la limite en + co du rapport de ses termes de plus haut degré.

a x"+a, X"+, . +axt+a . . ax"
f(x)=—"——=—— S lim f(x)= lim "=
b X" +b, X" +...+b X" +b, X—> £ o0 x>t® b, X
» Exemple Limites de fonctions rationnelles : les différents types d’asymptote
. 2X + . 2X+2
1. Calculer: Ilim 3 ; lim

x>-0 BX =2 x5+ —3X2+X—7

2x% +5x -3

2. Soit la fonction rationnelle f définie sur R —{~2} par : f(x) = >
X +

Calculer : lim f(x).Montrer que : lim f(x)—-(2x+1)=0
X— + ©

X—> + ©

3. Soit la fonction rationnelle g définie sur R—{Z}par g(x) :ZX—+27. Calculer : lim g(x) et lim g(x)
X— 2~ x— 2"
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Solution
Limite en — oo et en + oo de fonctions rationnelles avec une limite finie : asymptote horizontale

Calcul d’une limite en — o

On calcule la limite — oo du rapport des termes de plus haut degré :

. 2X+3 . 2X . 2 2
lim = lim =—= lim ==| =
x>-0 BX—2 x5-0o5Xx x5-x§ 5

La limite est finie : on dit que la droite d’équation : y :é est asymptote horizontale (A.H.) a la courbe.

Calcul d’une limite en + o

On calcule la limite + co du rapport des termes de plus haut degré :

. 2X+2 . 2X . 2
lim —— = lim 5= Iim —=
Xx>+0o —3X 4+ X—-7 x>+xo —3X

La limite est finie : on dit que la droite d’équation : y =0 est asymptote horizontale (A.H.) a la courbe.
Limite en + oo d’une fonction rationnelle avec une limite infinie : cas d’une asymptote oblique
Calcul de la limite en +

2 B 2
im £00= fim 2778 i 2 i 2x <[ 7o

X—> + o X—> + o X+2 X—>+0o X X—> + o0

La limite est infinie : il n’y a pas d’asymptote horizontale ici.
Existence d’une asymptote oblique en + «

Montrons que la droite d’équation : y =2x+1 est asymptote oblique (A.O.) en + oo a la courbe.
Pour cela:

On va calculer et simplifier dans R — {2} la différence : f(x)—(ax +b)="f(x)—(2x +1)

On effectue un « passage a la limite » ©  lim f(x)—(ax+b) = lim f(x)—(2x+1)=@
X— + ©

X—> + 00
Calcul de la différence f(x) — (ax + b)

Pour xeR—{-2} :
f(xX)—(ax+b)=f(x)-(2x+1)

2x? +5x -3  (2x+1)(x+2)

f(x)—(ax+b)=

X+2 X+2
2 a 2
f(x)—(ax+b)=2x +5X —3—(2X" +4X+X+2)
X+2
2 - 2 v
f(x)—(ax+b)=2x +5X—-3-2X" —4x—-x-2
X+2
-5
f(x)-(ax+b)=| —
X+2
Passage a la limite :
: , . =5
Xﬂr?wf(x)—(ax+b)_XEwa(x)—(2x+l)_XEr9wm_@
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» Conclusion :

La droite d’équation : y=2x+1 est asymptote oblique (A.O.) en + « a la courbe représentative de f.

w

@ Ensemble de définition de g

Limite infinie d’une fonction rationnelle en un point X, (X, ¢ D) : asymptote verticale

La fonction rationnelle g est définie si son dénominateur est non nul :

X-2#0 <

X#2

@ |imite de g au point 2

On obtient dans un premier temps :

+7=

lim 2x+7=2x2
X— 2
lim x—-2=2-2=
X— 2

11

Donc: lim g(x)=lim
X— 2 X— 2

2X+7
X—2

Dans un second temps, précisons le signe de I’infini. Pour cela, on doit évaluer le signe de g(x) a

proximité du point 2 en considérant deux cas : x — 2~ (& gauche de 2) et x — 2 (a droite de 2).

Signe du numérateur de g(x) :

lim 2x+7=2x2+7=11>0

X— 2

Signe du dénominateur de g(x) :

X | —o0

X—2

Etude au point 2 :

lim 2x+7=11>0

X—2

lim x-2=0"<0

X—2

lim 2x+7=11>0

v
X—2

lim x-2=0">0

v
X—2

Donc:

Donc:

lim g(x)=| -

X—2

lim g(x)=| +o
x—>2+

La limite est infinie : on dit que la droite d’équation : x = 2 est asymptote verticale (A.V.) a la courbe.

Il — Etude de fonctions : Exemples

®» Exemplel

Fonction polyndme du deuxiéme degré

Soit la fonction numérique définie par : f(x) = x? —2x -3 et soit (C) sa courbe représentative.

1. Effectuer une étude compléte de la fonction f. En particulier, Préciser son sens de concavité.

Ecrire I’équation de la tangente (T) au point d’abscisse —1.

Tracer la courbe (C) ainsi que la tangente (T).

CH |- ETUDE DE FONCTIONS
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®» Solution
1. Etude compléte de la fonction f définie sur R par : f(x) = x?—2x-3

@ Ensemble de définition :

I n’y a pas de contrainte pour le calcul d’un polyndme : | D; =R

@ Calcul des limites : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)

» En-oo: lim f(x)= lim x%=|+ow
X—>—o0 X——o

» En+oo: lim f(x)= lim x%=|+ow
X =+ X =+

@ FEtude du sens de variation :
» Calcul de la dérivée :

Pour xeR : f'(X)=| 2x -2

» Signe de la dérivée :
Pour xeR
f'X)=0 < 2x-2=0
f'x)=0 < 2x=2

f'X)=0 < |[x=1

@ Etude du sens de concavité :
» Calcul de la dérivée seconde :

Pour xeR : f"(x)=| 2

» Signe de la dérivée seconde :
Pour xeR : f"(x)=2>0

La courbe (C) a sa concavité tournée vers les y > 0 sur R ou encore f est convexe sur R.

@ Tableau récapitulatif :

X | —® 1 +00
£ (x) + N
Concavité de f Concavité tournée vers lesy >0
£'(x) _ d .
36 + o0
f(x)
-4
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2. Equation de la tangente (T) au point d’abscisse —1
XO :—1
Y=Y =F'(X) (X=X,) Avec: 1yo="F(xg)=(-1)*-2x(-1)-3=0
f'(xg)=2x(-1)-2=-4
y—0 =—4[x~ (-]
y—0 =—4(x+1)

y=—-4x-4

3. Tracé de la courbe (C) et de la tangente (T)

Figure 9
Représentation graphique de f et de sa tangente (T)

ty =1(x)

variable y

variable x

4 5

(M:y=-4x-4

®» Exemple 2 Fonction polynéme du troisieme degré

Soit la fonction numérique définie par : f(x) = —x*+6x> =5 et soit (C) sa courbe représentative.

Effectuer une étude compléte de la fonction f. En particulier, étudier son sens de concavité.
Ecrire I’équation de la tangente (T) au point d’inflexion.

Tracer la courbe (C) ainsi que la tangente (T).

Solution

Etude compléte de la fonction f définie sur R par : f(x) =—x®+6x% -5

¢ 2 gene

Ensemble de définition :

I n’y a pas de contrainte pour le calcul d’un polyndme : | D, =R

@ Calcul des limites : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)

» En —oo: lim f(x)= lim —x*=| +o

X—>—00 X—>—00
» En +oo : lim f(x)= lim —x*=| -
X —>+0 X+

@ FEtude du sens de variation :
» Calcul de la dérivée :

Pour xeR : f'(x)=| —3x? +12x
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» Signe de la dérivée :
Pour xeR :
f'x)=0 < -3x"+12x=0
f'(x)=0 < 3x(—x+4)=0
f'(x)=0 < x=0o0u-x+4=0

f'X)=0 < | x=0o0ux=4

@ Etude du sens de concavité :
» Calcul de la dérivée seconde :

Pour xeR : f"(x) =| —6x+12

» Signe de la dérivée seconde :
Pour xeR
f'"X)=0 < -6x+12=0
f'"X)=0 < -6x=-12

f"X)=0 < |x=2

@ Tableau récapitulatif :

X | —© 0 2 4
(%) + 5 ] _ ]
Gl ala Concavité tournee Concavitg tournee
verslesy >0 verslesy <0
f'(x) — Q + 12 + 0 _

e 27
£ 11/ \
15 /

@ Conclusion : f admet un point d’inflexion au point d’abscisse x, =2.

2. Equation de la tangente (T) au point d’inflexion d’abscisse 2
Xy =2
Y=Y, = (X)) (X=X,) Avec: {Y,=F(Xo)=—2%+6x22-5=11
f'(Xo) =—3x22 +12x2=12
y—11 =12(x - 2)
y-11=12x-24
y=12x-24+11

y=12x-13
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3. Tracé de la courbe (C) et de la tangente (T)

Figure 10
Représentation araphiaue de f et de sa tanoente (T)
variable y

| S . i variable x

4 2 [ 2 4 \
/;(

(M:y=12x-13 60 (Crey=t

®» Exemple 3 Fonction rationnelle
2x+3
X —
1. Effectuer une étude de la fonction f : ensemble de définition et sens de variation

Limites (admises) : lim f(x)= lim f(x)=2; lim f(X)=-wo ; lim f(X)=+w
X —>—00 X —>+00 X—1" X—1"

2. Ecrire I’équation de la tangente (T) au point d’abscisse X, =3 a la courbe (C).

3. Tracer la courbe (C), la tangente (T) ainsi que les droites d’équation : x =1 ety = 2.
®» Solution

1. Etude de la fonction f :

Soit la fonction numérique définie par : f(x) =

@ Ensemble de définition :
La fonction f est définie lorsque son dénominateur est nonnul: x-1#0 < x=#1

Par suite : | Df =R —{L}

@ FEtude du sens de variation :
» Calcul de la dérivée :

u
f:V ju(¥)=2x+3  U(x)=2
f_uv—uv AVECI N =x—1  v(X) =1
NE:
Pour x € Dy :
f,(X):2(x—1)—(2);+3)(1)
(x-1)
f,(X):(ZX—Z)—(ZZX+3)
(x-1)
f,(x):2x—2—2;(—3
(x-1)
-5
f'(x) =
(X) x_1?

et soit (C) sa courbe représentative.
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» Signe de la dérivée :

Pour x € Ds :(X —1)2 >0 donc f'(x)a le méme signe que son numérateur : —5
Par suite, pour x e D¢ : f'(x) <0

@ Tableau récapitulatif :

X | —o0 1

f'(x) _ _

2 + o
Sens de variation \ \
2

3. Equation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse xo = 3

(XO =3
y—Yo =f'(Xg) (Xx—Xp) Avec : yo:f(xo):f(3):2><3+3:g:4,5
3 3-1 2
F'(xg) = F'(3) = —— . 2125
\ (3-1) 4

y—45 =—-125(x —3)
y—45 =-125x+3,75
y =-125x+3,75+4,5

y=-125x+8,25

3. Tracé de la courbe (C), de la tangente (T) et des droites d’équation: x=1ety=2

Figure 11
Représentation graphique de f, de sa tangente (T) et des droites d’équation : x =lety =2

12 4
10
81— (T):y=-1,25x + 8,25
6,
y=2 47
fa}

(©):y=1() X \
-8
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CH I - LES FONCTIONS USUELLES

OBJECTIFS :

®» Les fonctions puissances
® La fonction logarithme népérien
=® La fonction exponentielle de base e

I — Les fonctions puissances

1 Définition - Propriétés

Ensemble de définition
®» Siaest un entier strictement positif, la fonction telle que : f(x) =x? est définie sur R tout entier.

Exemples :
Sif(x):xz,ona: Df =R - Sif(x):x33,ona: Df =R - Sif(x):x74,ona: Df =R

= Siaest un entier négatif ou nul, la fonction telle que : f(x) =x? est définie sur R* (R privé de 0).
Exemples :
Si f(x):x_z, ona: D =R* - Si f(x):x_33, ona: Df =R*

= De facon générale (mais il existe d’autres cas particuliers), si a est un réel quelconque, la fonction telle
que : f(x)=x? est définie sur R™* (ensemble des réels strictement positifs).
Exemples :
Si f(x):x‘/g, ona: Df=R™ - Si f(x):x_z_‘/g, ona: Df =R™

Propriétés algébriques

Pour a, bréels, x>0 et y>0 :
b_ x°
o (xy)?=x%y? o X3P = x2xb o X P2
X
o (x?)P =x3b o 1%=1 o x0=1
Exemple
Compléter : (2x)3 =23x3 =8x3 - (23x5)2 :(23)2 (x5)2 =26x10 = p4x10
Dérivée
Pouraréelet x>0 : | (x?)'=ax??
Exemple
Compléter : (x3)':3 G - (x_4)': —4x70 - (X‘E)':\/g x‘/g_1
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Représentation graphique

figure 1
variable y Fonctions puissances

a>1
a=1
O<ax<l1

1 a=1
a<o0

1 variable x

2 Fonction racine niéme (n entier positif, non nul)
Soit n un entier positif, non nul.

=» Sinest un entier pair, la racine nieme de x n’est définie que pour x >0 et vérifie :

-six20:|y=Ux o y"=x

-Si X <0 : non définie

Exemples :
2% 16 donc: 416 =2 - 3%—=6561donc: 8/6561=3 - 5°=15625 donc: 615625 =5

= Sinest un entier impair : la racine nieme de x est définie pour x réel et vérifie :

-six20:|y=Ux o y"=x
-six<0 1 | Ux=-10-x

Exemples :
25-32 donc: ¥/32=2 - (-3)°=-243 donc: §/-243=-3 - (-5)3=-125 donc: 3/-125=-5

1
—_ p —
= Pour x positif, on note : Ux =x" | et on définit « la racine p/gieme » : \q/x = [3/;) =x1

Exemples
®» Exemplel Exemples de calculs

1. Compléter les égalités ci-dessous.
5 3

2. Exprimer simplement : 8% et 362
®» Solution
1. Complétons les égalités suivantes :

1 1

o 52=25 donc «/25:252= o 2°-8 donc: 3/8=83=|2
1

o 3'=81  donc: {/81=81°=3] o (-4P°=-64 donc:3/—64=-364=]-4
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2. Exprimons simplement :

500 1)
[ ) SSZ(SSJ :25:

®» Exemple 2

32

Une résolution d’équation

Résoudre dans R I’équation : (1+ x)° =1,157625
(Remarquer que I’inconnue x figure dans ce qui est élevé a la puissance 5)

®» Solution

On éléve chaque membre a la puissance 1/

L+x)=1+x :

(1+X)° = 1157625
(1+X)° =1157625
(1+x)°> =1157625
(1+x)®> =1,157625
(1+x)°> =1157625

(L+x)® =1157625

g ¢ 0 0 ¢ 0

5éme

(e x)S]% _ 11576255
1+ x)SX% ~1,05
(1+x)' =105
1+x=105

x=105-1

x =0,05

Il — La fonction logarithme népérien

1 Primitive

a) Définition

3

e 362

Car

1 3
:(%zj -6 =

216

pour faire apparaitre a gauche I’expression

La fonction F est une primitive de la fonction f sur I’intervalle | si, pour xel,ona:

F'(x) =1(x)

b) Exemples

®» Soit la fonction définie sur R par : f(x) =3x°

On a, pour x réel : (x* +cte)'=3x*+0=f(x). Donc :

m La fonction F telle que F(x) = x> est une primitive de f sur R.

m En fait, f admet une infinité de primitives sur R définies a une constante prées. On note ainsi :

jf(x) dx = x* +cte (intégrale indéfinie)

m Finalement, la fonction F telle que F(x)= x> est la primitive de f sur R qui s’annule pour x =0.

®» Définition du logarithme népérien

1 .
X — —, qui s’annule pour x =1.
X

La fonction logarithme népeérien est la primitive, sur I’intervalle ]0;+o[ de la fonction inverse :
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»

»

Fiche technigue de la fonction logarithme népérien

]0;+0[ — R

Notation : In :{
X = Inx

Ensemble de définition: | D, =]0;+oo[

m Pour X réel : In x est calculable lorsque : x >0
In| x| est calculable lorsque : x 0

m Pour u fonction de x : Inu est définie lorsque : u est définie et u >0
In| u|est définie lorsque : u est définie et u =0

Limites : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)

B limIhx=-wx B lim InX=+w

x—0" X =+

Valeurs particulieres :

m In1=0 m Ine=1 (e=2,718 : base du logarithme népérien)

m In x prend ses valeurs dans R tout entier.

Dérivée :
. 1
m Pour x réel : (Inx)'==| avec: x>0
X
1
(In|x|)'== | avec: x =0
X
m Pour u fonction dérivable de x :
1 u'
(INu))=—1| avec: u>0
u

(In|u|)':% avec: u=0

Courbe représentative :

figure 2

) La fonction logarithme népérien
variable y

24 y=Inx

variable x

1 1 2 e 3 4 5 6
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®» Signedelnx:

B nx<0 < 0<x<l1 B nx>0 & x>1

®» Propriétés algébrigues :

Pour a>0, b>0 et x réel quelconque :

e In(axb)=Ina+Inb e In(@*)=xlIna

. |n[3j=|na—|nb . |n[1j=—|nb
b b

®» Equations - Inéquations :

m Pour x>0 etaréel: nx=a < x=€e*| et Inx<a < 0<x<e?

m Poura>0etb>0: Ina=Inb < a=b e Iha<lhb < O0<a<b

= Comportement de x* et deln x (a>0) : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)

= lim x° |nx=o(= lim xaj = lim '”—ax=o[= lim ij

x—0" x—0" X—>+0 ¥ X+ X

®» Logarithme décimal :

m Pour x>0 : logx =——

m La fonction logarithme décimal posséde les mémes propriétés algébriques que la fonction
logarithme népérien. On notera cependant que, 10 étant la base du logarithme décimal :

IoglO=|n£=l, mais que : loge =L¢1.
In10 In10
3 Exemples
» Exemple 1 Dérivée — Dérivées partielles du 1* ordre

1. Déterminer I’ensemble de définition, puis la dérivée de la fonction f définie par :
f(x) =In(—x*+5x —4)

2. Calculer les dérivées partielles du 1* ordre de la fonction définie, pour K >0 et L >0, par:
Y(K,L)=2InK+7InL+1 en utilisant les notations « allégées » : Y;( et Y|'_
3. Calculer les dérivées partielles du 1* ordre de la fonction définie, pour x >0 et y >0, par :

U(X,y) =4In(3x) +5In(2y) + 6 en utilisant les notations « allégées » : U'X et U'y
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®» Solution
1. Ensemble de définition de f :

La fonction f est définie lorsque : —x*+5x—4>0

m Etudede —x*+5x—-4 :

Calcul du discriminant :

A=b”-4ac=5"—4x(-1)x(-4) =25-16=[ 9 | >0
Ja=3

Calcul des racines :

., -b-+JA -5-3 -8
X = = = = 4
2a -2 -2
~b+JA -5+3 -2
"— = = —= 1
X 2a A -2
m Signede —x*+5x—4 :
X | —© 1 4 + 00
—Xx*+5x-4 - ( + 0 -

—
L

Ll

m Conclusion : Par suite : —x*+5x—4>0 lorsque x se situe entre les racines 1 et 4 :

D, =]1,4[
Dérivée de f:
f=Inu
U(X) =—x* +5x — 4
,u Avec :
f:U u'(x)=—2x+5
, —-2X+5
Pour xeD,,ona: f(x)=—_x2+5x_4

2. Calcul des dérivées partielles du 1* ordre : (notations « allégées »)
Y(K,L)=2InK+7InL+1

Calcul de Y, (K = variable et L = constante) Calcul de Y, (K = constante et L = variable)
: 1 . 1
Yy=2—+0+0 Y, =0+7—+0
K L
. 2 . 7
YK = E YL = E
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3. Calcul des dérivées partielles du 1* ordre : (notations « allégées »)

U(x,y)=4In(3x) +5In(2y) + 6 On sait que : (In u)'=u—
u

Calcul de U'X (x = variable et y = constante) Calcul de U'y (x = constante et y = variable)
. 3 ' 2
U, =4""40+0 U,=0+5—+0
X 3X y 2y
: 4 - S)
U =| — U =| —
X X y

» Exemple 2 Equations - Inéquations
1. Résoudre dans R :
a) Inx=-2
b) Inx<3
2. Déterminer le plus petit entier positif n tel que : 1,05" >10

(Remarquer que I’'inconnue x figure dans I’exposant)
=» Solution

1. Résolution dans R :

a) Condition d’existence : | X >0

Inx=-2 < e=¢? < |x=e?%[>0

b) Condition d’existence : | x >0

INnx<3 < 0<e™<e® < |[0<x<é®

2. Calcul du plus petit entier positif n :

In10
In1,05

1,05">10 < In(1,05")>In10 < nIn1,05>In10 < n> n>47,19...

Donc, le plus petit entier positif n tel que : 1,05" >10 est: | n =48

®» Exemple 3 Etude de fonction avec un logarithme népérien
1. Etudier les variations de la fonction définie par : f(x) =x*Inx

Limites admises: lim f(x)=0et Ilim f(X)=+x

X—0" X —>+00

2. En effectuer une représentation graphique.
=» Solution
1. Etude compléte (sans le sens de concavité) de la fonction f définie par : f(x) =x>Inx
@ Ensemble de définition :

La fonction f est définie si I’on peut calculerIn x, donc pour x> 0. Onadonc: | Ds =]0;+x][
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@ Ftude du sens de variation :
» Calcul de la dérivée :

f=uv u(x) = x° u'(x) = 3x*
Avec :
f'=u'v+uv Y v(x) =Inx v'(x):1
X
Pour x>0 :

f'(x) =3x° Inx+x31
X

f'(x) =3x*Inx + x*

f'(x) =x*(3Inx +1)

» Signe de la dérivée :

Pour x>0 :
f'x)>0 < x*@BInx+1)>0 Or: x*>>0 lorsque x>0
F'X)>0 < 3Inx+1>0 On isole In x dans un membre

f'X)>0 < Inx>—%

1
f'X)>0 < |[x>e? D’apres le rappel

@ Tableau récapitulatif :

X L

f'(x) - 0 +

F() \

1
3e

@ Calcul du minimum de f:

1
La fonction f admet un minimum au point d’abscisse x, =e 2 égal a:

1 1\3 1 1
LR E e e
3 3 el 3 3e

1 1
Onnoteraque: e *~0,72 etque: f(e 3)=-012<0
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2. Tracé de la courbe (C) représentative de f

Figure 3
variable y Représentation araphiaue de f
4 y= X Inx
2l
2
.
variable x
0 T ‘
0,5 1 1,5 2
1
I11 — La fonction exponentielle de base e
1 Fiche technique de la fonction exponentielle de base e
. R — ]0;+m
= Notation : exp: <
X B e
= Ensemble de définition: | D, =R
®» Limites : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)
m lim e*=0" B lim e =+
=  Valeurs particuliéres :
m =1 m e=e (ex2718)
m ¢* prend ses valeurs dans I'intervalle ]0;+co [ : pour tout réel x : € >0
» Dérivée :
m Pour x réel : (e")'=¢"
m Pour u fonction dérivable de X : (e")'=u'e" | Avec u': dérivée de I’exposant
En particulier : e*)'=ae®
=  Courbe représentative :
figure 4
La fonction exponentielle de base e
variable
6 - Y y =¥
y=x
5
4 |
5
2| y=Inx

1
_/ variable x
. -1 0 1 2 3 4 5
- 1
2
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Dans un repére orthonormé, la courbe représentative de la fonction exp est symétrique de celle de la
fonction In par rapport a la droite d’équation y = Xx.

®» Signedee” :

Pour tout réel x, ona: | € >0 | et plus généralement : | "™ >0

=» Propriétés algébrigues : ce sont les mémes propriétés que les puissances

Pour a et b réels quelconques :
b
® ea+b=eaxeb ° eabz(ea)
e 1
° ea—b =— ° e—b ==
e e
e Pour aréel quelconqgue : Ine* =a
e Pour b>0 : e" =b

®» Equations - Inéquations :

, . x=Ina sia>0
m Pouraet xreels : e*=a i i
pas de solution sia<0
. . x<Ina sia>0
m Pouraet xreels : e'<a < . i
pas de solution sia<0
m Pouraetbréels ee=e" < a=b| et |e*<e” < a<b

=» Comportement de x* et dee* (a>0) : (HORS PROGRAMME D’EXAMEN)

] ] . e* .
m lim |x|an:0[: lim exj = lim = :+oo(: lim exj
X—>—00 \ ; X—>—0 X—>+00 X X—>+0

F.l. :"oox0"

FlL: 2
o0

En cas de forme indéterminée (F.1.), I’exponentielle e* I’emporte sur la puissance x*

X xlna

=» Exponentielle de basea(a>0eta=l): |a" =e

xIn10

En particulier, 10* =¢e (exponentielle de base 10)

2 Exemples
» Exemple 1 Dérivée — Dérivées partielles du 1* ordre

1. Préciser I’ensemble de définition, puis la dérivée de la fonction f définie par :
f(x)=4e>* —5e > +7¢"

2. Déterminer I’ensemble de définition, puis la dérivée de la fonction g définie par :
1

g(x) =x%e *

3. Calculer les dérivées partielles du 1* ordre de la fonction h définie, pour x et y réels, par :
h(x,y)=(2x+3y-5)e”*
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®» Solution

1. Ensemble de definitionde f: | D; =R

Dérivée de f:

Pour xréel :  f'(x)=4(3e¥)-5(-2e2*)+7(e")

Car: (e**)'=ae*”

f'(x)=12e> +10e " + 7¢*

2. Ensemble de définition de g :

La fonction g est définie lorsque : x

#0.Donc: | D, =R*

Dérivée de g :
U(X) _ X2 U'(X) = 2X
. (x) Dexod e%
g=uv v(x)=e * VX =1 -7 =7
Do , Avec : T X X
g=u'v+uv
v=e'  —— e
Pour x#0 :
_1 1 -%
g'(X)=2xe * +Xx° (—ze XJ
X
1 2 1
g'(x) =2xe *+—-e * On simplifie :
21
g'(X)=2xe *+e X On factorise I’exponentielle :
1
g(xX)=e x(2x+1)
3. Calcul des dérivées partielles du 1* ordre de la fonction h :
m Dérivée partielle par rapport a x :
u(x,y)=2x+3y-5 u',=2
h=uv v(x,y)=e" V,=—e"
, , , Avec : l I
h',=u', v+uVv'
v=e" _— v, =w' e"

Pour x et y réels :

h',=2e " +(2x+3y-5)(-e™)
h' =e*[2-(2x+3y-5)]
h',=e™(2-2x-3y+5)

h',=e ™ (-2x-3y+7)
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m Dérivée partielle par rapporta vy :

h=Kku K=g*

h —ku' Avec : ,

y= KUy u(x,y)=2x+3y-5 u'y,=3
Pour x et y réels :

h',=e*(3)

h',=3e™"

» Exemple 2 Equations - Inéquations

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) e*=7

b) e =-7

2. Résoudre dans R Iinéquation suivante :
e?* <5

®» Solution

1. a) Ensemble de définition de I’équation: | D =R

Résolution de I’équation :

=7 o he*=In7 < |x=In7

b) Ensemble de définition de I’équation: | D =R

Résolution de I’éguation :

e *=-7:lln'yapasdesolutioncar: e*>0 et -7<0.

2. Ensemble de définition de I'inéquation: | D=R

Résolution de I’inéquation :

1
e?*<5 < Ine*<h5 < 2x<Ih5 < X<Eln5

®» Exemple 3 Etude de fonction avec une exponentielle de base e
Etudier les variations de la fonction f définie par : f(x) = (3x—2)e ?*

Limitesadmises: Ilim f(x)=-o ; Ilim f(x)=0
X— —© X—>+o©

La représentation graphique n’est pas demandée.
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®» Solution
1. Etude de la fonction f définie par : f(x) = (3x—2)e %

@ Ensemble de définition :

I n’y a pas de contrainte pour le calcul d’une exponentielle : | D; =R

@ Ftude du sens de variation :
» Calcul de la dérivée :

u(x)=3x-2 u'(x)=3
f=uv v(X) =e > Vi(X)=—-2e*
R , Avec :
f'=u'v+uv
v=g" — vi=w'e"
Pour xeR :

f'(x) =3e > +(3x—2)(—2e %)
f'(x)=e > [3+(3x-2)(-2) ]
f'(x)=e ?*(3—-6x+4)

f'(X)=e > (-6x+7)

» Signe de la dérivée :
Pour xeR :

f'X)=0 < e (-6x+7)=0 Or: e >0, donc:

fX)=0 < -6x+7=0
fx)=0 < —-6x=-7

F)=0 < x=_—_

f'(x)=0 < x=%

De plus, comme : e >0, f'(x) ale méme signe que —6x+7 .

@ Tableau récapitulatif :

X 7
— 0 — + 00
6
f'(x) + 0]
7
15 3
f(x)
- 0
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@ Calcul du maximum de f:

i . . . 7 . .
La fonction f admet un maximum au point d’abscisse x, =— égal a :

_oxl 7 7 7
f[zj=[3xz—2je 6=[Z—£je 3=§e 3=|15e 3
6 6 2 2 2

On notera que : %zl,l? etque: f [gj ~0,15
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CH 111 - APPLICATIONS A L’ECONOMIE

OBJECTIFS :

®» Fonction totale - Fonction moyenne - Fonction marginale
®» Optimisation a une variable en Economie

= Elasticité ponctuelle

I — Fonction totale — Fonction moyenne — Fonction marginale

On considére une entreprise produisant un bien unique en quantité Q (il s’agit donc ici de fonctions a une
variable Q) et vendant la totalité de sa production Q sur un marché unique (ce qui signifie qu’il y a égalité
entre quantité produite, I’« offre », et la quantité vendue, la « demande » et pas de « stock »).
1. Cas ou les quantités sont données dans un tableau (« données discrétes »)

Définition

» Fonction totale
Codt total CT : c’est I’ensemble des dépenses (codt fixe CF + co(t variable CV) nécessaires a la
production de la quantité Q. Ona: | CT=CF+CV | avec: CF=CT(Q=0)

Recette totale RT : c’est le chiffre d’affaires de I’entreprise vendant la quantité Q au prix de vente
unitaire P. Ona: | RT =PxQ | avec : P=PVU =prix de vente unitaire

Profit IT : il s’obtient comme la différence entre la recette totale et le codt total. On a :
I[I=RT-CT

» Fonction moyenne :
Elle s’obtient en divisant la fonction totale par la quantité Q.

N - " . I CT
Codt moyen CM : c’est le colt par unité produite ou codt unitaire : | CM ZE
Recette moyenne RM : c’est le chiffre d’affaires par unité vendue ou prix de vente unitaire :
RM = RT _ P
Q

Profit moyen TTM : c’est le profit unitaire. Il s’obtient aussi comme la différence entre la recette

moyenne et le colt moyen : | [IM =%= RM-CM

» Fonction marginale :
Elle s’obtient, dans le cas ou les quantités sont données dans un tableau, comme I’écart de la
fonction totale rapportée a I’écart correspondant entre deux quantités consécutives.

Colt marginal Cm : c’est I’écart de codt total rapporté a I’écart entre deux quantités produites
_ CT(Q)-CT(Q) ACT
Q-Q AQ

consécutives : | Cm
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Recette marginale Rm : c’est I’écart de recette totale rapporté a I’écart entre deux quantités vendues

_ RT(Q)-RT(Q) ART

Q-Q AQ

Profit marginal ITm : c’est I’écart de profit rapporté a I’écart entre deux quantités produites et

rim = 1@ )'_H(Q) _A em-cm
Q-Q AQ

consécutives : | Rm

vendues consécutives :

» Exemple Concurrence pure et parfaite

Dans le tableau ci-dessous, colt total, recette totale et profit sont exprimés en euros ; colt moyen et
recette moyenne sont exprimes en euros par unité ; colt marginal, recette marginale et profit marginal
sont exprimés en euros par unité.

1. Détailler le calcul de A, B, C, D, E, F et G et interpréter rapidement les résultats. Compléter le tableau
de calculs ci-dessous (?).

2. Quel est le codt fixe de cette entreprise ? Quelle quantité doit produire et vendre I’entreprise pour
maximiser son profit. Quel est alors son profit maximal ?

UN RAPPEL

- Dans le cas de la concurrence pure et parfaite, le prix de vente unitaire P est
constant, quelle que soit la quantité vendue par I’entreprise. Ona: | P=Rm =RM

- Le profit IT de I’entreprise est maximum, lorsque I'ona: [ IIm=0 | ou | Rm=Cm

» Solution
1. Tableau relatif a la concurrence pure et parfaite
Les codts Les recettes Les profits
CTr CM Cm P=RM RT Rm IT IIm
0 800 - - 8 0 - - 800 -

100 2000 20 12 8 800 8 —-1200 -4,00
200 2320 11,50 3,20 8 1600 8 -720 4,80
300 2412 8,04 0,92 8 2400 8 -12 7,08
400 2524 6,31 1,12 8 3200 8 676 6,88
500 2790 5,58 2,66 8 4000 8 1210 5,34
600 3155 | ? 5,26 ? 3,65 ? 8 ? 4800 |? 8 ? 1645 |? 4,35
650 3553 | A=547 |B=7,9 |C=38 D=5200 | E=8 F=1647 | G=0,04
700 3996 |? 571 ? 8,86 ? 8 ? 5600 |? 8 ? 1604 | ?-0,86
800 5060 6,33 10,64 8 6400 8 1340 - 2,64

@ Détail des calculsde A,B,C, D, E, FetG
A —cMm=CT 3558

Q 650

lorsque la production de I’entreprise s’éléve a 650 unités.

5,47 €/unité | : c’est le colt de fabrication d’une unité, ou co(t unitaire,
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B=Cm= ACT = 35533155 ~| 7,96 €/unité | : c’est le colt de fabrication pour chaque unité

AQ 650600
supplémentaire (appelée unité marginale), lorsque la production passe de 600 unités a 650 unités.

C =RM=P=cte=| 8€/unité | : c’est le prix de vente unitaire qui est constant quelle que soit la

quantité vendue par I’entreprise, lorsque I’on est en concurrence pure et parfaite.

D =RT=PxQ=8x650=| 5200 € | : c’est le chiffre d’affaires de I’entreprise lorsqu’elle vend 650
unités au prix de vente unitaire de 8 €.

E =Rm= ART _ 52004800 8 €/unité | : c’est le prix de vente de chaque unité supplémentaire

AQ 650 —-600
vendue (appelée unité marginale), lorsque la quantité vendue passe de 600 unités a 650 unités.

F =IT=RT-CT =5200-3553=| 1647 € | : c’est le profit de I’entreprise pour 650 unités fabriquées et
vendues.

AIT_ 1647-1645 ~| 0,04 €/unité | c’est le profit pour chaque unité supplémentaire
AQ  650-600

fabriquée et vendue (appelée unité marginale), lorsque la production et la vente passent de 600 unités a
650 unités

2. Codt fixe de cette entreprise

G =IIm=

On sait que le codt fixe est égal au co(t total en I’absence de production. Ici: CF=CT(Q=0)=| 800 €

Maximisation du profit

Lorsque I’on consulte la colonne des profits P, on constate que le profit le plus important, soit 1647 € est
atteint lorsque I’entreprise produit et vend 650 unités. Ainsi :

I, =I1(Q=650)=| 1647 €

On notera qu’au maximum, le profit marginal n’est pas tout a fait nul : ITIm ~| 0,04 €/unité

Cela provient du fait que les quantités Q ne varient pas de fagon continue dans un intervalle (données
sous forme de tableau).

2. Cas ou les quantités varient dans un intervalle (données « continues »)

Seules changent les expressions des fonctions marginales : la quantité Q variant dans un intervalle,
I’écart AQ a donc la possibilité de tendre vers 0 (ce qui était impossible dans le cas précédent).

On posera, par exemple, pour le colt marginal : Cm=lim ACT & | Cm=CT'(Q)
AQ-0 AQ
On retiendra : fonction marginale = dérivée de la fonction totale

Définition

» Fonction marginale :

Codt marginal Cm : c’est la dérivée du codt total : | Cm =CT'(Q)

Recette marginale Rm : c’est la dérivée de la recette totale : | Rm =RT'(Q)

Profit marginal ITm : c’est la dérivée du profit : | TIm =T1"(Q)
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» Exemple Monopole

Une entreprise fabrique et vend la totalité de sa production sur un marché unique ou elle est en situation
de monopole. Son co(t total de production s’écrit : CT =2Q+104 avec 0<Q <200

Sur ce marché, la demande Q_ s’exprime ainsi : Qp =500—-100P avec P : prix de vente unitaire

1. Quel est le colt fixe de I’entreprise ? Son colt moyen ? Son colt marginal ? Quelle est la capacité
maximale de production de I’entreprise ? Quelle est la condition d’équilibre sur ce marché ?

2. Le marché est en équilibre. Déterminer en fonction de Q la recette totale ainsi que le profit de cette
entreprise.

3. Quelle quantité doit produire et vendre I’entreprise pour maximiser son profit ?

UN RAPPEL

- Dans le cas du monopole, I’équilibre du marché est obtenu en égalant I’ offre (c’est-a-
dire la production de I’entreprise) et la demande (la quantité qu’il est possible de

vendre sur ce marché au prix de vente unitaire P) : | Q, =Q,

- Sauf exception, la quantité demandée Qp et le prix de vente unitaire P varient en sens
inverse : « lorsque I’on achéte une grosse quantité, on peut faire un prix »

- Dans le cas du monopole, le prix de vente unitaire P est égal a la recette moyenne.
Ona:|P=RM

- Pour que le profit I'T de I’entreprise soit maximum, il faut que :
[M'Q)=0 < IIm=0

®» Solution
1. Questions découlant de I’expression du co(t total de I’entreprise
@ Codt fixe de I’entreprise :

Le colt fixe est égal au codt total en I’absence de production. Ici: CF=CT(Q=0)=2x0+104=| 104

@ Colt moyen de I’entreprise :

C’est le colt unitaire ou co(t par unité produite : CM :% =M =2

Q

104
+ _

@ Colt marginal de I’entreprise :
C’est la dérivée du codt total : Cm=CT'(Q) =| 2

@ Capacité maximale de production de I’entreprise :
D’apreés la condition : 0 <Q <200, on constate que I’entreprise peut produire au maximum 200 unités.

@ Condition d’équilibre du marché :
Pour gu’il y ait équilibre, il faut que I’offre (production de I’entreprise) s’ajuste a la demande :

Q=Qp < |Q=500-100P
Cette condition permet d’exprimer le prix de vente unitaire P en fonction de la quantité produite Q :

500-Q
100

Q=500-100P <« 100P=500-Q <« P=

P=5-0,01Q
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2. Recette totale et profit de I’entreprise lorsque le marché est a I’équilibre

@~ Recette totale de I’entreprise :
Le marché étant & I’équilibre, ona: RT=PxQ =(5-0,01Q)Q =| 5Q-0,01Q?

@ Profit de I’entreprise :
C’est la différence entre la recette totale et le co(t total :

[I=RT-CT =(5Q-0,01Q%)-(2Q+104) =5Q—-0,01Q* —2Q -104=| —0,01Q? +3Q 104

3. Maximisation du profit de I’entreprise

@ leére méthode : étude des variations de IT = f(Q) et analyse du tableau de variations
» Dérivée :
Pour 0<Q<200 : I1'(Q)=| -0,02Q+3

» Valeur annulant la dérivée :

M'Q)=0 < -002Q+3=0 < -0,02Q0=-3 < Q :6—3(;2 < | Q=150
» Tableau de variations :
Q |w 0 150 200 + o0
Im(Q / / + 0 - /
e // o 7/ %
& 121 //
I1
% %
» Conclusion :
Le profit IT est maximum pour une production de Q =150 unitéset ona:
I =11(150) = —-0,01x150% +3x150—-104 =| 121
@ 2nde méthode : utilisation des dérivées premiére et seconde : « méthode des économistes »
» Condition nécessaire du ler ordre : on résout I’équation : | T1'(Q,) =0
e Dérivée :
Pour 0<Q<200: I1'(Q)=| -0,02Q+3
e Valeur annulant la dérivée :
Q=0 < -002Q+3=0 < -0,02Q0=-3 < Q:S—:;Z Q=150=Q,

» Condition suffisante du 2nd ordre : on évalue le signe de | IT"(Q,)

Pour la valeur Q, trouvée (et uniquement pour celle-ci), on calcule la valeur de T1"(Q,) et on
observe le signe du résultat (a condition que le résultat ne soit pas nul).
e Dérivée seconde :

Pour 0<Q <200 : I1"(Q)=| -0,02
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e Signe de la dérivée seconde :
I1"(Q,)=I1"(150)=-0,02<0
e Conclusion:
Le profit IT est maximum pour une production de Q =150 unités et ona:

I =11(150) = -0,01x150% +3x150-104 =| 121

Il — Elasticité d’arc — Elasticité ponctuelle

1. Calcul de deux taux d’accroissement

Soit une fonction f définie, non nulle et dérivable sur un intervalle 1. En posant : y = f(x), on considére
que X est la variable explicative et y la variable a expliquer.

Figure 1
Taux d’accroissement

variable y

Yo + Ay

Yo

Xo Xo+ AX variable x

UN RAPPEL

Pour calculer un taux d’accroissement, on posera :

. Valeur finale — Valeur initiale
Taux d’accroissement = x100

Valeur initiale

Application :
Taux d’accroissement de la variable y entre y, et y, + Ay :

(yO +Ay)_y0 %100 = yO +Ay_y0 %100 = AyXlOO

Yo Yo Yo

Taux d’accroissement de la variable x entre x, et X, + AX :

Mxloozmxloo = &xlOO
Xo Xo Xo
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2. Casou les guantités sont données dans un tableau (données « discrétes ») : élasticité d’arc

Définition

L élasticité sur I’arc MyM est égale au rapport du taux d’accroissement de y entre y, et y,+Ay par le
taux d’accroissement de x entre X, et X, + AX :

. &Y 100
e _ Taux d'accroissement de y entrey, ety, +Ay | Y,
MM ™ Taux d'accroissement de x entre x, et x, + Ax | AX <100
Xo
» Exemple

A partir du tableau suivant, calculer, puis interpréter I’élasticité du co(t total y par rapport aux quantités
fabriquées x sur I’'arc M;M .

Point Quantités fabriquées Co(t total
M X, = 10 unités Yy, =150 €
Ax:x—XO:ZE ° ° ° —IAy:y—y0:10€
M X =12 unités y=160€ «

®» Solution
Calcul et interprétation de I’élasticité sur I’arc MoM

@ |ecalcul:
Ay Ay 10
—~x100 —*% bl
eMM:yO _ Yo _ 150 _10x10 100 |1
0 &xloo AX 3 150x2 300 3
Xo Xo 10

@ |nterprétation :
1 Taux d'accroissement de y entrey, ety, +Ay | 1

ey == :
MM 3 Taux d'accroissement de x entre X, et X, + AX | 3

En passant d’une quantité fabriquée de 10 a 12 unités, le taux d’accroissement du codt total y est égal a

1 . . _
3 du taux d’accroissement de la quantité fabriquee x.

3. Cas ou les guantités varient dans un intervalle (données « continues ») : élasticité ponctuelle
On I’obtient en deux temps : on transforme I’écriture de I’élasticité d’arc et on effectue un passage a la

limite.
@ Transformation de I’écriture :
A o100 A \ \ Ay
X
eMOM:yO _ Yo _XoX y:XOx—yz X X AX
&Xloo AXyg x AX Yo X AX Yo
Xo Xo
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@ Passage a la limite :
. . Ay
n sait lim L =y'(x,))=f"
On sait que M y'(Xe) ='(Xp)

Par suite, I’elasticité ponctuelle de f au point x, s’écrit :
f'(x "(x
( O)=X0xy ( o)(=e
0 Yo
On retiendra de préférence I’écriture de I’élasticité ponctuelle de f en un point x quelconque :

y f'(x)
ef =XX;=XXW= yix

er (Xg) =Xg x

yIx (XO))

Définition Elasticité ponctuelle [important]

Lélasticité ponctuelle de f ou de y par rapport a x en un point x quelconque s’écrit :

—X><mzx><l=ey,X

T

Interprétation

L’élasticité ponctuelle s’interpréte comme I’élasticité d’arc, mais en un point donné :

_ Taux d'accroissement de y
Taux d'accroissement de X

y/x

» Exemple
Calculer I'élasticité ponctuelle €,,, de la fonction définie par : y =f(x) = x%e ¥

Application : on suppose alors que x =1. Si x diminue de 2 %, donner une valeur approchée du
pourcentage d'augmentation (ou de diminution) de y.

®» Solution

Calcul de Iélasticité ponctuelle de la fonction f définie par : f(x) = x%e ~**

“ Analyse :
lactinit , . fr(x
L'élasticité ponctuelle de la fonction f s’écrit : e; = Xx f(( ))
X

Pour pouvoir la déterminer, il est préférable de calculer a part la dérivée f'(x).
@ (Calcul de la dérivée :
f=uv u(x) = x? u'(x) = 2x
f'=u'v+uVv' ' {v(x)=e3x —e"  v'(X)=w'e" =(-3x)'e* =-3e

Pour x réel, ona :
f'(x)=2xe ¥ +x%(-3e¥)

f'(x) =xe *(2-3x)

@ Elasticité ponctuelle :
y' f'(x) _Xxxe’3x(2—3x)_x2 e ¥(2-3x) _
y f(X) X2 e—3x - X2 e—3x -

2-3Xx
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Application numérique et interprétation

@ Application numérigue :
Pourx=1,0na: ey, =2-3xl=| -1

@ Interprétation :
On sait que : e, = Taux d'accro?ssement dey
Taux d'accroissement de x
D'ou : Taux d'accroissement de y = e, x Taux d'accroissement de x

Soit ici : Taux d'accroissement dey~ —1x(—2 %) =| +2 %

Enfin : Taux d'accroissement dey~| +2 %

<@ Conclusion :
Si, en partant de la valeur x =1, x diminue de 2 %, alors y augmentera d’environ 2 %.
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LICENCE A.E.S. 1°® ANNEE - COURS DE M. MARCHAL

CH IV - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

OBJECTIFS :

®» Dérivées partielles du 1°" et du 2" ordre
®» Optimisation sans contrainte d'une fonction de deux variables
= Optimisation sous contrainte d'une fonction de deux variables

| — Dérivées partielles du 1°" et du 2" ordre

1 Dérivées partielles du premier ordre
Soit f une fonction définie sur un ensemble ouvert 1 de R?contenant (X,,Y,) [(X,,Y,)€!].
a) Méthode pratigue Dérivées partielles du premier ordre d’une fonction de deux variables
Pour calculer la dérivée partielle du premier ordre de z=f(x,y):
Par rapport & X :
On dérive z="f(x,y) en considérant x comme la variable et y comme une constante.
. e : . - . of d . .
On obtient : soit f, ou z, (notations « allégées »), soit ™ ou S—Z (notations « classiques »).
X X
Par rapporta y:
On dérive z=f(x,y) en considérant x comme une constante et y comme la variable.
. _ : . - . of d . .
On obtient : soit f, ou z, (notations « allégees »), soit - ou S_Z (notations « classiques »).
Y Y
b) Remargues
® Notations
: - - of d
f.(xy) ou | f, ou z, | ou — ou oz
Ox Ox
z=1(x,y)
: - - of d
y = vble f (xyy) ou | f, ou z, | ou — ou oz
dy dy
Notations « allégées » : f,, z,, f, et z, (cours de Mathématiques)

] ] f of d
Notations « classigues » : 8— 0z — et oz

, —, (autres cours ?)
0x Ox 9dy 0y
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® Lesregles de dérivation sont les mémes que pour les fonctions d’une seule variable.

Exemple :
@ 1 variable x:
u , uv—-uv
f:V f =
Y
@ 2 variables xety:
;U v—uv,
f, = 5
£ Y
V 12 ’
, Uyv-uvy
fy: 2
\Y;

e Dérivée d’une constante k :

Si la constante k est additive, la constante k disparait. En effet: | (u+k) '=u'+| 0

Si la constante k est multiplicative, la constante k subsiste. En effet : | (kxu) '=| k [xu'

c) Etude d’un exemple

®» Exemple Calcul de dérivées partielles du premier ordre
En utilisant les notations « allégées », calculer les dérivées partielles du 1* ordre des fonctions
suivantes :

1. z=f(x;y)=x>+5x2y+8y?

2. Y=f(K;L)=10K** L>*®  (Fonction de production de Cobb-Douglas)

3. L(a;b;A)=2In(3a)+5Inb+12+A(16—-2a—7b)  (trois variables : a>0,b>0, A (lambda) réel)

=» Solution

1. Dérivées partielles du 1% ordre de z =f(x,y) = x* +5x°y +8y?

-

Calcul de f)'( (x = variable et y = constante)

f)'( =3x° +5(2x)y+0= 3x2 +10xy

@ Calcul de f;, (x = constante et y = variable)

f;, = 0+5x2(1)+8(2y) = 5x2 +16y

2. Dérivées partielles du 1% ordre de Y =f(K;L) =10 K% %%

@ Calcul de Y;( (K = variable et L = constante)

YP'( =10(0,45 K0,45—1) L0,55 —|45 K—O,55 LO,55
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d)

Calcul de Y|'_ (K = constante et L = variable)

YI'_ -10 K0,45 (0,55 L0,55—1) ~-|55 KO,45 L—0,45

Dérivées partielles du 1* ordre de L(a;b;A)=2In(3a)+5Inb+12+A(16—-2a—-7b)

On rappelle que : (In u)'=%

Calcul de L'a (a = variable ; b = constante ; A = constante)

L'a=2—(3a) +5><0+0+7»(0—2><1—7><0):21+0+0+7»(0—2—0)= 3—2x
3a 3a a

Calcul de L'b (a = constante ; b = variable ; A = constante)

' (b)' 1 5

Lb:2X0+ST+0+M0_2X0_7X1):0+56+0+M0_0_7): B—?k

Calcul de L';L (a = constante ; b = constante ; A = variable)

L';L =2x0+5x0+0+(A)'(16-2a-7b)=0+0+0+1(16—-2a—7b)=|16—-2a-7b

Applications a I’Economie

Application n°1 Dérivée partielle du premier ordre = fonction marginale

Un consommateur achéte deux biens A et B en quantités x et y. Son niveau de satisfaction est mesuré
par la fonction d'utilité : U(x;y) = 5x2y + 2xy2

Calculer les utilités marginales U'X et U'y des deux biens A et B.
Solution

Utilités marginales des biens A et B
Bien A : (x = variable, y = constante)
U, =5(2x)y+2(1)y* =|10xy + 2y?

Bien B : (x = constante, y = variable)
U, =5x* (1) +2x (2y) =| 5x* +4xy

Application n°2 Elasticité ponctuelle partielle

Soit la fonction de production de Cobb-Douglas : Y =Y (K;L) =10K**L>*
K —0.55 | 0,55

En utilisant le résultat (bas de la page 2) : Y;( =45 , calculer I’élasticité ponctuelle partielle

de la production Y par rapport au capital K. Interpréter.
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UN RAPPEL

Cas d’une fonction a une variable x :

y=1(x)

Elasticité ponctuelle

Formule

Interprétation

Taux d'accroissement de y

Dey par rapportax | e; =e,,, = x e
Froyix =2y Y™ Taux d'accroissement de x
Cas d’une fonction a deux variables x ety : | z=f(x,y)
Elasticité ponctuelle Formule Interprétation
s Taux d'accroissement de z
De 7 par rapport a x . o« Zx i aux d'acc o_sse ent de
Zi 7 Taux d'accroissement de x
(la variable y restant constante)
; ' Taux d'accroissement de z
De Z par rapport a y . _ Zy eZ/y ~ au d accC O-SSE e tde
zly ~ y7 Taux d'accroissement de y

(la variable x restant constante)

®» Solution

Elasticité ponctuelle partielle de la production Y par rapport au capital K

@ Calcul : (K = variable, L = constante)

Yk
e =K—
Y/K Y

45 K—O,55 LO,55
10 KO,45 LO,55

ey/k =K

45 K—O,55 LO,55

e = —X X
Y/IK™0 K045 " 055

-0,55
KK ™
eY/K =0,45XWX1

KO,45

0,45

€y/K =
Interprétation :

Par définition de I’¢élasticité partielle

On remplace Y et Yy par leur valeur

On isole les variables identiques afin de simplifier

On simplifie

taux de croissance de Y

ey =0,45

Ainsi, en partant d’un niveau donné de capital et de travail, si on augmente de 1 % la quantité de capital

taux de croissance de K (L =cte) -

K (la quantité de travail L restant constante, les économistes disent : « toutes choses étant égales par

ailleurs »), alors la production Y augmentera de 0,45 %.
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2 Dérivées partielles du second ordre

Notations « allégées » :

1* ordre 2" ordre

(f), =fo =T

(f), =t

2=1x) (), =f.,

), =% =,

Notations « classiques » :

1% ordre 2" ordre
8 (or)_ ot
of ox\ox ) ox?
ox K §£ 3 &°f
oy 0x /) dyox
z=1(x,y) ,
o [ of of
of ox | oy __6X6y

M AN

8y b (af)_ o
dy\dy ) &y’
Il existe donc, a priori, 4 dérivées partielles du second ordre distinctes. En fait, dans la pratique, il n’y en
a que 3 : c’est le théoreme de Schwarz.

Théoréme de Schwarz Egalité des dérivées partielles secondes « croisées »

Si f est une fonction admettant des dérivées partielles du second ordre continues, alors on a :

Notations « allegées » : fy =T

: . of  8f
Notations « classiques » : =
0xdy 0dyox

Autrement dit, peu importe I’ordre de dérivation : on obtient le méme résultat, que I’on dérive d’abord
par rapport a X, puis par rapport a y ou bien d’abord par rapport a y, puis par rapport a X.

Cette propriété permet, dans une certaine mesure, de verifier les calculs.
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» Exemple 1
Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction f telle que : z=f(x;y) = x® +5x°y +8y?
®» Solution

Calcul des dérivées partielles du second ordre de la fonction f telle que : z=f(x;y) = x3 +5x%y +8y?

Les dérivées partielles du second ordre se calculent facilement : on peut adopter la présentation en arbre :

fo =f.=(f), =6x+10y
f, =3x* +10xy
£ = (f.), =10x
Xy x/y
f(x,y)=x>+5x’y+8y?

f,=5x"+16y

< fr = (), =10x

f,, =t =(f,), =16

» Exemple 2

Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction f telle que : z=f(a;b) = 5a% —2ab+13h?

®» Solution

Dérivées partielles du second ordre de la fonction f telle que : z=f(a;b) = 5a —2ab+13h?

Les dérivées partielles du second ordre se calculent facilement : on peut adopter la présentation en arbre :

faa =Fo2 = (fa)a =10
fan=(Fa)p=-2

| foa = (fp)a =2
i, =—2a+26b <
fop = fp2 = (Fp)p =26

z=f(a;b) =5a% —2ab+13b?
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Il — Optimisation sans contrainte d’une fonction de deux variables

But : Déterminer les « extremums libres » (minimums ou maximums) d’une fonction f de deux variables
indépendantes, c’est-a-dire non liées I’une a I’autre par une quelconque relation, définie et admettant des
dérivées partielles du second ordre continues sur un ensemble ouvert du plan.

1 Hlustration : le cas d’un minimum libre

z Figure 1
Minimum “libre*

Surface représentative de f

Xo ., .
y° égal a f(Mg) = f(xq:Yo)
0

La fonction f admet un minimum libre au point M

2 Détermination pratigue

a) Notations de Monge
Elles sont basées sur la connaissance de I’ordre alphabétique.
Voici le classement dans I’ordre alphabétique :

®» des trois lettres suivantes : r - s -t

®»  des trois « couples de lettres » : (X ; X) = (X;Y)— (YY)

On associe a chacune des trois lettres r, s et t, la dérivée partielle seconde correspondant a I’ordre
alphabétique précédent.

X r0 = fxx (MO)
Ainsi, au point M, | ~°, on retiendra : s, =f, (M,) ¢ Notationsde Monge
Yo -
t0 = fyy(MO)
b) Méthode pratique Les conditions du premier ordre et du second ordre

ere

@ 1°" étape : Recherche des points stationnaires ou critiques

= On calcule les dérivées partielles du premier ordre de f, soit : f, et f,

f =0 .. , . .
®» On résout dans R? le systéme : {]f 0 (c’est la condition nécessaire du premier ordre).

y
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c)

. X . R - . .
Les points M, | ~ °, solutions du systéme précédent sont seuls susceptibles d’étre des extremums
0

libres de f. Ce sont les points stationnaires (ou points critiques).
@ 2"* étape : Nature des points stationnaires

»  On calcule les dérivées partielles du second ordre de f, soit : f,, f,, (=f,,) et f

Xo

= On détermine leur valeur en un point stationnaire M, en utilisant les notations de Monge :

0

=T (Mg), s =1, (M) et t, =T, (M,)

= On évalue la valeur et le signe de : ry t, —502 . On a alors la condition suffisante du second ordre :

2
. oty —Sy” >0 . - .
@ Siona: 90 70 , alors f admet au point M, un minimum libre.
rh>0
2
o« Ci Lty —=s, >0 . : .
Siona: , alors f admet au point M, un maximum libre.
rL<0
Remarques

Si:rt,—s,” >0, alors fadmet au point M, un extremum libre.

Le signe de r, permet de préciser sa nature : maximum si f, <0 ou bien minimum si r; > 0.

Si:nt, —so2 =0, alors il faut une étude approfondie (hors programme).
Si:rt,—s,” <0, alors fadmet au point M, un point-col ou un point-selle.

Un point-col ou un point-selle n’est ni un « maximum libre », ni un « minimum libre ».

figure 6
Point-col ou point-selle

Les conditions du 1°
ordre sont réalisées

La fonction f n’admet pas
d’extremum libre au point M :

acoté de S, on trouve T, situé au-
dessus et V situé en dessous.

. . ) X

La fonction f n’admet pas d’extremum libre au point-selle M, |~ ° . En effet, on observe dans le plan
Yo

(xOz) un maximum et dans le plan (yOz) un minimum.
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Avec un peu d’imagination, la surface représentative de f évoque un col en montagne ou encore une selle
de cheval, d’ou le nom donné a ce type de point.

e Sila fonction f a plus de deux variables, la condition nécessaire du premier ordre s’applique de méme,
mais la condition du second ordre est beaucoup plus compliquée (hors programme).

Ainsi, si: f(x;y;z) =x%+y?+2? +5xyz , on recherchera les extremums libres de f parmi les points

f, =0
vérifiant la condition nécessaire du premier ordre : f; =0
f, =0
3 Exemples
» Exemple 1 Exemple important

Soit la fonction f des variables x et y telle que : f(x,y) = —2x% + 6 Xy —5y2 —40x+70y+750
Déterminer le point stationnaire de f.
Etudier sa nature. S'il s'agit d'un extremum, préciser la valeur de f en ce point.

=» Solution

@ 1° étape : Recherche du point stationnaire

@ Calcul des dérivées partielles du premier ordre de f:

f, =—4x+6y—40 —6x—-10y+70

fy
. . . . f; =0
@ Condition nécessaire du premier ordre : £ .0
y =
On résout dans R’ le systéme :
?;:o {—4x+6y—40:0 Q
=

fy =0 6x-10y+70=0 (2)

Calcul de y:

On multiplie les deux membres de I’équation (1) par 3 et ceux de I’équation (2) par 2 :
f, =0 ~12x+18y—120=0

fy =0 12x—20y +140=0

On additionne membre a membre afin d’éliminer x :

(12X +18y —120) + (12X — 20y +140) =0+ 0

On supprime les parenthéses et on regroupe : X avec X, y avec y, constante avec constante :
-12x+12x+18y—-20y—-120+140=0 On calcule :

-2y+20=0

20=2y

10=y
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Calcul de x :
On remplace y par sa valeur dans I’'une des deux équations, par exemple I’équation (2) :

6x-10y+70=0 < 6x-10x10+70=0 «< 6x-100+70=0 < 6x-30=0 < | x=5

Conclusion :

On a donc un point stationnaire : A 10

nde

@ 2™ étape : Nature du point stationnaire

@ Calcul des dérivées partielles du second ordre de f:

froq =fre =4 fry =Fyx =6 foy =fi2 =—10

< Notations de Monge :

On remplace dans chaque dérivée partielle 2", x par 5 et y par 10 (ici, chaque dérivée partielle 2" est
constante, il n’y a donc rien a faire) :

o :f;z (5:10)=| -4 So =f;y(5;10) =@ to =f;z (5;10)=| -10

@ Condition suffisante du second ordre :

v On calcule I’expression :
fotg —So2 = (—4)x (~10)-62 =40-36 =| 4

¥" On évalue son signe (et celui de ry si 1yt —502 > 0) pour en déduire la nature du point stationnaire :

foto —Sp° =4 >0 } Donc f admet au point A ° s
rp=—-4<0 10
v/ On détermine la valeur prise par f en son maximum libre :
f(A) =f(5:10) = —2x5° + 6x5x10 - 5x10% — 40x 5+ 70x10+ 750
f(A)=1(5;10) =-50+300-500-200+ 700 + 750

f(A) =f(5:10) =| 1000

» Exemple 2 Cas avec plusieurs points stationnaires

Déterminer les extremums libres de la fonction f suivante telle que : z =f(X;y) = X%y +x* + 2y?
=» Solution
@ 1° étape : Recherche des points stationnaires

@ Calcul des dérivées partielles du premier ordre de f:

f =2xy+2x f,=x’+4y
f =0

f, =0

@ Condition nécessaire du premier ordre : {

. 2 \
On résout dans R™ le systeme :
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f =0 2xy+2x=0 (1) . Vs .
S ) On factorise 2x dans I’équation (1) :
f =0 X“+4y=0 (2)
f =0 2x(y+1)=0 . . .
& On utilise la régle du produit nul :
f =0 X*+4y=0
f.=0 2x=0o0u y+1=0 . .
o On envisage les deux cas possibles :
f =0 x*+4y=0
f.=0 2X y+1=0
=
f =0 x? +4y 0 X°+4y=0
f.=0 x=0 y=-1
=
f,=0 0% + y=0 x> —4=0
R { B
=
y=0 =+2
Conclusion :
- 2
On a donc 3 points stationnaires : M, M, M, .
@ 2" étape : Nature des points stationnaires
@ Calcul des dérivées partielles du second ordre de f:
fXX=fX2=2y+2 f):ny;,‘XZZX f;y =f;2=4

» 1% point stationnaire :

< Notations de Monge :

M,

0
0

On remplace dans chaque dérivée partielle 2", x par O et y par O :

o =2 (0;0)=2x0+2=| 2]
50 =y (0:0)=2x0= 0]

to =f,2(0;0)=| 4]

@ Condition suffisante du second ordre :

v On calcule I’expression :

lolo —502 =2x4-0? =

¥" On évalue son signe (et celui de ry si Iyt —502 > 0) pour en déduire la nature du point stationnaire :

h=2>0

} Donc f admet au point M,

un minimum libre
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v" On détermine la valeur prise par f en son minimum libre :
f(My) =1(0;0) =02x0+0%+2x0° =|E|

» 2" point stationnaire : | M,

-1

< Notations de Monge :

On remplace dans chaque dérivée partielle 2", x par — 2 ety par — 1 :
o =fy2 (-2;-1) =2x(-1) +2=-2+2=[ 0|

50 =fry(-2;-1) =2x(-2) =| -4

to=fyz (-2;-1)= 4

@ Condition suffisante du second ordre :

v On calcule I’expression :
rt,—s, =0x4—(—4)*=|-16

¥" On évalue son signe (et celui de ry si 1yt —502 > 0) pour en déduire la nature du point stationnaire :

: -2 : :
rt,—s,- =—16 <0 Donc f admet au point M, un point-col ou un point-selle
-1

v On ne détermine pas la valeur prise par f en un point-col ou un point-selle.

2

» 3°™ point stationnaire : M, .

< Notations de Monge :

On remplace dans chaque dérivée partielle 2", x par 2 ety par — 1 :
o =fz(2:-1)=2x(-1)+2=-2+2= 0]

50 =fry(2i-D) =2x2=[4

to=fyz (-2;-1)= 4

@ Condition suffisante du second ordre :

v On calcule I’expression :
foto —So° =0x4—4% =| —16

¥" On évalue son signe (et celui de ry si Iyt —502 > 0) pour en déduire la nature du point stationnaire :

: -2 : :
rt,—s,- =—16 <0 Donc f admet au point M, un point-col ou un point-selle
-1

v On ne détermine pas la valeur prise par f en un point-col ou un point-selle.
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I11 — Optimisation sous contrainte d’une fonction de deux variables

But : Déterminer les « extremums liés » (minimums ou maximums) d’une fonction f de deux variables x
et y telle que : z=1(x;y), les variables x et y étant dépendantes I’'une de I’autre, c’est-a-dire liées par une

contrainte que I’on écrira sous la forme : g(x;y) =0
On dispose ainsi de :

La fonction a optimiser ou fonction objectif définie par : f(x;y)
La fonction contrainte définie par : g(x;y) -

. .. a ne pas confondre
La contrainte définie par : a(x;y)=0

Le schéma suivant montre la différence entre un maximum libre (le point R situé au plus haut sur la
surface représentative de f) et un maximum lié (le point S situé au plus haut sur I’intersection de la
surface représentative de f et du plan violacé représentant ici la contrainte)

Figure 2
7 Maximum libre et maximum lié La fonction f admet un maximum
«libre » au point M :

f(X0:Y0) Le point R se déplace en toute
f(x1,y) |- liberté sur toute la surface
e représentative de f (le cone)

La fonction f admet un maximum
«lié » au point Ml :

Le point S se déplace sur la ligne
d’intersection entre le cone
représentatif de f et le plan de
contrainte

Yo ! Y1

On dispose, en pratique, de deux méthodes pour effectuer une optimisation sous contrainte :
® La méthode par substitution : c’est la méthode la plus simple et elle est applicable la plupart du temps.
La méthode du Lagrangien : c’est une méthode plus complexe, mais utilisée en Economie
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1
a)

b)
»

3.
»

®

®

La méthode par substitution
Exposé de la méthode

ere

@ 1°" étape : Exprimer dans la contrainte une variable en fonction de I’autre

= En partant de la contrainte : g(x;y) =0, on exprime une variable en fonction de I’autre (x en
fonction de y ou bien, comme ici, y en fonction de X) :
9(x;y)=0 < y=h(x)

nde

@ 2™ etape : Substituer dans la fonction objectif (& optimiser)

=» On remplace y par h(x) dans la fonction a optimiser f(x;y) : f(x;y)=f(x,h(x))=H(X).

Intérét : on passe d’une optimisation d’une fonction f & deux variables x et y a une optimisation
d’une fonction H & une seule variable x.

@ 3™ étape : Optimiser la fonction H & une variable x
Pour cela, deux techniques (Cf. CH II) :
= Calcul de la dérivée de H — Valeurs x, annulant la dérivée — Tableau de variations — Analyse

= Calcul de la dérivée de H — Valeurs x, annulant la dérivee — Calcul de la dérivée seconde — Signe
de la derivée seconde aux points X,

@ 4°™ gtape : Calculer la valeur y, correspondant aux valeurs X : Yo = h(Xo)

= On connait ainsi les couples (Xx,, Y, ) solutions du probleme pose.

Exemples

Exemple 1 Exemple important
On veut rechercher les extremums liés de la fonction f définie par : f(x,y) =xy +10y+100 sous la

contrainte : X +3y =50

Exprimer x en fonction de y dans la contrainte.
Substituer x par sa valeur en fonction de y dans f(x,y). Déterminer les extremums de la fonction H(y)
ainsi obtenue.

Conclure par rapport au probleme initial.
Solution
ere 4

1" étape : Exprimer dans la contrainte la variable x en fonction de y

La contrainte permet d’exprimer facilement x en fonction de y :

X+3y=50 < |x=50-3y=h(y)

2"* étape : Substituer dans la fonction objectif (& optimiser)

On remplace x par sa valeur en fonction de y dans la fonction a optimiser de fagon a obtenir une fonction
notée H(y) a une seule variable y :

f(X,y)=xy+10y+100 et x=50-3y = f(60-3y;y)=(50-3y)y+10y+100=H(y)

Attention : bien mettre 50 —3y entre parenthéses
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Développons alors les calculs afin de simplifier I’expression de H(y) :
H(y)=(50-3y)y+10y +100

H(y) =50y —3y? +10y +100

H(y) =| —3y* + 60y +100

L’expression précédente représente la fonction a optimiser tout en tenant compte de la contrainte.
L’objectif, dés lors, est donc de rechercher les extremums de cette fonction H qui est une fonction a une

seule variable y.

éme

@ 3™ étape : Optimiser la fonction H & une variable y (« méthode des économistes »)

@ Calcul de H'(y) :
Pouryréel: H'(y)=| -6y +60

@ Valeur annulant H '(y) :
H'(y)=0 < -6y+60=0 < 60=6y < |10

I
<

@ Calcul de H"(y) :
Pouryréel: H'(y)=| -6

@ Evaluation du signe de H"(10) et nature de I’extremum :
H"(y=10)=| -6<0

Donc la fonction H admet un maximum au point y =10 égal & :

H(10) = —3x10% + 60 x10 +100 = —3x100 + 600 + 100 = —300 + 600 +100 = | 400

@ 4™ étape : Conclusion

La fonction f telle que : f(X,y) = xy +10y +100, sous la contrainte : x +3y =50, admet un maximum

lié au point A de coordonnées : X =50-3y=50-3x10=50-30=| 20 | et y=| 10 | égal a:
f(20;10) =20%x10+10x10+100 =200+100+100=| 400 |[= H(10)]
®» Exemple 2 Maximisation de I’utilité du consommateur sous contrainte budgétaire

Un consommateur rationnel désire acheter deux biens A et B, de prix unitaires : p, =2 € et pg =1€.

Il dispose pour cela d’un budget de 40 € qu’il consacre en totalité a I’achat de ces deux biens. Sa
fonction d'utilité s’écrit : U = 2xy ou X et y représentent les quantités achetées des deux biens A et B.

Le consommateur désire maximiser son utilité U compte tenu de sa « contrainte budgétaire ».

1. Définir de fagon claire la fonction a optimiser et la contrainte.

2. Déterminer les quantités x et y qu’il cherchera a acquérir a I’aide de la méthode par substitution
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» Solution
1. Mise en forme du probleme
@ La contrainte budgétaire :
Si le consommateur achete x unités du bien A au prix unitaire p, =2 € et y unités du bien B au prix

unitaire pg =1€, sa dépense totale D vaut : D=pa XX+ pPg Xy =2xX+1xy=|2X+Yy

Sachant qu’il consacre la totalité de son budget a I’achat de ces deux biens, on a:
D=40 < |2x+y=40

@ Le probleme :
Ainsi ce consommateur veut maximiser son utilité : U =2xy sous la contrainte : 2x +y =40

2. Maximisation de I’utilité sous contrainte budgétaire par la méthode par substitution

@ 1° étape : Exprimer dans la contrainte une variable en fonction de I’autre
La contrainte permet d’exprimer facilement y en fonction de x :
2X+y=40 < |y=40-2x=h(x)

@ 2"* étape : Substituer dans la fonction objectif (& optimiser)

On remplace y par sa valeur en fonction de x dans I’utilité, de fagon a obtenir une fonction a une seule
variable x :

U(x;y)=2xyety=40-2x = U(X;h(x))=H(x)=2x(40-2x)= 80X — 4x2

3éme

® etape : Maximiser la fonction H a une variable x (« méthode des économistes »)
@ Calcul de H'(X) :
Pour x>0,ona: H'(x)=| 80-8x

@ Valeur annulant H '(x) :

X < | x=10=X,

H(X)=0 < 80-8x=0 < 80=8x < %

@ Calcul de H"(X) :

Pour x>0,ona: H"(X)=| -8

@ Evaluation du signe de H"(10) :
H"(10)=| -8<0

Donc, H admet un maximum lorsque x = x, =10€gal a:

H(10) =80x10—4x10% =800— 400 =| 400 |[= U(10; h(10))]

@ 4™ étape : Conclusion

Ainsi, le consommateur maximise son utilité U lorsque : x=| 10 | et y=h(10)=40-2x10=| 20 |,

c’est-a-dire en achetant 10 unités du bien A et 20 unités du bien B.
Son utilité maximale vaut : U(10;20) =H(10) =| 400
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b)
»

La méthode du Lagrangien

C’est une méthode plus compliquée, qui consiste, apres avoir déterminé le Lagrangien, en deux points :
Condition nécessaire du premier ordre
Condition suffisante du second ordre

Seul le premier point sera abordé ici.
Exposé de la méthode

ere

@ 1°" étape : Déterminer I’expression du Lagrangien

= Définir la fonction a optimiser ou fonction objectif, que nous noterons f(x;y)

= Ecrire la contrainte obligatoirement sous la forme : g(x;y) =0 (avec 0 dans le second membre).
Cela permet de définir la « fonction contrainte » g(x;y)

= Le Lagrangien est une fonction de trois variables : X ; y et A (« lambda »), appelé multiplicateur de
Lagrange. Il s’écrit :
L(x;y;A) =fonction a optimiser + A x fonction contrainte
Soit ici :

LOGY;A) =F(Xy) + A xg(Xy)

nde

@ 2™ étape : Recherche des points stationnaires

» Calculer les dérivées partielles premiéres du Lagrangien: L, L, et L,

=»  Appliquer la condition nécessaire du premier ordre, obtenue en annulant les dérivées partielles
premiéres du Lagrangien.

I
o O O

LIX
On résout le systéme : 1L,
LIK

éme

@ 3"™ étape : Nature des points stationnaires

= Elle consiste a appliquer la condition suffisante du second ordre. Difficile a mettre en ceuvre, elle
sera supposée Vérifiée dans tous les exercices abordés.

Etude d’un exemple

Exemple Maximisation de I’utilité du consommateur sous contrainte budgétaire

Soit la fonction d'utilité : U(X,y) =Xy +X+Y ou X et y représentent les quantités de deux biens A et
B. De plus, on donne leurs prix unitaires respectifs : p, =2€ et pg =3€.

Le consommateur désire maximiser son utilité U pour un niveau de budget donné de 31 €.

Définir le Lagrangien.

Déterminer les quantités x et y qu’il cherchera a acquérir.
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®» Solution

1. Détermination du Lagrangien

@ | 3 fonction a optimiser ou fonction objectif :

Il s’agit de I’utilité du consommateur qui mesure son niveau de satisfaction : U(X,y) =Xy +X+Yy

@ | a contrainte budgétaire :

Si le consommateur achete x unités du bien A au prix unitaire p, =2 € et y unités du bien B au prix

unitaire pg =3 €, sa dépense totale D vaut : D=pp xX+Pg Xy =2xX+3xy=

2X+3y

Sachant qu’il consacre la totalité de son budget a I’achat de ces deux biens, on a:
D=31 < |2x+3y=31

@ | a « fonction contrainte » :

Il s’agit d’écrire la contrainte budgétaire en plagant obligatoirement 0 dans le second membre. Ainsi, le

premier membre constitue la « fonction contrainte » :

2x+3y=31 < 2x+3y-31=0 = |g(x;y)=2x+3y-31

@ Le Lagrangien :
Il s’écrit :
L(x;y;A) =fonction a optimiser + A x fonction contrainte
LOGY;A) =U(X;y) +Axg(X;y)

L(X;Y;A) =Xy +X+Y+Ax(2x+3y—31)

@ 2"* étape : Recherche des points stationnaires

@ Calcul des dérivées partielles du premier ordre du Lagrangien :
On obtient successivement :

L, =) y+1+0+Ax[2(1))+0-0] < |L,=y+1+2x

L, =x(@)+0+1+Ax[0+3(1)-0] < |L,=x+1+3%

L, =0+0+0+(1)x(2x+3y—-31) < |L,=2x+3y-31

@ Condition nécessaire du premier ordre :

Elle consiste a annuler simultanément les dérivées partielles du premier ordre du Lagrangien :

L, =0 y+1+24=0 (1)
L,=0 < {x+1+31=0 (2 L’équation (3) n’est autre que la contrainte
L, =0 2x+3y-31=0 (3)

Il existe plusieurs facons de résoudre ce systeme. Toutefois, les économistes adoptent une technique

« standard » qui sera utilisée ici.
» A partir des équations (1) et (2), on exprime A

i

y+1+21=0 (1) 2h=-y-1 )
= =

X+1+3A=0 (2) 3r=-x-1 k_—x—l

3
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» On égale les valeurs de A afin d’obtenir une relation entre x et y

A=A —y2—1 = —x3—1 On fait le « produit en croix »

A=k & 3(-y-D)=2(-x-1) On développe

A=A < -3y-3=-2x-2 On multiplie les deux membres par (- 1)
A=A & 3y+3=2Xx+2 On isole le terme en x, par exemple
A=A & 3y+3-2=2Xx

A=A & 3y+1=2x D’ou la relation entre x et y

h=h o 3y2+1=x

» On intégre dans I’équation (3) la relation obtenue

2x+3y-31=0 (3) 2[3y2+1j+3y—31=0

2x+3y-31=0 (3) < 3y+1+3y-31=0

2x+3y-31=0 (3) < 6y-30=0

2x+3y-31=0 (3) <« y:?’_;

2x+3y-31=0 (3) <& |y=5b

» On calcule x (et éventuellement ) pour terminer

:3y+1 X:3><5+1 X:E o [x—s8
2

Nt U Wt I i DU I
2 2 2

éme

@ 3"™ étape : Nature des points stationnaires — Conclusion

On suppose la condition du second ordre satisfaite : il s’agit d’un maximum lié. On peut donc affirmer
que ce consommateur, compte tenu de sa contrainte budgétaire, achétera x = 8 unités du bien Aety=5
unités du bien B pour maximiser son utilité qui vaut, dans ce cas :

U(8:5) =8x5+8+5=] 53
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