
Corrigé TD 1tu
soit E = { 112,3} .

Calculer PCE )-

But.ly?qtouslessous-ensemb
Rappel : Si E est un ensemble a n
-

éléments alors PCE) possède 2Néléments



'*l9%%%%¥"Ï
On retrouve bien que

le cardinal de

PCE) est 8=23 -
le nombre
d' éléments
-

Exercice



Soient E- et F deux ensembles .

1) Montrer que PLENF) = PLEIN ff-1
-
ensemble ensemble

Pour montrer une égalité entre ensemble
,

on montrer que TOUT éléments du premier
ensemble est inclu dans et inversement :

• Vx EA : x EB
A- = B ⇐ {

. yxçp : x EA



* Soit XE BIEN F) Alors XC En F

donc X CE ¥ X C F

donc XEPÊ ) et XEPF)
t

donc X E PLE) M PF ) - Ainsi.MEntfc.PH?nPf
# A E P (E) ⇒ A est un sous ensemble

de E

⇐y A CE-



• Montrons que PLEIN PCF) C PIAF)
soit XE PLEIN PIF) .

Alors XE PCE) et XE PCF)
donc X C E et XCF

donc XC En F , donc X E 8¥ n F)
On a montré que ÆtnPF)cPÊn
On aurait pu raisonner par

"
équivalence

"
:



X C- PÊMF) ⇒ X C EMF

⇒ XC E et X c F

⇐ X C- PCE ) et X E Pff)

2) Montrer que t' (E) U Pff) C PÊU F)

Soit × c- PCE ) v PCF ) .



Alors X E P (E ) ou X C- PCF)

donc X C E ou X c f

donc × C E U F donc XE PEUF)

mm:Êî¥ix
3) Montrons que en général a

PLEUF) ¢ J'(E) UP (f)



Posons : E = {1 } alors EUF
Il{ F = { 2 , 34 {titis)

alors PCE ) = { 0 , { ils }
Pfft = { d. H , {Y , { 433 }
PIEU F) = { ¢ , { ' I , 124 , { 34 , 92,34 ,¥.io#u:iiii::::i:i::l,



Mais { 12f C- PLEUF) et {124 # PLEIUPFFI
ce qui veut dire que tous les éléments

de PCEUF) ne sont pas inclus dans

PLEIU PCF) :

P(EvF)¢ÆluP(
-

Exercice n°2
-



On définit sur IR la relation :

¥ER , Eye IR : (xRg ) ⇐ à - j' = x - y
1) Montrer que R est une relation
d' équivalence

Rappel : R est une relation d'équivalence sur
un ensemble X si :

| ! ¥ ¥ :

" xriiE-I.sn?YEInEnie,



3) Vxiyiz EX ,| (xRy et gaz ) ⇒ (x Rz) (Transitif)
-

• Réflexivité : Soit x E R .

Il faut prouver que xRx c'est-à-dire

que : al - à = se - x

ce qui est mai ! ! : ! III.à a . "

donc XRX



•Symétrie : soient x , y EIR
.

Il faut prouver que x Ry ⇒ y Rae

Par définition : xD y ⇐
à - y
'
= a - y{ y Rx ⇒ y

?
_ à = y - x

Ou : à -

y
?
= x - y ⇒ y

?
_ à = y - a

donc x Ry ⇐ y Rx

• Transitivité i Soient x. y , z E R .



Supposons que xRy et y Rz
Alors si - y

'
= x - y et y

?
_ j' = y - z

Donc ,
en sommant les deux égalités :

à - si = x - z .

donc XR,
2) Déterminer l' ensemble quotient :

RIP



Rappel : Soit X un ensemble et R une

relation d' équivalence .

Soit x c- X . Alors

• cl (x) : = { y EX , xD y}
• % : = { cl (x) , x EX }

Par exemple , si × = { 1,2 , 35 alors| Xp = { dit , et ,
et f )



Pour déterminer Rjr ,
on fixe XEIR

et on détermine ckx) -

Soit x C- IR .

But : déterminer clcx) = { YEIR , xRg )
c'est-à-dire déterminer tous les y C- IR

tq : x Ry
Il faut donc résoudre l' équation
d'inconnue YEIR :

al - y
?
= x - y .



"

Rappel
"
: tn C- INI tt x. y ER :

|û-yn=4Ëjk
Preux . • Si on = y : OK

• Si x # y ,

÷÷=ï¥iË"



Rappel : tn EINÎ tqt IRI {13 :

ai = :-#
Donc : :f =p ï Ë. .

h

( Î"Ë¥y
= Ëixî"?

On a donc : à - y
'
= (x- y) (à+ xy c- y

'

)
= x - y



Ici
, y = x est solution . On cherche

donc les YEIR avec y # x qui sont

solutions .

On a : (x - g) ( n' exy + y
') = a- y .

En divisant
par x

-

y ( x # g) on a :

à + age y
'

= y

⇐ 1g
'
+ x y + à -1 = 0



Ll = - 3 à + 4

Le signe de L' dépend donc de x.

t
• tas : si x =

-¥
alors à = 0 donc une unique
solution : y. =

-¥ = -E



donc y . =
-

¥ = ¥
• Êtes .

. Si x = ¥ alors une

\

unique solution y . =
-¥

eme

• 3cal : si x E J - 2g , ¥ [ alors

470 donc deux solutions :

-

y , =
- t - tu = - x - V - zàeh| = T



( y , = -htt = - n + VSECT
-

Za Z

• hàias : six C- J - x , -¥ [ UJ ¥ itxt

alors L' LO donc pas de solutions !

Donc t.IR/ = . ..

R



Corrigé TD 1 (suite )

Exercices soit m EN

Amy E Z : ( xRy) ⇒ m divise (n - y)

Rappel : Soient a et le e e .

f- a divise b , notée aÊ %" ?"



|

7kt Z
,
b = axk-

1) •Réflexivité : Soit xtz .
Il faut

montrer que xRx c'est_ à - dire que
n I n - n .

x - n = 0 = kx 0 avec k -- O E Z

( Donc 7kf12 , n - n = nxk )



•Symétrie : soit x. y c- 12 tel que

NRY . Montrons que ytn .

Puisque xRy alors 7kf21 :

a- y = n -k

Donc en posant d' ÷ - k E 2

on a : y - n = n.br
'

Donc y Ra .



• Transitivité : Soient x. y , y E Z

tels que xRg et y Rz .
Montrons

que xRz .
Il existe µ, .kz) C- à

tel que :

x. y = nxkr{ y - z = nxkz

En sommant et en posant k : = h, + ha
-

on obtient : a- z = nxk ez



Donc xRz .

2)
sur X

Rappel : soit R une relation d' équivalence -

t

• On dit R est compatible avec la somme si

V-xiycz.EE X :

xD y{ zre. ⇒ (xtz ) Rhett



et compatible par produit si t'ai y , z , TEX :

se Ry{ zap ⇒ lxxzlrigxt )

2) • Supposons que nlx - y et n Iz - t .

Montrons que : m ) (xtz ) - ( yet) .

On sait qu' il existe (h-r.kz ) C- à tg
x - y = n - K

,{
z - t -_ n.kz



Donc :

(xezf - ( yet ) = (x - y ) + (z - t )
= m . k

,
t n.kz

= n k
i

on pose k- krtk, C- Z

• Montrons que : m / xz - y t .



Indication : Exprimer (x - g) Lz - t )
-

en fonction de xz - yt-

ËTÎÏT = . . - = nxl -
÷! )

= nkntytnk.tt

(x - g) ( z - t ) =xz-xt-yz-yt~EE-fxz-ytJI-2yt.at- yz= mkp



Ou ,

2yt-xt-yz-fyt.at/+(yt-yz)--t(y-n)-iy(t-z)
= - tn - bas - nykz

Donc : xz - yt = m'krk, + tnk, t nykz
= m ( nknkz -t tkt ykz )
-

: = k



3) Déterminer l' ensemble quotient Type .

Soit XEZ
.
But : déterminer clcn) -

elle) : = { y EZ ,
xD y }

soit y E clou . Alors xD y donc

n ( x - y donc 7kf12 : x - y = nk

donc y = x
- nk



Ainsi :

cl (x) = { y EZ : 7kt Z : y = nk + a}

en effet :

{ y c- Z , 7h c- Z : y = nh+a) = { y C- 2 , 7k
'

C- Z
,

✓ / y =
-nk

'

+ a }
A -

B



i:÷::÷::::
par n vaut x

Rappel : La division euclidienne de a par
le veut dire : 7 ( q , r ) E ÈXZ

a = bq t rtq :

{ en Lb



%n = { { yt K , 7kt 2 : y = nhex},
ne Z }

= { { nktx ,
kf2} , ne 2f

Exercice



1) tt (aille 2×2*1 Yo , d) E 2x :

(a.b) Rfid ) ⇒ ad = bc

•Réflexivité : (a.b) Rlaih) car alr
;
la

*

carte# test
commutatif .

•Symétries Supposons que @b) Rlcid )



alors ad = bc .

donc cb = da donc @ d) Rfa ,b)

•Transitivité : Supposons que :

(a.b) R ( c. d) ad -

{ da ) R (e. f) 'àd :{ agi !
Montrons que :(a , b)Rff ) càd : af = be



afd =p bof q
bde donc en divisant

ad -_ bc cf -_ de

par d # 0 , on a : af = be

(ou alors : af-I.ee
.

ftp.aebe )
2)



Y : 2×2%2 → Q

x e- ?

Si ne 2×2%2 alors 3- (aille ZXTÉ :

x = ella , b)

( car 2×4,2 = fallut ,
ne 2×2*4 )



| = { dlaib) , la , b) c- exe})
On pose l ( x) : = % .

Rappel : Soient A et B deux ensembles

et f : A → B une application . on

dit que f est bien définie si :ÙaHA:(a=b)⇒(fd=f



¥ : montrer que :

tt xiy C- 2×2*4 :|(x=ya=ecy,
Fixons x et y dans 2×2*1,2 tel que
a-
-

y . Montrons que 1fr) = ll y )
.



Comme ne 2×2%2 alors 3- la ,b) C- ex

tel que n = il @ il)

De même
, y c- 2×2*4 alors 7K, d)EZXÈ

tel que ± y = elle , d)

Rappel . Soit X un ensemble et R une relation

| d' équivalence sur X . Alors
,
tu

, v EX :



u Rv ⇐ clay = UN-
Puisque x = y alors dla , b) =D@d)

donc d'après le Rappel : Ca , b) R (c. d)

c'est_ à - dire que : ad = bc

④ % = f- .
Ainsi

Îconb #O
d# 0



il (x) = l ( ckaib) ) : = Ip = £
=L ( elle , d) )

= : Y (g)
On a montré que Haig E Ex 2% :

(x -- y) ⇒ la = l' y )



Rappel : soient X. Y deux ensembles et

f :X → Y ,
on dit que :

① f est injective si : tt x , n' C- X :

(f ( x ) = f44) ⇒ a = x
'

② f surjective si : tt y C- Y , 3- x EX tel

que : y = f41
③ f est bijective si elle est injective ET



surjective .

•¥j.

Soient x. y E 2×2%2 tels que :

il = l' y ) .

Montrons que a = y .

Puisque see ex 4g alors Hack) C- EXE



tel que a = dla,h) . De même
, Jkd)

C- zxzt

tel que y
= d @ id) .

On sait que le) = lcy )
- -
a- E

b d

Donc a. d = b. c donc Ca , b) Rfid )

donc dla , b) = elle,d) donc x = y .



( ^^ ⇒Î NE VEUT PAS DIRE DONC)
• Soit y EQ

. Alors 7- Ca, b) C- Zxè

tel que : y = % .

Rappel : Q : = { I , ac-Z.be f .



BI : Trouver x C- 2×2*1,2 tel que

l (x) = £-
Posons x : = dla , b)

Alors 4 (x ) = l ( cl 1) = Ip = y
on a montré que

:

Hy EQ ,
7 x E Zx Egg tel que y=Y(x)



Ainsi : il est sujette
• il est injective et surjective donc

elle est bizertin !



Corrigé TD 1 (suite )

Exercice n°5
-

.

1) . Réflexivité : soit Ca , b) E R . Montrons
-

que la , b) R la , b)

Par définition , la , b) R la , b) veut dire que :

(a- a ,
b- b) C- à ce qui est vrai ! car

- -

= o - O
O E Z .

et OEZ



• Symétrie : Soit (a.b) ER
'
et d.d) C-À

telles que (a.b) Reid) . Montrons

que : (e. d) R @b) .

Comme (a. b) Rfid) alors (a- ci b- d) Ez
'

donc c- a = - ( a- c) E Z

la
- e-

- Ë:c . l'ÊÜÎ.
donc (e - a , d- b) E E donc did ) Rfaib)



• Transitivité : soient ca.bz, ce,d)apteà

la,b) Et le.d)⇒ ( a-e , b-d)EN
1erd) du Cerf ) ( e -e , d-f)EN
Montrons que ( a-e. , b-fleur
Orca -elle -ell b -d) , Cd - f) f22
Par Somme dans 22 on a :

EEE ⇐ qaàep tuerez#

Finalement A estime relate d'équivalence .



2) Soient la,b) , ( c.d) , ( e. f) . ( g. h ) E R
'
tels

que :

(a.b) Rfid){E. f) Rlgih )
Montrons que fateibif) Rfctgidxh) , c'est

_ à - dire

que : (ate - c- g , be f- d- h ) E Z
'



On a :

a + e - c- g = ( a - c) + (e - g) E Z

÷ et

bref - d- h = (b- d) + (f- h ) E Z
EE et

donc (ate - c- g , be f- d- h ) E 22
donc (ate ,

le + f) R ( etg ,
deh ) .

donc R est compatible avec la somme .



3) Montrons que l' application :

f :
"%- pa

dll)→ ( èiàa , èiîe)

est bijective .

•

Montrousquefest-lindfinie.Jc.es- à - dire que si x. y E RJR tels



¥ a = y ,
alors f = fly) .

Soient my E Ryan tg n= y -

Alors : 7- Ca ,b) E R
'

: x = dla , b){ 7f , d) EIR
'

: y = Mad)

RgdlRapÛ:upv⇒dè=d



Comme x -

- y alors dla.li/--d(c. d)
donc (a. b) R (e id ) c'est - à - dire que :

(a - ci b- d) E TE
. Montrons que :

fey = fly,
= ( ë #éi"

,
eaïa ,

Il suffit donc de montrer que :

zina
zinc ziub 2inde

= e et e = e



ou encore :

2in (a - c) Little - d)

e = 1 et e = 1

Rappel : the Z : èitih = 1 .

Prue :

Définition : Si OEIR alors :

T ëo ÷ cas (o ) + n'sino{ p.mn#-iesigen,npgz gars ,

| - le
" )



Soit ke 2 , on a :

| ëh :p;Ï;l÷÷+÷Î
-

Comme a- cet b- d sont des entiers
2in la - c) 2iT(b- d)

alors : e =
1 et e = 1

donc : Ë"? Ë" et éittb = {
ira

donc : ( ËIË) = ( e
""

,
éi" )



dou fa = fly)
e.Montîousquefestinjutiresoieut

xiy t IRY» tels que fcntfy)
Montrons que : n = y .

Il existe (a.b) E R
'

et (c. d) E R
'
tels

que : n = d@ b){
y = dladl



Il suffit de montrer que :(a. b) Rfid )
c'est - à - dire que a- c E Z et b- d Ee .

On sait que f4) = fly) . Donc :

zina Line Little zihd

e = e et e = e

2in (a- c) zinlb - d)
càd : e = 1 et e = 1

Raf: Soit kf112 tel ëtth
= 1 :

|CZ .



Prue Soit RER tel que èitk = y

dors Ë " = Ï .

On on sait que ,| ÷:":" : ÷:: :
"

! :*: - aux
àm que : ke Z



Donc : a- c E Z et b- d E 2 .

• Montrousquefestsurjutive.si
-

y E T
'

. Montrons qu' il existe

Mr tel que y = feu .

Puisque je T
'

alors 7 ( ziw ) C-
là

,

y = (z , w ) et lzl = lwl = 1



Rappel . Si zee tel que Izl = 1

↳R , z = éito

D'après le rappel ,
il existe a ER et

Lita

be IR telles que : { [ [ Êtes
Posons a.= dfaib) E RYR



alors on a :

J = (z.ru/=(iiia,eitit1--:f(dlaibl/-- f41
Donc x est bien un antécédent de y par
la fomliôn f-

Ex6 : À faire à la maison -



Exercèrent

1) . Refesùvité : Ok !

• Symétrie : OK !

• Transitivité : OK !

2) soit Tt :

E→ Etr
x 1- d @)



Montrer qu' il existe une unique application

f- : Ela → F

tel que : f = f- o T .



Corrigé TD1 tu
Suiteexu7 .

2) Montrons qu' il existe f- : Elm → F

| f-- j . #
Posons :

f- ,

EIR → F

dans f4)



•Montronsquefesf.

Soient ni v E Ela tels que u = v

Montrons que f- (a) = f- X ) -

Il existe x. y E E tels que :

u : cl @ 1

{
~ - dlyl

RIiy⇐dy t.LI



On sait que u = v ,
donc xRy

donc f41 = fly ) donc f- lui = f- a
- -

f-H f- ldlyl )
= f- eh = f- e)

DonctapplicahonfesthendéfuiieoMontomquef=fot



Rappel : pour montrer deux fonctions sont

égales ,
il faut montrer qu' elles

sont égales en tout point :

tx : feat = gcx)

Soit x C- E . Montrons que : f4) = f- 0F44 .

On a :

jouet = f- ( an ) = f- (da) = fer,



• Montrons que f- est l'unique application
telle que : f = f- 0F .

Pour cela
, supposons qu' il existe

g- : Esp → F telle que f = g- OT

Montrons que : if = g-
Soit ut Ela .

Montrons que f- Eut _- JIN .

Il existe x EE tel que a-- cl @/ .



On a donc :

f- (a) = f- ( da) =p f- (
re ) = f-orh

Tkt =D@)

= g- ottlx) = g- ( n'd) = g- (deu)
î

f-or _- f = ajout = g- (a)

Ainà,festuniq



↳• Soient f. g. en trois applications
telles que : go f = ho f
alors si fete on a

ÏË } • soient g. g
!
l'

trois applications
* telles que : fog = foh

alors si f est injective on a

-

g=h-



• Montrons que j est injective .

-

-

Soient u.ve Epa telles que f4 - ff4
Montrons que u = v -

7 x. y E
E : u -

-
il (a) ,

v = dy , .

Puisque f- Cut = f- (a) alors f- ( da )
-

=

flan )



donc f41 = fly) donc aRy
donc elle) = d(y) donc u = v -

Exercices

1) Montrer que P = (Un = [monté)
ne 22

est une partition de R .



Rappel . On dit qu' une famille (Ei ),
est une partition d'un ensemble X

Isi : :::::÷: :* :c::Ei n Ej = 0

-



• Montrons que Vexer , 7- ne 22 tel que
n Ex Cmt 2

§ : 22 = { 2k ,
he Z}

Cela est équivalent à montrer que :

VXEIR , J-k.CZ tel que : 2kfr44-12



Rappel : soit y c- R .
La partie entière

de y , notée Ely) au lys ,

est entier vérifiant l'inégalité :| Ely) E y 4 E- (g) t 1
-

Soit x E R . Posons h : = E (E) .

Alors E (E) t ¥ LE (E) + 1
- -

= te = k



c'est - à - dire :

k t ¥ 4 kt 1

Donc : 2h E n L 2kt 2

Ainsi , Ant R ,
7kf Z : x C- [2k , 2het

donc ta C- IR
,
7Mf22 : x E Un .

-

• Soit n , me 22 tels que ntm



Montrons que Un n Um = $

Rappel : Pour montrer qu' un ensemble E

est vide
, on raisonne par l' absurdeT.no:÷:÷:::montre

-

supposons par l' absurde qu'il existe
x C- Un n Um .



Alors x t Un et se E Um

Donc n En L n+1 et m En Lm +2

Puisque n et m sont dans 22 alors

zlh.li ) C- à :

{ A-
2h

,

etk
m
-

_ 2k t

a. une :L : ÷:c:|



c'est _ à - dire que : ht ¥ L k +1

h " E Zz L d' + 1:÷:m::
donc k = k

' ABSORBÉ
2) Soient x et y C- R -



x Ry ⇐ 3- ne 22 : x E Un

y C- Un

3) • Montrer que : d# = d(¥)
f R ¥ car f et ¥ sont

dans Uo .

donc il # = d¥ )



④ Remplaça ¥ par ¥0

• Montrons que cl (E) # d(¥)
On a ¥ EU, et 4¥ c- Un

et Ur n Un = ¢ donc Iz n'est pas
en relation avec ¥0 donc :

d ⇐ k¥1



4) Il faut trouver x. y , z et TER

tels que : XR ym→µzqRntµµaµ⇐a
y + t

.

¥ R ¥ et 2 R 21
10



mais f+2 = § n'est pas

en relation avec 4¥ = ¥ + 2¥



Corrigé TD2

Sur Q
,
on définit une loi * :

Hail E Q : a # b : = Et
2

Est - elle associative ?

Rappel soit E un ensemble et * une loi de

| composition interne ( càd ta ,b C- E : axbEE )



On dit que * est associative si taiko EE :| (axbtxc = axe # c)
-

Soient a. bi c E Q
,

• (axb ) * c = fatale) * c =

2

= at b c- de

T

• a # Chic ) = a# (¥) =
at ¥
#

=

La + bec
-



Donc

sip
a= 1 on obtient : Lax b)* c = ¥
b-- O

axé *c) = fc = 0

Donc l' égalité laxbtxc = a* (bac ) est fausse
en général . La loi n'est pas associative .

Exercice 11
-

Vncy ER :

sexy = ny + là- 1) ( y
'
- r )



• Commutativité .
Soient x. y EIR

.

sexy = xy + là - 1Kf - Il
= g. a + (y

'
- 1) là - r )

= yxn
donc * est commutative .

• Nonassoàativitéiz But : trouver trois réels

xiyiz tq : le * g) * z # srx tg * z ) -



Posons a = - 1 , y = 0
, z = 0 .

Alors
. (x * y ) * z = Oxz = 1

. n * (y * z ) = - 1

Donc la loi * est non associative .

•

lestlemeutrepanxtipapqd.
Soit E un ensemble et * un loi de



composition interne . On dit que e est

un élément neutre pour * si :| ta E E : axe = e. * a = a

-

Soit x E R . Alors :

x * 1 = x. 1 t ( x'- 1) (12-1) = se{ 1 * x = x

Donc 1 est un élément neutre .



Exercice Ancy C- Rt :

-

x * y = tney'

• ile : Soient x. y EN + .

xx y
= VAT = pyÆ = y * x

donc * est commutative -

• Associativité soient ni y , z E Re .



(x * g)*z= ( xetyrt)# z
= cxztyT5tz- =xHy2tzx
*Cytxz) = x* Cyetzrt)

=xetcyztz-JX-xetytzalorscxxykz-x.tnCyr 3)

Rappel . Soit x E R s

.

Alors paf = Int
-



•
.

Soit ne 1Re . Alors x # 0 = Vn = n

+
car KYO

-

et 0 # x = f04 à = x
î

KYO

done o est un élément neutre pour * .

• Mq aucun élément de Joan [ n'a de symétrie-



Raisonnons par l' absurde . Supposons qu' il
existe x ) O
- possédant un inverse .

C'est-à-dire qu' il existe y E 1Re tel que

J * a = 0

{ se * y = 0 ( cette égalité est inutile

car sexy = y * x )

Puisque y * a = 0 alors Vy4Î = a
donc j'+ n' = 0 donc y

'
= n' = o



En particulier ,
n' -0 donc a = 0

ABSURDE ! (car n > o )
Exercices .

Va , b E Q :

axb = a + b + a. b

Montrer que lattis , # ) est un groupe .



Rappel On dit que (G , x ) est un groupe si :

① Loidecompositioninteme-i.V-a.be G alors

axb C- G

② Associativité tt aile , c E G :

@* b) * c = ax #c)| "÷ü:: ":c: ÷:*:÷ : :*:
④ Symétrie . Pour tout a C- G

,
il existe b E G :

a * b = e = b* a



Si de plus ,
G vérifie : fa , b E G :

a* b = bxa

Alors on dit que (G. x ) est un groupe(
commutatif



•
Loi de composition interne .

-

Soient aile EQITH

alors 7ns , ne E TL
, J y, , y ,

E IN
*

:

a = Y

yp{ a- ÷
et n

,
# - y , ; n , # - yz (can at - 1

h # -
il

a# le = at b e ab

= ÷ + ¥ + mac
Yaya



= niYzxmyE Z
EIN *

C- Q

Vérifions que axb t - 1

Résolvons par l'absurde :
Supposons que ce# le = - 1 .

Donc xp yztxzy , taisez =
-

y, Je.

Donc a
, ya trey, ta, Katy, y, =0.

Donc ses Gerety» t y , Ca, tyz) =0



On a oeztrgz# 0 car oez # -yz .

D'où x.cxztydtgrcx.ly#=0
.

( xzfye)
Ainsi x. tg , =0 ABSURDE casse

.#y . .

Donc atlr # -1 et ainsi cette f-1} -
Donc # est une loi interne .

• Associativité soient a. b. c E ④ ' f- 1f .

fax b) * c = @ btablxc



= atb
+ a. le + c + (atb table

= at b + a. le + c t ac t bc t abc

= atb + c tab the tac + abc

ax (bac ) = a # ( b + c + b-c)

= at lit c t b.c + a. ( bec + b.c)

= at be c + bc t ah + ac + abc

Donc la * b) * c = a* (b # c)



• NE - Trouvons et ON {-14 tel que

V-ac-Qlf.tl : axe = a = exa

Soit a C- QI f- 1) tq axe = a

alors alt et e- a = ¢

donc e ( 1 t a) = 0

d④ e = 0

car a # - 1



De même , on montre que 0 * a = a

• Symétrie .
Soit a E Qlq-1 } . Trouvons neutre

-

pour *

be 1f11 tel que : a*b= 0

Si b existe ,
alors : [ * a = Op

neutre
axb = 0 pour *

donc : at b + a. le = 0

donc b tab = - a donc b ( tt a) = - a



④ le =a
car a # - 1

Réciproquement ,
est bien un

1 ta

inverse de ce car :

a * (Ifa ) = - - - = 0

- a¥) * a =
. . .

= 0

Il reste à vérifier que f- - 1
1 ta



Supposons par l' absurde que : = - 1

1 ta

alors _ a = - ( Ata ) donc 0 = - 1

ABSURDE ! done # - 1
1- a

Ainsi
,
ta E Qlq-1f , il existe un

inverse pour a qui est à EQI f-11
1 ta



Exercices

•
.

Soient a. y c- J - 1Mf . Montrons que :

nt y E J - 1,1 [

•
xty ( p
story



nty L1
-

-

A xty L Any
any I

can Any 70

⇒ nty - t - xy 40

⇐ y ( Fn) C 1-4

⇒ y 41
l'

1-n 70

• De même
, on montre que Kacy ET-1,1f :



xty ) - 1 -

story



Corrigé TD2tu
Exercice n°18

tu que tout sous groupe de @ it ) est
de la forme n. Z avec n E N .

Il y a deux choses à montrer :

① Si G est un sous groupe de (Z , t )

alors il existe n EIN tel que G = n.TL



② Si on EN alors m2 est un sous

groupe de Z

① soit G un sous - groupe de @ it ) .

•
Si G = { 0} alors en posant n = OEIN

et on

,

a : G = m. Z

• Si G # {o} alors JGEG tel que g # 0un
C- Z

et son inverse - g est aussi dans G.



quitte à remplacer g par - g , on

peut supposer que g 70 - Posons :

m : = min { MEG , m ) of EG
n existe bien car l' ensemble { MEG , m 704
est mon vide ( contient g) et minoré ( par d-

Rappel : • Toute partie non vide et minorée de 1N admet

un plus petit élément



/

• Toute partie non vide et majorée de 1N admet

un plus grand élément

] Montrons que m. Z C G .

Soit x E n Z . Alors 7kt Z : x = mk

Donc : EG EG

x = n' + . . . + n' E G
- pk - fois

car G est

un sous - groupe
de f2 , t )



C Montrons que
G C n Z

Soit x C- G . Montrons qu' il existe q C- Z

tel que : x = nq

Effectuons la division euclidienne de u par

n : 74in) E Z
' tel que :

x = m - q + r

À SAVOIR { 0 fr L m

Par définition de m , le seul entier dans G



et plus petit que n est 0 .

•
r = se - nq EG

Ici : ( YÉYÉ
E G

• r ( m

Donc r = 0 . Donc x = n - q
u
EZ

D'où se C- n Z



② Soit n EIN . Montrons que NZ est un

sous - groupe de ¢ it)
Exercice n°21 .

A-- f. Il , B-- ( : ;)
Rappel : • Soit n EN

*
.

GLLMIR) = {ME Mn ,
M inversible } .



• Soient (G , . ) un groupe et g C- G .

On dit que G est d' ordre fini
si il existe ne tel que gn=e
avec e le neutre de G.

Rappel . (GL (nik) , x ) est un groupe

Le meutre est In



Pour monter que A et B sont d'ordres

finis il faut trouer n-CINt.me/N*

tq " An = Iz{ Bm = Iz
•
A:( Il :?) -- f. il -- ±
donc n = 2 convient ! Donc A- est d'ordre



fini .
•
ni -- 4:11 ! ! ) -

- f. il -- E
donc m= 2 Convient ! Donc B est d'ordre

fini .

Pour montrer que A. B est d'ordre infini
il faut montrer que tu C- IN

*
:

LA - B)
m

t Iz '



On a "

* B = ( ! ! )
Montrons par récurrence que tu

EMF :

Ptn) :
'
ft - B)
"

=/? ;)
"

• Initialisation Pour n --1 on a :

(ABÎ = ( ! ! ) donc Pdt vraie



• Hérédité . Supposons que Ptn) est vraie

pour un certain n 72 . On a :

(AB)
" '

= (A- B) - (AB )
"

est t.it - ¢ :)
=L: :)

Done Plntn) vraie !



-

Ainsi :

V-nc.IN
"

: (AB)
"

= î ) # (! 9) = I,
donc AB est d' ordre infini .

Rappel soit ntm
"
et AB deux matrices dans

Mn (R ) tq A - B = B. A . Alors :

A- + BY = Étêta? Bah



Exercice n°22 . Soit G groupe abélien et

a. BEG d' ordres finis - soit { %!%%,
aux rets premiers entre eux .

Montrons que ordre (a - b) = rxs

Rappel . Soit (Gi . ) un groupe et g EG .

L' ordre de g ,
notée ordre (g) , est

l' entier définit par :



ordre (g) = min { ne N* : gn = 14
[
g. g. - - i.g

où 1 désigne le neutre de G

Il faut montrer 2 choses :

① (ab )
"

= e

② Montrer que ns est le plus
petit entier tq : (a.b)

"

= e



Définition .

Un groupe (G , x ) est dit
abélien au commutatif si Vail EG :

a # b = le # a

En particulier : (a* b)
m

= an * bm

(ah
"

- a

"

- t
"

= (art - dit
Ou comme r = ordre (a) alors Û = e

et de même : b
"

= e



Donc :

Lab
"

=
es .
et

= e. e = e

② soit ke G tel que labfh # e
Montrons que rs E k

.

D'après *) , on a :
ah

= b-
h

Rappel : 1) soit G un groupe fini d'ordre
ne 1N * . Alors tg E G :

gm = e



2) Soit a E G
,
le sous groupe

engendré par or , noté La 7 est :

(a) : = { am ,
me Z )

et le cardinal de ce groupe est ordre

b-
h
s'écrit ah donc b-

h
E La ) et donc

d' après 1) µ
-ht = e càd : b-Le

donc bkr
. On montre de la même manière
ks

que a = e



bkr = eDonc " { alrs = e

Ainsi ,
s : = ordre (b) divise kr

{
r :-. ordre (a) divise les

Rappel ( lemme de Gauss )
Soient a.b. c E Z .

Si a divise b- c

et a premier mec c alors a divise le



D' après le Lemme de Gauss
, comme r

et s sont premiers entre eux
, on a :

s divise le{
r divise le

Rappel : soient a.b. c E Z .

Si
. a divise c Alors :

- le divise c { g. b divise{
. aetb premier ente eux



Donc r- s divise k

En particulier : r - s k k !



Corrigé TD2tu
Exercice n°22 ( suite )

2) Montrons que Ca ,
le 7 = La - le >

Rappel - Soient Aet B deux ensembles .

Si AEB et Card A) = Card @ /
alors A = B



• La , b) : = { an . bm
, nmt % }

• Lab) : = { (a- b)
P
, p E 2f

= { àb , peep
î

Galérien

Donc : ( ab ) E La , b)



Rappel . . Soit G un groupe et
g E

G .

Notons (g) le sous - groupe engendré

par g
. Alors

Card (Lg) ) = ordre (g)
• L' ordre d' un groupe est son cardinal

ordre (G) : = Card (G)



on sait que :

Card (Lab ) ) = rs
Il suffit donc de prouver que :

Card ( Ca ,b) ) = rs

On a :



< aies qfan.im . Il
r :-. ordre (a)
s : = ordre (b)

Soit NE La , b) . Alors 7mm E Z :

x = Û - bm
. Montrons que : Dtn fr - t{ o.cm es - t



La division euclidienne de m par r donne :

JQEZ ,
R E Z : m = r - q t R>

{oe
⇐ O ER fr-1

donc : Û = à" "
=
Ü9

.

ah

= (art . ah = 1? ah
R

= a



De même
,
ZR

"

E Ito ,
s - 13 :

R
'

bm = b

Donc : x = aR.br
"

O E R E r- 1
avec

o EN Es - 1

donc ne { â.li . :{ û 4

D'où : caen = fût , Il
-
ris éléments



Finalement : La
, b) = < a-b)

Exercice n°24
f : (Kitt → (Ei # )

x ~, e
"
- è" .

êtê

Mq f est un isomorphisme de groupe -

Rappel . . siuent (G. * ) et ¢ , a) deux

groupe . on dit que :



f :(Gri # ) → ( Ga , e )
est un morphisme de groupe si :

Amy E Gr : f (x * y) = fou a fly )
• On dit que f :(Gri # ) → (Gaia )
est un isomorphisme de groupe si :

f est morphisme de groupe bijectif



• Le noyau de f ,
notée Kery ) ,

est le sous - groupe de Gr :

Ken (f) = { " EG , f4) = Ça }

• Soit f un morphisme de groupe entre

Gr et Gz .
Alors :

f injective ⇒ Kaff) -_ { ç
.
}



• Mq ttniy E IR :

flxeyl = fort * fly)

Soient x. y E R .

fini * f41 = batte =

ÎÏ + :{ :}
1 + fini f41 1 + ÷: - ÷!



= ( êènkèxèt ) + ( et_ èbkêxè
"

)
on multiplie
) le" + ènllètèt ) + (e" - êtes - éd )

en haut et en

bas
par :(êténkétét)

xty - lnty )
= - - - =

ça,
-

+
ee.my , = ffnty )

• Mq : f est bijutive



• f est injutie .

En effet ,
il faut et il

suffit de monter que Kaff ) = {§
(ici ,
l' élément neutre de (Rt ) est 0 donc

er = 0 ) . Puisque le neutre de E

est 0 alors il faut montrer que :

f41 = 0 ⇒ a = 0 .



On a :

f41 -- o ⇒ e

"
- è
"

= o

en + en

⇒ ê - è " = o ⇒ été"

⇒ x = - n ⇒ 2n = 0

⇒ se = 0

• f est surjective . En effet ,
soit



yez-1.tt .

Le but est de montrer

espace d'arrivé

qu' il existe x ER tel que y = f4)
Raisonnons par Analyse - Synthèse .

Analyse Supposons qu' il existe a EIR

tq y = f4) . Alors

g-- Ê ,
donc ycûeêtêè

"



En multipliant par e
"

, on a :

yé
"

+ y
= é"

- 1 donc :

é" ( y - 1) = - y -1 donc : é
"

= 1- y
1- y

d' air x = Elu f)
Synthèse Soit yt J - 11 t - Posons :

a-- feu ('If )
On vérifie bien que y = f41

Finalement i f est sujette



Exercice n°26

Soit (A , . ) groupe abélien
,
E = { -1,1 }

et G = Ax E . Vache A , tlxiy E E :

(a. a) ( b , y ) = (ab" , xy )

•
Loi de composition interne . Va , b C- A

, Amy EE

a- le
"
EA car A est un groupe et

x. y = 1 on - 1 donc a- y E E



donc Ca , x ) - (b. y) E Ax E

• Neutre Soit @ x) E G . Trouons (b , g) EG
tel que Cain ) - (b.) = Ca , x ) . On a :

canter .gl -- tam ) Îf :{ I. an ⇐ { YÎ; et
•
Six = 1 alors le

"

= ep ⇐ b = en

• Six = - r alors l' = en ⇒ b-
'
= en.

⇒ en. = b

donc dans tous les cas : b? en. ⇒ b = en



ainsi :

la ,
x ) (b. g) = (a. a) ⇒ { by ça

Ainsi
,
G possède un élément neutre qui est

(ep . 1) .

• Associativité . Soient d.x) , (bey ) , la z )
dans G . On a :



• [la , x) . ( b. y D. (c. g) = ( ab
"

, xy) . ( e , z )
= ( ab"it , xyz )

• Ca , x) . [(boy ) . le ,z )] = Ca , x ) ( bit , yz )
= (albitte , xyz )
= (abris , xyz )

Donc [ laixtlryt] - fi z) = Ca , x ) . [(by ) . ( e , z ) )

Ainsi
,
la loi est associative



• Symétrie . Soit (a. a) E G . Il faut trouver

4. g) EG tel que Cain ) - (boy ) = Ça , 1)
On a :

Carthy ) = lait ) ⇒ { %
"

: Y
• si a-- t alors :{ aye ça

donc { by ! Î
'

•
six : - r alors { aby

"

:
donc :{ by ,



Ainsi ,
l' inverse de la , x) est

( à ' , 1) si x = 1{ la .
- r ) si x= -1

En particulier ,
tout élément de G possède un

inverse



2) Supposons que Card (A) = n .

1) Mq : Card (G) = 2- n

Rappel . soient E et F deux ensembles .

Notons Ex F = { (my ) , Jeff } .
Alors



Card (Ex F) = Card (E) × Card f)

On a :

Card (G) = Card - Candle ) = 2m
-
= m = 2

2) Mq G possède au moins n éléments

d' ordre 2 .

On sait que le neutre de G est fait) .



Un élément d'ordre 2 dans G est du

type (a. x ) avec a-CA , ne E tg

@ in) # et Cain )
'

-
_ fait )

soit a EA . On a :

2

(a , - 1) = (a , - 1) . Ca , - r )

laixtfbiy)
(au y ,

( aà ,
y ,

Ça , 1)



Les éléments de la forme (a , - 1) vérifie :

(a , - 1) # Ça , 1) et la , -N' = Ça , 1)

donc ils sont d' ordres 2 et il y en a

n ( car il y a n valeurs possible pour a)

Ainsi
,
G contient au moins n éléments

d' ordre 2
.



On peut écrire G sous la forme :

G = {fait) , AEA } U {la ,
- 1) , a C- AI
-

tous les éléments de

cet ensemble sont d'ordre 2

Soit a E A - Un élément (a, 1) est d' ordre

2 ssi : (a. 1) t-fen.it) et Ca , 1)E- fait)-
= là , 1)

ssi : a t en. et à = en

Ssi : a est un élément d' ordre 2



Il faut donc que A possède au moins

un élément d'ordre 2 .



Corrigé TD2tu
Exercice n°27

.
Soit G un groupe abélien fini

et H
, k ss groupes de G .

HK : = { hk ,
h EH

,
KEK}

1) Montrer que HK est un sous -groupe de G

• HK possède un élément neutre qui est

lu -1k . En particulier : HK # ¢ .



• HK EG car tth EH ,
V-k.tk : hh EG .

Rappel : Une partie H d'un groupe (G , . ) est un
sous - groupe de (G , . ) ssi :

•
H # ¢

• tx , y E H : x. j
'

EH

• Soient x et y deux éléments dans HK .

Montrons que x. j' EHK :



7- kik ) E Hxk ,
se = hk{ zli.DE Hxk , y = hihi

Donc : x. j' = hk .
hihi '

= h . hi ! Kiki
'

car G
V ¥ Wee

est abélien car H sous - groupe car K sous - groupe
de G de G

C- HK

Ainsi
,
HK est un sous groupe de G



2) Soit y :

Hxk → HK

(h ,k ) ms b.k

Montrer que il est un morphisme de groupes .

Rappel . Soient ( G , * ) et (H , o ) deux groupes alors

une application f : G → H est un

mrophisme de groupes si t' x. y C- G :

flxtxy ) = feu of



•
Loi sur Hxk : si µ, ,k, )E Hxk

et fhzik, ) E Hx K :

(h, .hr/oO(hz.ka):--fhihe , haha )

Muni de cette loi
, (Hxk ,

. ) est un
sous - groupe de G-



Soient µ ,
KIEHXK et µ :b

'

) -C Hx K
,

YUN .lk:b' ) ) = l ( bb ' , kh ' )
= hlïkk

'

= hk.h.tk
'

-14,4Ylhik' )
= llhik) - Ylhlik' )

2) Déterminer l' image de U .



Rappel : Soit f :O → H un morphisme de groupe .

•
L' image de f est le sous - groupe de H

suivant :

Imff ) = ff41 ,
XEG }

•
Le noyau de f est le sous - groupe de G

suivant :

Kaff ) = { XEG , f41 = en }



me ÷ { Ytnh) , H .
htt Hxk }

= { hk , Eh ,htt Hxkf
= HK

Donc Iml = HK

•
Montrons que Kal = { (hihi ' ) , HEHMK}



Kal = { Eh ,htt Hxk , Ulrik ) = 1*4
#

g

= { fhhlttlxk ,
hk = 1g }

= { fhiktftlxk ,
k = h" }

⑦ { fh.li
' ) ,
le HNK }

(*)

( * ) Détails ⑤ si Chih ) EHXK tq h = h
" alors

(hit) = (h , ti ' ) et comme h = ti ' EKMH

② Si faible {(hihi ) , he Hnkf alors :



7- ht HMK tq : a = h{ a- h"
donc la , b) = (uh , bi

' ) E Hxk
* Ex

can HE HAK

3) Montrer que HK est isomorphe à un quotient
du groupe Hxk .

Rappel . Si G et H sont deux groupes , on dit qu'ils
sont isomorphes si il existe un morphisme



bijectif f : G → H

Il faut trouver un sous -

groupe V de Hxk

et un morphisme bijectif :

Y : Hxkpi → H¥±mµ ,
Rappel ( cas particulier du Théo . de Factorisation )

soient G et H deux groupes et l : Gt tt



un morphisme de groupe . Alors il existe un

morphisme bijutif entre %ag et Imf

qui est : 4 :
Gthaf → Imf

dlx ) m f4)

Posons V : = Kal
.
Alors V est un sous - groupe

de Hxk et on a d' après le théorème de



Factorisation :p l' existence
d'un morphisme

bijectif : Y : Hxkyv → HK = Iml

2. 4) Montrer que IHKI = IHI.lk/1HnKl
• G est fini et HK est un sous - groupe de G

donc HK est de cardinal fini .



Rappel . . si G groupe fini et H sous - groupe de G

alors % est de cardinal fini égal à :

( GI

IHI

• Si A et B sont deux ensembles fuis et

f. As B une bijection alors 1 AI = IBI

Donc :



IHKI = IHXKI

Iker 91

Montrons que Iker il l = IHMKI . Posons :

Kal
→ HMK

g :

µ .hr ) # h

og injective car si gfh.li ' ) = g (hihi
' )

alors h=h
' donc (hihi) = (h ' , h ' ")



• g surjective car si HEHNK alors (hihi)
est un antécédent de h par g car g (hihi) - h

Ainsi , IHKI = IHI.lk/1HnKI

Exercice n°28 et 30 : À faire à la maison



Exercice n°29

Il soit le , - ) un groupe monogène engendré par

acte : il = ( x )

Soit A sous- groupe de l .
Montrer qu' il existe

KEIN
, A = ( x

"
>

Rappel : ( x ) : = { XP , p.CZ}



•
Si A = { e} .

Posons k -- O
.

Alors

< ai > = ( e ) = { et , p E e }
= { e , p c- 2f = { et = A

Donc A = L n' y

• Si A # {e}. Posons X = { ne N* , x" E A }
Notons k : = min X

. Mq : A = Là )
En particulier REX
càd : xh.CA



③ Soit y E
Lah ) . Alors JPEZ ,

y
= IP

donc y =
xh

. . .
xh E A car A- est un

f FÉ b sous - groupe de Kit
C- A C- A

donc Lxh ) C A

② Soit at A . Alors a c- Y = ( x )

donc J pt Z : a-



Montrons que a E Lnh ) càd 7g C- Z
,

kq
a = x

À Effectuons la division euclidienne de p par le :

3- ( q , r ) E È : p = kq trSAVOIR { o.cn < h

Si on montre que REX alors comme k est

le plus petit élément de × et que r ch

on a alors r = 0



Montrons que r E X eèd : x

"

E A

Comme p = k - q tn alors r= p
- kq

donc x
"

= XP
- M

= xp
, ×

- t' 9

= XP . (E)
- 9

E A .

= a C-A EA

C- A

Donc r = 0 d' où a = XP = ah = fr49
C- cxk )



Finalement
,

A = Lnh )

Il

1) À faire à la maison .

2) Supposons que K # { ea } . Soit a E GI { et .

a) Mq : Jm EIN : K = Lan )

posons l = (a) ,
c'est un sous - groupe de

G et l # {e) .



Donc le p

Donc K : = M H
HEP

= M H n e

HEP
H#l

c- l

Om montre que K est un sous - groupe de C .

D'après Il : JMEIN : K = 4am )



b) Supposons que a est d'ordre infini c'est-à-dire

que :

#PEINT : AP # eg

ou de manière équivalente :

là - e.) ⇒ 4--0) (utile!;)
il Posons VK.CN : Hk = La

"
)

⇒ Soit m EIN : Hp C- Hm et



montrons que : m I k .
La DE de k

par m donne : 719in ) E Z
'

:

k = mqtr{ oercm
On va montrer que r est un multiple de

m .

à = ah - moi
= ah

. (am )
"

E Hm
-w
E Hpctfm E Hm



Donc à E Hm = 4 am )

donc tqt Z : à =
am '

n- mq
donc a = e

donc comme a est d' ordre infini :

r - mq = 0

donc r = mq et ainsi :

k = m ( qtq ')



donc : m divise h

⇐ Supposons que m divise k . Alors

JQEZ : h = mq .

Montrons que Hn c tlm . Soit x C- Ha

Alors J q
' E Z :

t' 9
'

X = a

Donc x = am"
'

= (am )
"
'

E Hm
î
A- mq

donc : Hp C Mm



ii ) À finir
c) Pareil



Exercice n°28

1) . Kef est un sous - groupe de (G , .)
•
Soient XEG et he Ker f . Montrons que

xhà
'

E Ker f . On a :

flxhà
'

) =p fin) f14 flü)
-

- flnlfti) = flxày÷
fut un = fé ) = emorphisme de groupe

donc Kerf est distingué dans G



2) . HK ± 01 car 1,1 - 1K C- HK

• Soient x. y EHK
. Alors 7- (hiklttlxk

( Nik
' ) -C Hxk : x = hk{

y =
tiré

donc x. j' = h-k.li?hY

= h . Ikki ' ) hitlrh" ' )? nn -1
C- G EH EG

EH EHEH
car H est distingué dans G

E HK



Donc HK est un sous - groupe de G .

Exercice n°30

1. Notons n = ordre (x ) . Alors ( flx) )
"

flû) fleet
f morphisme

donc f41 est d'ordre fini et d' aprés le Rappel :

Rappel : si at G tq an = e

Alors l' ordre de a divise n



On obtient que l' ordre
defer ) divise l'ordre de a

2) Mq : l' ordre de se divise l' ordre de f4 ,

Notons : m = o (x ) et mq : m ) m .

{ m -
- offert

La DE de m par m donne :

d chilienne

3- ¢ , r ) E Z
'

: m = n q t
r{ oersn



Il suffit de montrer que si -
- e et

donc conclure par minimalité de m .

On a :

fût = flû" ) = flxtmfflû) )
'

= e

÷ =

donc û E ka f . Comme f est injective ,
alors

Ker f = le} donc un = e .

Ainsi ,
r -- O et donc on divise m .



On a montré avant que m divise n donc

finalement : m = m

3) Supposons qu' il existe un isomorphisme :

f :(et . . ) → (Rt )

Posons z = i
. Alors z est d'ordre 4

car J' = - 1 # 1{ j = - i # p
et j' = 1



Donc q = f11,1 = flz
"

) =p 4f
neutre de neutre f morphisme(Kit) (e¥. )

donc f (g) = 0 ce qui veut dire que

f4 ) est d' ordre 1 ABSURDE ( d' aprés la

question précédente , on devrait avoir tz Ect :

z et f4 ) ont même ordre ! )



Corrigé TD3

Exercice n°31

Soit (G , *) groupe G ± les abélien
.

Deux lois sur End (G) :

. ⑦ +g) Cnf
-

{ YnapEisIaIansalsfcuttxg@I.ffoglul: -- flou )

Montrer que (End ,
t

,
o ) est anneau



Rappel : Soit A un ensemble muni de deux lois

de composition interne + et × .

On dit que (A ,
+ . x ) est un anneau si

① (Ait ) groupe commutatif ,
② × est associative et possède un meutre ,

③ × est distributive par rapport à t
càd : ax (btc ) = axb + axe

V-a.li , c E A



Rappel ( sur les groupes ) . Soit Gun groupe muni *

HEG

•Vxiy EH , a * y E H V-n.y.CH :

⇒

• HNEH à
'

E H a # j' C- H

Soit x. y
C- H

i

-
t

x * y E H par produit
-
C- H

. Soit x. y E H x * y = x * (g-J'
= a * j'



aux z
- j

' donc nxty EH
- 1

• Si xt H
,

a = x. * 1g
EH

• (Enda , + ) est un groupe .

.
La loi + est bien un l.ci car

si f , g t En (G) alors ftg C- End

(fxgllney ) = flnty ) * glntg )



= fin) * fly) * get GG )

Liftât → = [fini * ga) * [f41 * gai
= (f + g) (a) * (ftg) Lg )

Fn , ytG.Associativité - Soient f. g. h E End (G)

V-x.co , + g)+ b) (a) = (feu * gap# hey



* est f41 * (get * heu)
associative

= fer) * ( fgthlnl)
= (ft lgthlln)

donc on a montré que lfegt-h-f-fg.ch)
•
Neutre

.

Soit ft End (G) . Trouvons

g c- End tq : ftg = f
càd : ta c- G : fft g) 4) = f14



càd : tn EG : fin# EN =p fé) ) to~
EGC- G
égalité dans G

donc la fonction g est l' application i

O :

"G → G

End (G) x h, e

c'est l' élément neutre de End (G)

car tt f t End (G) , ta E G

(ft Ensa ) K) = f41 * Dense, ④



= feu * e
= f41

donc tu EG : (ft 0.eu, tut - flirt
donc ft End @, = f
Ainsi qnd est bien l' élément neutre

de End (G)

• Symétrie : soit fe End (G)



trouvons gt End (G) tg ftg = tenace,
càd : tuto : (ft g) AI = l'Empain)

càd : ta EG : f41 * g = e

- 1

donc tuto : glr) = (fa )
-

f41 est un élément
de G .

donc ,

f @T' = inverse

de fer) dans G



Donc l' inverse de f est l' application :

G → G
- 1

x - (fa )
• End (G) est commutatif car V-f.ge End
Hat G :

(ftg ) @f- feu * gens
→
= gent * f41

G abélien
=:(g + f) (a)



Donc ftg = gxf .

Ainsi , (End (G) , t) groupe commutatif .

• Montrons que la loi o est associative et

possède un meutre .

Soit f. g. he End (G) . Montrons que :

(f. g) oh = fofgoh)



HXEG :

[ (f. g) oh] @ t = (foglfhlal )
= ffgfhlnl ) )
= ftp.hlxl )
= [ fofgoh))

Donc o est bien associative !



Soit ft End (G) . Trouvons g C- End

tq : fog = f
càd : the G : f( gai ) = fer)

G → GPosons ! idg "

se ~) x

Alors idg E End (G) et :

idoof = f o id = f



Ainsi
, ida est l' élément neutre pour o

• Distributivité de × par rapport à +

Soit f. g , le E End (G) . Montrons que

f. (gxh ) = fog + foh

On a Vx E G :



[ fofg -ih)] =

ftp.hcn/--fIgKI*hw)fmaplismef194) * fleurs)
de groupe = fogerty # f. hey

= (fog ⑦ foh ) (x)
Ainsi , fogfih ) = fog + foh .



Finalement : (End (G) , + , o ) est un

anneau

Exercice n°32 : À faire
Exercice n°33 : soit d EIN

-

-

Posons Ad = { Lxiy ) C- é ,
d / y - a }



1) Montrer que Ad est un sous - anneau de

texte , + , x )

Bet : Soit A sous anneau de ( 2×2,4×1

| My ! Id EIN : A = Ad



Rappel : Soient (Ait ,
x ) un anneau et B une

partie de A ( B d) . On dit que
B est un sous - anneau de LA it , x ) si

① B sous groupe de LA , t)
② Amy EB

'

: x - y E B

③ Le neutre de A appartient à B



•
La loi tt " sur 2×2 : Si mm E ZXZ

p , q E exe

(nm) + (psq ) : = ftp.mtq)
•
La loi

"
sur 2×2 : Si mme 2×2

p , q E exe

(mm) x (psq ) : = @ xp , mxq )



• Montrons que Ad est un sous -

groupe de ¥2, +)

a. Ad # 0 car : (0,0) E Ad car

d divise O_0 ( car 0 = d. Ça )
• Soient (m , m ) E Aa et (pcq ) t Ad
Montrer que :

(m - p , m
- q ) E Ad



càd : montrer que :

d / (m- q ) - ( mp )

càd : montrer que i.

d I (m - m ) - ( q - p )

Puisque (mm ) E Ad alors d divise m- m

et de même , (pcq ) C- Ad donc d divise q - p



Rappel : Si on divise a et on divise b

alors n divise a - b

( car J-k.bi.CZ : a = dk et b-- dk
'

donc a- le = d ( k - k ') )
¥

Donc d divise (m - m ) - ( q - p)
Ainsi

, Ad = sous - groupe de (2×2,7)



• Soient (nm) E Ad et fpiq ) E Ad .

Montrons que : (nm ) . ( pcq ) E Ad .

càd : d divise mq - mp .

On sait que : zk.br
'

E Z : m - m = dk{
q - p = dk

'

mq - np = (m - m ) ( q - p ) + mpxnq
- Lmp

^



¥) : mpxnq - 2 np = mp - np

- Inp : - np
- npt + t'9 - np
=p (m- m ) tn ( q - p )

Donc :

mq-np-tm.nl/q-p)t-plm-ni-nlq-p)
divisible

par d
k "



• Le meutre de 2×2 pour × appartient à

Ad .

Le meutre de 2×2 pour x : f1,1 )
et 1- 1 divisible

par d donc ftp.CAd

Finalement , Ad est un sous - anneau de

texte , + , x )



2) Soit A un sous- anneau de (2×2 , x. x )

a) • Pourquoi d. 1) E A .

Le meutre de Exe pour la loi x est :

11,1 )

qui appartient à A car A sous - anneau .

•
tn EIN : (nm) C- A .

Soit MEN

@ in ) = UN t - - - - t 111) E A
u - u t
C-A n - fous C- A fait) groupe



•
V-m.CZ : (m , m ) C- A

•
Si m 7,0 : OK d' aprés la question d'avant

• si m 40 : (m , m ) = - ( -m ,
- m )
* EN
-

C- A

-
C- A cou LA , t ) groupe
et donc l' inverse d'un

élément de A est dans A-



b) En déduire que si Hy ) C- A alors (x -y , a)EA

Soit x. y c- 2-

(x - y ,
o ) = (x , g) + ( - y .

- y )
¥ ¥h

C- A

C- A

Ton lait ) groupe .



c) Montrer que : H { NEZ , (x. o) EA }
sous groupe de (Z , + )

• H # 0 car OEH -

• Soit x. y C- H . Montrons que a- y EH

On sait que : 4,0 ) C- A et (y , a) C- A

donc le - y , a) = (x. 0 ) - ( y , 0 ) C- A

Ta ¥



donc a- y E H

d) Montrer que 3- d EIN
"

: A = Ad

Rappel : si H est un sous - groupe de test)
alors 3- n EIN : H = n Z

= { nk , KEZ}
Donc :



7- de N*
, { NEZ , @ a) EA ) = DPZ

•
Montrons que AE Ad :

Soit (xiy ) C- A . Alors d' après 2) b) :

4- y , o ) EA donc x - y E





Corrigé TD3

Exercice n°33 ( suite )

•
Montrons que AE Ad :

Soit (xiy ) C- A . Alors d' après 2) b) :

4- y , o ) EA dog x - y E H = d.Z

car H = { PEZ , ( pro ) C- A }
donc x- y E d Z



Ou d Z : = { d- h
,
k E Z }

donc 7kt Z
,

x- y = dk .

donc 7h' E Z
, y - a = dk

"

done d divise y - x

done (xiy ) C- Ad . car Ad {(xyltzxz ,
d divise g-a }

En a montré que A C- Ad .



•
Montrons que Ad C- A

soit @ g) t Ad . Alors d divise g- x .

donc x - y t d Z = { pt Z i (pro) E A }
donc @ - y , O ) E A- Ou :

(x. y ) = (x- y , a) + (y - y )
C- A E A

d' après 2) a)



Puisque (Apt ) est un groupe , alors

E. y ) EA . Ainsi Ad E A

finalement : A = Ad -

Exercice n°34

ZII ] { zee , taillez :

2- = atib
}

1) . ZTII C- ¢



• (ZED , t ) est un groupe abélien

À vérifier !

• Stabilité pour la loi x : Soient zizi c- Eli] .

alors 7 a. a' , hib ' E Z : z = atib{ j = àtib '
Montrons que zz

' E Z [ iI



zxz
'
= fatih ) ( àtib ' )

= (aa' - bb ' ) + i ( ab ' + n' b)
- -

E Z E Z

E Z [ i]

• Montrons que 1g E E [ i ]

Déjà : le = 1

et 1 = 1 + ai C- Z [ i ]
Ez Éz



2) My : Aziz ' E ZED :

Mlzz' ) = Mlzlx. Mlz ')
z[ iI → IN

où M : { jaib m, del '

Soient z , z
' E Rti ) , 7-a.à ,b ,

l' C- Z :

2- = atib ,
s'= d' + il

'
. On a :

• Mlzj ) = M ([aoi-bbI-i-abka.li] )
= ( aà - be ' )

'

+ (ab' + àb )
'



= laàttt @ 'l'_ 2 aàbb ' + Lab')
'

c- d'b)
'

+ 2 aa ' bb '

• Mp) . Mfz ' ) = (àtb' ) ( à ' + l' ' )

= droit
'
+ de ' )
'

+ bal
'

+ les
'

= Mlzz ' )

3) • a) ⇒ b) . Soit z un
élément inversible

dans ZTIJ . Alors il existe z
'
E Eti ) : zz

'¥1



Rappel : Soit ( Ait , x ) un anneau et a C- A .

On dit que a est inversible dans A

si il existe be A tel que

ab = ba = 1A
L' ensemble des inversibles de A est notée UCA)
Montrons que M (g) = 1 . D'après (* )

on a Mfzz' ) = M (1) = 1
-
= Mp) - Mfj )

done : Mp) - Mf51 = 1 (* *)



Rappel . (Z , tix ) est un anneau .

Les éléments inversibles de Z sont :

{ -114

D'aprés ¥ * ) ,
M (z ) est inversible dans Z

done M (g) = - 1 on M (z ) = 1

car M (g)EN

Donc M (g) = 1 .



• b) ⇒ c) .
Soit z.CZ [ iI tel

que

M 1=1 - Montrer que ze { Et ,
Ii } .

z s' écrit sous la forme z = atib , ate
BER .

Alors M (g) = 1 ⇒ M @tib) = 1

⇒ à c- l' = 1

⇒ la,b) C- flottille ,-14110) ; trop



⇒ ze { Ii , ± 1f
• c) ⇒ a)

.

Soit zt { ti , ± 1f
Montrons z est inversible dans ZEIJ .

•
Si z=i : alors z EU l'Ei]) d' inverse - i

• Si y =
- i : % d'inverse i

• Si z
= 1 : X d'inverse 1

. Si z =
- 1 : X d'inverse -1



Dans tous les cas :

z
E U @Ei) .

On a montrer que :

a) ⇒ b)

I K
c)

donc a) ⇐ b) # c)

4) En déduire que ULZTD ) ¥,
'

veut

dire

isomorphe .



On a montré que :

refus) = { -1,1 ,
- ici }

On Ez = { dit , dll . dll , dll}

avec ttm C- TLOBIJ : cl (m ) = {NEZ , n- m C- 42}

" .
Ëü



On définit une application
f : uteti ] ) → Z42

tg i
.

. ff11 = dit

,

| ?? -moi :*.IE:" f
'

) = d
de Ez pouf

• fli ) = dll



Vérifier que tzz
'

C-UK :

fdp' ) = f + foi )
loi sur

[
loi sur

le groupe
n @ riz)

le groupe ¥2
× 1 r -

:Ëi - t - i 1

- t - t - i 1 i

- i - i r i - 1



5) Soit zt KID . Montrer que
:

M (g) E P =) y est irréductible

[ dans 2 [ iI
l' ensemble
des nombre

premiers

Rappel : Soit (Attal un anneau commutatif intègre
(càd Val EA (ab =D ⇒ (au on b-- o ) ) .

On dit qu'un élément PEA est irréductible



si . p n'
est pas inversible

. Si p =
ab alors a est inversible{
est inversibleou b

• z n'est pas inversible . En effet , si

y était inversible alors z E {-1,1, il - i )
et donc M (g) = 1 et par hypothèse ,
M I E IP donc 1 EIP ABSURDE !



• Supposons qu' il existe za , z, E ZED tg

z= znzz . Montrons que zn air z, est

inversible . On a :

= Mfr1 . Mdr )
C- IP

donc M (g) = 1 ou M e) = 1

d' après 3) , on sait que :



µ d) = 1) ⇒ (w inversible)
÷

donc zr est inversible ou zz est inversible .

Finalement
, y est irréductible dans 2 [ i) .

6) Soit f : Zti ] → ZED un morphisme
d' anneaux .



1) . Montrons que tn EN i. f41 = m

Soit n EIN
,

fin) = f11 t 1)
n- fois

= f41 + - -- t f111
f morphisme _
d' anneaux

n - fois
=
1 t - - - t 1

f41 -' -m- fais
= M .



Donc tu EN : f = n .

• Si m EN /

ftnt - f1 txt )
C- Eli] C- Eli]

car -1 = toi car n = m toi
c-z Ee Ee Ee

= ft- 1) xfln)
- f111 xn =

- n

On : ff11 t f111 = ft -1+1) - flot -- o
donc l' inverse de f111 est égale à ff1)(
c'est-à-dire que :

- f41 = ft - 1)



Donc ptn) = - n
,
Ant IN

• Montrons que ttme Z : fcm ) = m

ra Si m 70 : OK

si mco : flm ) = ff )
EIN

know
- ft - m )

ftnk - font

De même que précédemment ,
on monte que



l' inverse de ft- m) est égal à flm)

càd : - ftm) = flm)
donc si m Lo on a f (m ) = m .

2) Mq : ff1 E { - iii }

On a :

1 = f111 = fffiti )
= fli) x ft- il



donc f lit est intenable dans ZEIJ

donc ff1 = { Et , Iif .

Monter que fli ) # 1 et fli) # -1


