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Opérateur de Schrodinger relativiste

Opérateur de Schrodinger relativiste

H=\/-A,+V(y), VeCQR*R)

e H auto-adjoint avec domaine D(H) = D(v/—A)
* opp(H) C] = 00,0[, 0ac(H) = [0, +00[, osc(H) = 0
e Représentation impulsion : H = |k| + V/(iV)

Fonctions de localisation

e Soient £ € C§°(R; [0, 1]) telle que supp(f) C [1,2] et
F(s)= [°__ f(r)dr. On note

F(-2 ) 1= F(/o)
e On définit de méme les fonctions

F(-<c) e F(-=c)
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Estimations de propagation

—itH
P =e " o
Estimation de vitesse maximale

Soient x € C§°(R) et ¢ > 1. Pour tout o € x(H)D(|y|'/?),

|yl > ct)tuel| s 700y + 1)E ool

Estimations de vitesse minimale

Soient x € C§°(R) et 0 < ¢ < 1. Pour tout ¥ € x(H)D(|k|~*/?),
) a ~ .
/ T Fllyl & ct) 2 * de S 11K + 1) 240
1

De plus, si supp(x) C]0, +oo[, alors pour tous 8 < 1, ¢ > 0 et
Yo € x(H)D(lyl),

|Fay1 < ct®)¥ue]| < 7201+ Dol
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Méthode des observables de propagation

N

Dérivée de Heisenberg
Soit ®; une famille d’observables. On note

Dq)t = 8t¢t - i[d)t7 H], d’Ol\J 815(1/}[—, q)twt) == <¢t7 D¢t¢t>

Estimation de propagation forte

On suppose $: > 0,
D®, < -Gt +R:, Gt >0,

et

/0 |(es Re )|t < 1ol

Alors

(e, Betpe) + /O (e, Gee) dt < [[9oll2 + (3o, Soo)
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Méthode des observables de propagation

)

Estimation de propagation faible
On suppose sup, |(ve, Petpe)| S [[vhol[2..,
D¢’t 2 Gt; + Rt, Gt Z 07

et

/0 (e, Re )]t S [[oll?

Alors

/0 (e, Geape) dt S [[oll2 + [[Goll%
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Observable
Soient Js(s) = s F(s/?), et

Résultats

O = 27 Js(y? /)

(B8 < Be)
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Estimation de vitesse maximale (1)

|Fyl = ct)tue]| s 7000 + Dol

Observable
Soient Js(s) = s F(s/?), et
&, = t77 Js(y* /%)

(B8 < Be)

Dérivée de Heisenberg

D‘Dt = 8t¢t - i[d)t, H]
2

2 2 2
2y—1 Y Y oy 2 Y .
= 2t (PYJﬁ(Cth) - Cztz‘jﬂ(cztz )) —t 7|:‘15(C2t2)71|k|i|
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Estimation de vitesse maximale (1)
Développement du commutateur
2
Yoy .
[J( 25, il

= /E)JB )2/t — 2) 7V ilk|] dRe zdIm z

O L ()

T2 t2
(y*/c’t® —z) ' dRezdIm z
1,y k k 2 n
B c2t2Jﬂ(c2t2)2(y’ I3 - [kl )Jﬂ(czt2)2 +Re,

avec ) )
[1kI2Re|k|2[| < =2

Estimation du commutateur

£ [1( L)1) < )+ Ct 2k

ct (32t2 ﬁ(CZtQ
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Estimation de vitesse maximale (111)

Dérivée de Heisenberg
D¢t — atq)t - i[d)t, H]

= 207 (1 () — 25 25) — 7 [ 9o Lo )]

_ y 1 y 242y —
< 2t I(WJ[’(@)_ (1_ 7) c2t2Jﬁ(c2t2)) + Ot
<2677y (1= £)9) )+ O
< Ct 2™k,

pour
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Estimation de vitesse maximale (1V)

Contrdle de I'évolution de |k|~?

D’une part,

(o T (] > £7)0) < (g, KK > £ ) S 2ol
D'autre part,

(o, I~ F (K] < £ )

S o (K1 + 1000} + [ |06, I (K <57, V)l ds

t
< (ado, ([ + L)ewo) + / S/ Pdis
1
-1 —u E
< Ko 2 + £/2 o 2

Conclusion : (1), | k|~ 4)¢) croft moins vite que linéairement
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Estimation de vitesse maximale (V)

Dérivée de Heisenberg
(e, DOetpe) < Ot 27 (e, [K| ')

Intégrable pour ~y pas trop grand

Conclusion

27 (e, F(ly| > ct)ibe) < (e, Detpe) < o]l
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Systeme physique

e Systéme atomique non relativiste (N particules quantiques, chargées, non
relativistes)

e En interaction avec le champ électromagnétique quantifié
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Le modéle

Systeme physique
e Systéme atomique non relativiste (N particules quantiques, chargées, non
relativistes)

e En interaction avec le champ électromagnétique quantifié

Systeme atomique
e Systeme le plus simple : atome d’hydrogene avec noyau infiniment lourd
e Opérateur de Schrédinger associé dans He = L(R?)
Hei = —A, + V(x),
ott V € LL (R*%R), et ||V(x)¥| < el|Axtp|| + C||[¢||. Par exemple
C

V(x) = —m
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Espace de Fock (1)

Espace de Hilbert pour le champ de photons
e Espace de Hilbert pour 1 photon : L2(R® x {1,2})

e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

+o0
How = P F” = Co P LR x {1,2})%*
n=0

n>1

v=( v vk | vO(K,K) ,...) € Hyn
—— —\— ~—
€C  eL2(R3x{12}) EL((®x{1,2})?)
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Espace de Fock (1)

Espace de Hilbert pour le champ de photons
e Espace de Hilbert pour 1 photon : L*(R® x {1,2})

e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

@f(") =Co @@L (R’ x {1,2})%F

n>1
v=( v w0k | V(K K) ,..) € Hon
—— —\— ~—_———

€C  eL(®3x{1.2}) €L2((®®x{12})?)

Opérateurs de création et d'annihilation
Pour f € L2(R? x {1,2}),

1IN .
OV DKy, K =7§ FIKOV (K, Ko K
(a() ) (17 ) ) n' ( ) (17 s Ny ) )

(a(F)W)(Ky, - Kn) = Vi + 1 (KW DK Ky, - Ka)dK
R3x {1, 2}
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Opérateurs de champ

Espace de Fock (1)

d(f) = a*(f) + a(f)




Propagation
des photons
Jérémy
Faupin

Opérateur
de
Schradinger
relativiste

Modele
standard en
QED non
relativiste

Résultats

Espace de Fock (I1)

Opérateurs de champ

O(f) = a*(f) + a(f)

Opérateurs second quantifiés

Soit b un opérateur sur L2(R® x {1,2}). La seconde quantification de b est

I'opérateur sur Hpn défini par

dr(b)| .m =b@L®---1+1QbQ - QL+

dr(p)Q2=0
ou 2 =(1,0,0,--) (vide)

+1®---®1®b
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Espace de Hilbert pour le systeme total (électron+champ de photons)

H = Ha @ Hpn = L*(R?,dx) ® Hpn

Hamiltonien de Pauli-Fierz agissant dans H

H = (—iVx ® T, — a2 A(ax))’ + T, & Hr + V(x) ® 1y

ph ph

He = dr(w), w(k) = |kl,
Ai(x) = D(hi(x)),  hilx, k, A) = e *x(K)[k| "2 (Ex(K));
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Spectre, Seuil d’ionisation

Spectre ([Bach,Frohlich,Sigal '99], [Griesemer,Lieb,Loss '01])

Sous une hypothése de regle d'or de Fermi et pour couplage suffisamment
petit, H possede une valeur propre simple Egzs au bas du spectre (associé a un
état fondamental @), et le spectre est absolument continu dans I'intervalle
(Egs; X)

Seuil d'ionisation
Défini par
Y = lim inf (o, Hp),

R—00 EDg, llpll=1

ou Dr = {p € D(H); p(x) =0si x| < R}

Décroissance exponentielle ([Bach,Frohlich,Sigal '99], [Griesemer '02])
Pour tout §,& € R tel que € + 6% < X,

[€®M B oo g1 (H)|| < o0
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Dynamique

Equation de Schrodinger

On s'intéresse a la dynamique associée a I'équation de Schrodinger

iat'l/}t - H’l/}t

Etats initiaux

On considére des états initiaux en dessous du seuil d’'ionisation,
1o € Ran E(,ooy):)(H)

(Processus d’absorption et d’émission de photons, I'atome restant non ionisé)
v

Objectif

On souhaite étudier le comportement asymptotique lorsque t — +oo de la
dynamique associée au modele
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Résultats connus

Hamiltoniens avec une forme explicite
Arai '83, Spohn '97, Derezinski '04

Modeles massifs ou avec troncature infrarouge
Derezinski-Gérard '99, Frohlich-Griesemer-Schlein '02

Résultats pour des modeéles non massifs
Gérard '02

Retour a I'équilibre et borne uniforme sur le nombre de photons émis
pour le modele spin-bosons

De Roeck-Kupiainen '12
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Vitesse maximale
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b Sojent x € C5°(] — 00, I[) et ¢ > 1. Pour tout ¢ € x(H)D(dl((y))"/?),

Résultats 1
VitelstsetI Hdr(F(D/‘ 2 Ct)) 21/}1'
Vitesse

< £I(AF({y)) + 1) ebol|

minimale
Complétude
asympto-
tique
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Vitesse maximale des photons

Théoreéme ([Bony,F,Sigal])

Soient y € C§°(] — oo, X[) et ¢ > 1. Pour tout 1 € x(H)D(dl({y))*/?),

ar (Fay1 > e0) ]| < £ 1T (4) + DE ool

Elements de preuve
e Transformation de Pauli-Fierz généralisée
e Versions second quantifiées des commutateurs/estimations précédentes
e Opérateurs de champ = termes de reste (intégrable)
e Décroissance exponentielle en dessous du seuil d’ionisation
Contréle de d'(|k|~°) le long de I'évolution
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Vitesse minimale
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Décroissance de I'énergie locale a basses
énergies

Résultats préliminaires
e Inégalité de Mourre ([Frohlich,Griesemer,Sigal '08])
1, (H)[H,iB;]1,, (H) = cooll;, (H)

avec B, générateur des dilatations dans |'espace de Fock, restreint aux
basses énergies

e [Hunziker,Sigal,Soffer '00] implique, pour x» € C§°(Js),

|82~ o (H)(Bo)

S{ot)™
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Décroissance de I’énergie locale uniforme a
basses énergies

Théoreme ([Bony,F])

Pour tous 0 < o < e, x € C5°(] — 00,1 —0[;R), 0 <s < 2, et t € R,
(dr(lyl)) e x(H){dr(lyl))
= e X (Egs (AT (Iy ) " Mes(dl (ly)) ™ + O({1) ),

avec Mgs = Lg, 3 (H)
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Décroissance de I’énergie locale uniforme a
basses énergies

Théoreme ([Bony,F])
Pour tous 0 < @ < e, x € C5°(] — 00, e1 —0[;R), 0 <s < 2, et t € R,
(@dr(ly) e x(H)(dr(lyl))—*

= e By (Egs)(dT (ly]) " Mes(dM(|y])) ~° + O((t) ™),
avec Mge = g, 3 (H)

Eléments de preuve

e Décomposition dyadique des basses énergies ([Bony,Hafner '10])
o Inégalités de Hardy dans |'espace de Fock

€dr (¥ D) ~*xo (Ha){Bs)*|| < o°
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Propagation d’au moins un photon

Mb)=>bx---®b
(sur I'espace pour n photons)
Théoreme ([F,Sigal])

Soient A C |Egs, el et x € C5°(A). On suppose que la regle d'or de Fermi
est satisfaite dans A. Pour tout 0 < a < ac et Yo € x(H)D(AT ({y))).

ITCF(ly| < ct))ell < t77][(dM((y)) + 1),

pour certains 3 < 1

Remarque

A basses énergies, conséquence de la décroissance de |'énergie locale et du fait
que N = dI(1) croit moins vite que linéairement

<
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(e, AT(IK| = )be) < D) (Ar(IK7%) + 1ol
relativiste

“nse  Théoreme ([F,Sigal])
QED non
relativiste

Soient x € C§°(] — o0, X[). Pour tout ¢ € x(H)D(dr(|k|~*)*?),

Résultats
Vitesse o0 [5‘ (0) 3 1 5
maximale —pB—av J 5
[ O (F (] ~ e e
minimale 1

Complétude

asympto-

_ 1
i S I@r(kl™) +1)2 4o,

avec (1-d<f<letc>0)ou(f=1let0<c<1l),eta>1
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Vitesse minimale des photons
(e, T (k7% )e) S DA (1K7°) + 1)gbol

Théoreme ([F,Sigal])
Soient x € C§°(] — oo, X[). Pour tout by € x(H)D(dr(|k|~)/?),
/ £=0=O)||dr (F(ly| ~ ct®)) e dt
1
S IIdr (&™) + 1) 2,

avec (1-d<pf<letc>0)ou(f=1let0<c<1l),eta>1

Elements de preuve

e Méthode des observables de propagation
e Observable dI(F(b:/ct?)) avec

i k

bt:§(7|k|+t7'€ -Vi+ Vi

k
CEER
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1.3

Complétude asymptotique
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Vite
minimale
Complétude
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Complétude asymptotique (1)

Théoreme ([F,Sigal])

Soit A C | — 00, Xci[. On suppose que la regle d’or de Fermi est satisfaite dans
A, que 0 < a < a, et que I'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

(i) Pour tout ¥ € x(H)D(dI'(1)*?) et x € C§°(A),
dr (L) 2epe | S JlAF (L)% abol| + [[ebol|

(i") Pour tout 1o dans un certain ensemble D dense dans Ran 1a(H),

[dr (k| ~2) 2 4be]l < C(abo)

Alors la complétude asymptotique est satisfaite dans Ran Ia(H) : pour tous
1o € Ranl1a(H) et € > 0, il existe f. € Hpn avec un nombre fini de photons,
tel que

lim sup ||e_itHwo — ey, ®, e_itH'fEH <e
t— o0
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Complétude asymptotique (1)

Modele spin-bosons

Hypothese (i’) vérifiable ([De Roeck,Kupiainen '12])

Eléments de preuve
e Partition asymptotique de I'unité dans I'espace de Fock
o Existence des opérateurs d'onde inverse

e Utilisation des estimations de vitesse de propagation
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Opérateurs de création et d’annihilation
asymptotiques

Définition
Soit he(k) = e~ h(k),

af(h)o = lim e™a#(h)e "o,

t—+too

pour tous h € ho = {h € L2(R?), [ |h(K)|*(|k|~* + |k|*)dk < oo} et
$ € Ran E(,ooyz)(H)
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Opérateurs de création et d’annihilation
asymptotiques

Définition
Soit he(k) = e~ h(k),

at(h)o = im e a? (h)e ™o,
pour tous h € ho = {h € L2(R?), [ |h(Kk)|*(|k|™* + |k|*)dk < oo} et
$ € Ran E(,oo,z)(H)

Propriétés
1 Si W est un vecteur propre de H, a+(h)¥ =0

2 On vérifie que

lim e™a®(he)---a” (hne)e ™ d = aff(m)- - af(hn)o,

t—+oo

pour tous hy,--- , h, € ho et & € Ran E_ 5)(H)
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Opérateur d’onde

Espace des vides asymptotiques

K+ ={u e Ran E_ 5)(H),a(h)u =0 pour tout h € ho}
On a Ranlg € Kt

Espace asymptotique

H+:’C+®]:s
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Opérateur d’onde

Espace des vides asymptotiques

K+ ={u € Ran E_ 5)(H),ar+(h)u =0 pour tout h € ho}
On a Ranlg € Kt

Espace asymptotique

H+:’C+®]:5

Opérateur d'onde
Défini sur K+ ® Fan(ho) par

Q(® @ a" (k) a" (hn)Q) = 2} () - -~ &} (h)®

Q). est isométrique et se prolonge en une isométrie sur H.
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Opérateur d’identification

Opérateur d'identification

Soit Hein = Hel ® Frin ® Frin (0U Fan est I'espace est I'espace de Fock des
vecteurs n'ayant qu'un nombre fini de particules). Opérateur d'identification
I : Han — H défini par

l:0® ﬁ a“(h)Q — ﬁ a“(h)o,
1 1

pour tout ® € Hel @ Fan €t hi, ... h, € LA(R?)

Opérateur d'onde
Sur I'espace Ran MNgs ® Fiin(ho),

L itH —itH o —itH
Qy =s— lim ele” e )

— 00
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Complétude asymptotique

Théoreme ([F, Sigal])

Sous les mémes hypothéses que précédemment (théoréme sur la complétude
asymptotique), on a sur Ran Eg,, 5)(H) :

Q+(ngs ® |=|Q)W+|=|gs —+ rlgs = ]l7

ou Wy est I'opérateur d'onde inverse de Deift-Simon, Mg est la projection sur
le vide dans I'espace de Fock, et [y = 1 — 4. En particulier,

K+ = Ran Mg,

i.e. I'espace des vides asymptotiques coincide avec |'état fondamental
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