II.t

II-IMMBEUBLE D'UN GROUPE REDUCTIF

§0 Notations,

2.0.1 On se donne dorénavant un corps commutatif ¥ muni d'une valuation
réelle non triviale w , on note alors :

X une cl8ture algébrique et K, une cl8ture séparable de K ,
O’K 1tanneau des entiers de w .

3i 1 est une extension de K , on dit gqu'une valuation ' sur 1L prolonge
w , ou que (L,w') est une extension valuée de (K,w) , 81 w' K= w 3 (ainsi si
w est discréte normalisée (i.e. w(K*) = Z) , cela ne sera pas toujours le cas
pour ' , méme si 1l'extension est finie),

©,0.2 8i I est une extension de X , et si % est un K-schéma on note
(1) 1'ensemble des points de % & valeur dans L . On désigne avec des lettres
droites les points & valeur dans X , des K-schémas notés avec des lettres rondes :
x =%(x) .

2.0.3 31 # est un groupe algébrique réductif connexe défini sur K (en
abrésé : un K-groupe réductif), on note rad(#) 1le radical, ss #8) = B/rad(®) 1e
semi-simplifié, #' 1le groupe dérivé, corad(€) =%/# le coradical (cf [12 ;

XXII, no 6.2]) , x*(a‘t) = X*(corad(w» le 7 module libre des caractéres et
X;(%’) = X;(corad(ﬂe)) le sous Z-module des caractéres rationnels, de %,

*
gi % est un tore on note X*(x) le Z-module libre, dual de X @g) , des

cocaracteres de % , et X K(}ﬁ) le sous-Z-module des cocaractéres rationnels
*s
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de ¥ .

2.0.4 On se donne pour la suite un K-groupe réductif 9; si ¥ est un tore

K-déployé maximal de ‘9 , on note alors :

5, = }('.‘f) le sous~groupe réductif de %, , centralisateur de ¥

& =d($) 1e sous~groupe algébrique de 9 , normalisateur de J

o =of) = @(}f,g) fom X*(?) (resp. = X*(}f)) 1'ensemble des racines
(resp. des coracines) de ‘9, par rapportA a ¥,
Vw le groupe de Weyl de @ et vv le morphisme canonique de groupes algé-
briques de df sur le groupe constant V'W , de noyau 5 . On peut considérer vw'
comme un groupe d'automorphismes de ¥ il agit sur X*(S’) (resp. X*(';f)) en
stabilisant @ (resp. @v) .

‘\La le sous-groupe unipotent connexe de 9 relatif & la racine a € @
(c'est-d-dire : normaligé par ¥ et dont l'algdbre de Lie est la somme des espaces
propres de Lie((g,) correspondants & a et 2a , pour l'action de 9). si 2a
n'est pas une racine on note %2a = {1} .

2.0.5 L'existence et les principales propriétés des objets ainsi énumérés,
sont prouvées dans [1]. En particulier, pour construire ‘H,a , on considére un tore
maximal K-défini B de 9 , contenant ¥ et une extension galoisienne finie
L/K déployant % ; alors %a ®1L est “le groupe engendré par les ’lbb pour

b ¢ o(€) avec b|f=a ou 2a .
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§1 Dponnde_radicielle valude et immeuble.

la valuation @ de K n'interviendra qu'a partir de 2.1.5.

proposition 2.1.1 : Soit a € ®(¥) , il existe un ouvert o, de %  , mom

vide et défini sur K , tel que @

e =1 (=v -,

2) Il existe un ¥K~morrhisme de schémas m : Qa > & tel gue :

Pour toute extension I de K et tout u € Qa(L) , on a
W'O%_a.u.’lb_a = {m(u)} ; de plus Yolml(w)) € "W est la réflexion r, associde &
a , et m{u) s'éerit de manitre unigue mn(u) = u'.u.u" avec u',u" € ’lL_a(L) .
pémonstration : On peut clairement supposer que fﬁ, est engendré par %
U@ et 'lL_a ; le groupe de Weyl est alors Vw = {1,ra} . Soit n € N tel que
Yoln) = r_ , posons Q = (‘u,_a.n.}.%_a)ﬂ‘u,a = (n.%a.gr.%_a)n’lba . On sait que 1'ap-
plication produit de ”.La X % X ‘U,_a dans <9, est un K~isomorphisme sur un ouvert
K~défini de Q}, ([153.24]) 3 done Q est un ouvert k-défini de %a vérifiant la
condition 2). D'aprés la décomposition de Bruhat, ([-1;5.15]), ¢ =U_NU_ est
la réunion disjointe de 2.U_ et U__.n.Z.U__ . Comme ’u,aﬂ}.%_a ={1} , onen

*
déduit que Qa(K) est U, » non vide d'apres [1;3.23].

2.1.2 Pour a € &, posons M = (vv)_1(ra) N .

Théordme : (Z’(Ua’Ma)aeé) est une donnée radicielle génératrice de type ¢

dans @ ., Son groupe de Weyl est donc Vw .

Démonstration : Les axiomes DR1, DR3, DR6 et DRS de 1.1.1 résultent de

[1;3.23, 3,24 et 5.2]. L'axiome DR4 est la proposition 2.1.1 ; quant a l'axiome
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DR2, il est bien connu dans le cas déployé (relations de Chévalley), 1§ cas général
en résulte alors par descente., La domnée radicielle est génératrice 3 cause, par
exemple, de la décomposition de Brubat.
Remarque : On peut préciser 1l'axiome DR2 : Soient a,b € &(P) tels que
b ¢ -R*.a , munissons M = {(p,a) € N*xl\l'*/pa+qb €®, Hpa+qb) £ @] d'un ordre

total ; il existe alors des morphismes de schémas u : 'U;a x‘u,b - 4% p Pour

b,q pa+q

I up (u,u') .
(pya)em 279

(cela résulte de la structure des sous groupes unipotents K-définis de %).

(p,a) € M tels que :Vue'u,a Vu' €4 ona (u,u')

*
Lemme 2.1.3 : Le groupe XK(}) des caractdres rationnels de % est un sous

*
Z-module d'indice fini de X (¥) .

* *
Démonstration : La restriction définit un morphisme de XK(g) dans X (¥) .
is x'(x) = X (corad(r)) et corad(y) est isogtne & rad(}) ; la conclusi
= [ et cor est isogdne & ra s la conclusion
Mais XK? XK ora } a ’5, g 3 H
résulte donc de ce que ¥ est le tore K-déployé meximal de rad(;) .
2.1.4 Pour a € & , choisissons un élément o de Ma . Soit y wun caractere

rationnel de ; dont la restriction & ¥ est un multiple c.a de a , avec

*
cEN .

Proposition : Il existe uzi;K—mor isme de schémas affines )\X de B, dans

le groupe additif #Add , tel gue pour toute extension L de X et tout

u € Qa(L) , on ait : )\X(u) = x(m(u).m?) € L* .

A est z-homogdne de degré 2c.a = 2y, glesi--dire que pour toute extension
X

2
)

L de K, tout =€ }(L) et tout u € ‘lLa(L) ,ona : }\X(Zu) =y (z .xx(u) .

Démonstration, Comme sza est un ouvert non vide du schéma irréductible %a .

i1 suffit de vérifier la dernidre assertion pour u dans Qa(L) H
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>
'~
S
f=
<
il

x(m(*2)u") = x(*m(w)a")

= X(Z.m(u)zﬂ .m(u).m;1 )

1

x(2). [, (0 (D] (@) = ()% ()

car, comme g = c.,a , ona ra(x) =X—1 .

Pour montrer ll'existence de )\X , on peut supposer g engendré par i}, , U
a

et '\L_a s de plus, comme )\XIQ est un morphisme de schémas (2.1.1) et comme ’lba
a

est un schéma normal, 1l suffit de montrer 1l'existence de KX , pour un caractére
2 -

gy

Le groupe ?, opére sur son algébre de Lie 9 ; comme 3 normalice "lLa , i1

x bien choisi,

stabilise son algébre de Lie u, > le déterminant de cette opération est un carac—
téere y de } , dont la restriction & ¥ est un multiple c,a de a (avec
¢ = dim(’ll:a) + dim(’lLZa)) . Notons v =z @E_a , alors 7, =v EBE.a , et on peut
définir la projection g de ly sur u_ o, paralld®lement & v . On a alors un
morphisme ¢ de 'lLa dans End(ga) défini par ¢(u) = n.u.m;1 et définissons
A comme le composé de ¢ et de l'application déterminant ; c'est bien un
K-morphisme de schémas affines, I1 reste & vérifier que, si u € Qa(L) y
xx(u) = x(m(u).m:) .

I1 existe u',u" € fu,_a(L) tels que m(u) = u',u,u" , alors :
X(m(u).m:) = x(u'.u.m:.ma.u".m:) . Mais le déterminant de 1'action de
m, u" m: € '"'a(L) sur u est 1 , puisque ‘lLa est unipotent ; donc
X(m(u)m:) est le déterminant de 1l'action sur E’a de u.'.u.m:I , tandis que
}\X(u) est le déterminant de l'action sur u, de = u'—1.u'.u.m: . Il nous
suffit donc de prouver que det(n u’_1) =1 ., Mais u' stabilise v donc induit
un automorphisme de 0},/2 = u, s dont le déterminant est 1 puisque u' est unipo-

tent ; d'ol le résultat,

2.1.5 L'homogénéité de Ay montre que )\X(1) =0.

_\\'/'

Pour toute extension valuée 1 de K définissons l'application P, de
'lLa(L) dans R U{w} par cpa(u) = 515 w(hx(u)) . Cette fonction ne dépend pas du

choix de y et elle ne dépend du choix de m, qu'a une constante (additive) pres,

1 -1 . *
On a : cpa(‘l) = 00 } cpa(u) =-2--c w(x(m(u).ma )) si u € Ua et
cpa(zu) =-:; wix(z)) + cpa(u) Yz E}(L) » Vu et (1) .
2.1.6 Soit V 1'espace vectoriel X*(}f) ®R , identifié & HomZ(X*(y),R)
* . v, s
et aussi & Homz(XK(rﬁ,),R) (et 2.1.3). Le groupe de Weyl W opére donc sur V ,

Le sous espace vectoriel v, = fvevia(v) =0 ,Ya €@ de VvV, est l'espace

des vecteurs de V invariants par vw R

[¢]

Lemme : Les morphismes canoniques entre les tores ¥, (¥a rad(‘g))red R
rad(g) et corad(g) fournissent des identifications canoniques des guatre
i = = et

espaces vectoriels, V1 v, X*(y’ﬂrad(g)) ®R , V3 X*’K(rad(ﬁ)) ®R et

V4 = x*,K(corad(g)) QR .

Démonstration : L'égalité de V1 et V2 découle facilement de la caracté-

risation de rad(g) comme sous tore maximal de l'intersection des noyaux des
racines d'un tore maximal ¥ de 3, que 1'on peut supposer K-défini et contenant
¥, L'égalité de v, ot V3 résulte de ce que (FN rad(%) )ied est le tore
K~déployé maximal de rad(?}) . Enfin 1'isogénie K-définie de rad(}) dans
corad(?) fournit 1'égalité de V3 et V4 .

2.1.7 &) On définit un homomorphisme de groupes v de 2 dans V par :
v(z)ey = ~wly(z)) Yy € X;(g,) ,VYz €2 .0nnote H son noyau,

* * .
Par définition v(z) = z/H est contenu dans HomZ(XK( ,w(K )) et contient

v(s) = Homz(X*(Y),m(K*)) . Ainsi v(2) est un sous Z-module de V , qui engendre
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cet R-espace vectoriel. Si  est discréte, v(Z) est un réseaun de V .

b) On a @ v(nz) =vv(n).v(z) VneN, Vz €2 : En effet

1

v("z) .y = x("2)) = m([vv(n_1)-x](z)) = V(Z).[vv(n)_1.x] (Mv@).v(z)]. % .
¢) On peut appliquer la construction du a) a corad(?) ; on obtient

ainsi un homomorphisme de corad(g)(x) dans V4 = V1 et en composant avec

1thomomorphisme de G dans corad(?,)(K) , on définit un homomorphisme v1 de

G dans V1.

Définitions 2.1,8 & Soient 9 un K-groupe réductif et F un sous tore
K-déployé maximal de ? ,

a) On appelle appartement de (T,%() un couple (A:S,,v) formé d'un
espace affine Af sous V = X*(S’)ER et d'un homomorphisme v de N = u(¥)
dans le groupe des automorphismes affines de A, , tel que :

- pour tout z € 2, v(z) est la translation (appartenant a V)

définie en 2,1,7 a)

— pour tout n € N , l'automorphisme vectoriel de V associé & v(n)

est Vv(n) .
b) On appelle point original d'an appartement (A.‘f’v) un point
i $si v i d dans N , on ait v(§ )="W
x € A tel que, si Nx désigne le fixateur de x , « .
¢) Si x est un point original d'un appartement Aj’ , alors, pour

tout a € ® , on choisit mo=m € Man Nx et 1l'application Py ainsi obtenue

; x X .
pour ce choix de ma (cf 2.1.4 ,2.1.5) est notée 9, ; on note ¢ la famille

((P:)a@ , (voir 2.1.11a pour la licité de ces notations).

W 1.8
\t .V
Lemme 2.1,9 : La suite exacte 1 - v(z) = Z/H - N/H - Ty o 1 est inés—
W, de W
sentielle. Plus précisément il existe un sous—groupe fini N, de N el gue
v v Wo
V(No) = W ; ainsi N/H est produit semi~direct de HNO/H par z/H .

Démonstration : Considérons un sous—groupe réductif déployé maximal & de
g, (ef [137.2]) et une Z-forme de Chevalley ¥, de ¥ . Alors ‘.Fz posséde un
sous~tore maximal .’fz (déployé), tel que 92§K=.‘? . Soient N, et 5, les
sous—groupes finis de Fc ¢ , images -des groupes finis J/’(}fz)(z) et S’Z(z)
inclus dans ?Z(z) . On sait que vv identifie No/so a vw; comme So est
un groupe fini, v(so) cV est réduit & 0 ; on en déduit que sO = Non H= Non 73
d'ol les résultats annoncés,

Proposition 2.1,10 : a) Si (5 est un K-groupe réductif et ¥ un_ tore
K-déployé maximal de @, il existe un appartement (A:?,v) de (;0,3) et il est
unique & isomorphisme prés. De plus il existe dans Aff des points originsux,

b) Soient (A:‘,,v) un_appartement de (:P,%) et x un point original

de A

g
d'image vectorielle T, , par rapport & l'hyperplan

*
, alors pour tout a € & et tout u € Ua . v(m(u)) est la réflexion,

{z € Aj,/a(z-x) + cpz(u) =0} = m(u) .

c) Le groupe des automorphismes de (Aj”v) , (clest-b-dire le groupe

L
des automorphismes affines de A, gui commtent & 1'action de W par v), est

5
le groupe de translations V1 . Ainsi, si 9 est semi-simple, l'appartement de

€4 ,3,) est unique & isomorphisme unique prés,

d) Notons A&:Ay/‘v1 et v' llaction de N sur Ay déduite de v

par passage su quotient ; alors (V1 X A§ , v1 x v!') est un appartement de
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(:f,a) et (A:'f , v'iNnG’) est un appartement de ((j’ﬂ?' );ed s ?‘) .

Démonstration : a) Considérons un sous-groupe N1 de N , contenant H et

V= 4 NS Aape s '/‘.;,.‘\‘,
tel que I/H soit produit semi-direct de NT/H par 2/H (lemme 2,1.9). On
fait agir 2/ sur V par les translations fournies par v et N1/H , vecto—
riellement, par Yy . 1a condition de compatibilité a été démontrde en 2,1.7 b)
et on obtient ainsi une action affine v de N sur V ., Donc (V,v) est un
appartement de (:)0,?) et 0 €V est un point original, de méme que chacun des
points de l'orbite de O sous Z.ou N,

L'unicité & isomorphisme prés d'un appartement est claire, puisque (1lemme
2.1.9) il existe un sous—groupe fini Ho de 11 tel que Vv(HO) = V'.-l , en effet
un tel sous—groupe & forcément un point fixe dans tout appartement,

b) Si ma est choisi comme en 2.,1.8 c), v(ma) est la réflexion, d'i-
mage vectorielle T, par rapport & l'hyperplan {z € A:’,/a(z—x) = O} . lais
v(m(u)) = v(m(u).m:).v(ma) et v(m(u)m:) est, par définition, une translation
de vecteur v tel que :

alv) = 2 x(v) = 1 v() = -2 wlxm(n")) = -2 ¢ () ,

c c c a a
ainsi v(m(u)) est bien la réflexion indiquée.

o) Tout automorphisme o de (Aj"’) commute aux translations de
v(Z) ; comme celles—ci engendrent V , cet automorphisme est une translation de
vecteur v . Pour que ¢ sSoit un automorphisme il faut et il suffit que v soit
fixé par vw , donc gue Vv € V1 (2.1.6) ; d'ol les assertions du c).

d) on sait ([1;4.27]) que ¥ est produit presque direct des tores

' o '\o . . <
f = (j’ﬂrad(‘%) )red et (.‘fﬂ? )red , et que ceux—ci sont des tores K-déployés
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maximaux de rad(@) et Q,' . Ainsi ‘A"j est un espace affine sous
x*(:fn‘g') ®r = x,#) ®R/x*(s’nrad(3)) ®R ; et, vus 2.1.6, 2.1.7 b), les as-
sertions du d) sont évidentes,
Remarques et définitions 2.1.11 : a) La partie b) de la proposition montre
gque si x est un point original alors 1l'application ‘p: ne dépend que de a
et de la classe de x dans Aj; . De plus si x et x' sont deux points origi-
x x! ) *
naux, on a : cpa(u) =9, (u) + a(z=x') VYuce Ua . Cette formule permet de définir
(p: pour tout point x de A, , de fagon que 2.1.10 b) soit encore vérifié. On
a donc une bijection entre les points x € A:l” et les familles cpx = (qaz)aeé
ainsi définies.
b) on appelle point spécial d'un appartement (A:f’v) un point

4 . . *
, 11 existe u € Ua. tel que m(u) fixe x.

x € Ay , tel que pour tout a € °
Un point spécial est original.

On voit aussitdt que x € Aj’ est spécial si et seulement si la famille cpx
est spéeiale, clest-i-dire, ([11;6.2.13]), ei pour toute racine a ¢ ged , on a

0 € g (u) .

c) si A

$ est un appartement de (j’,%) , X un point de Aj, , a une

racine et Xk un nombre réel, on note :
x X
Uy = fu e Ua/cpa(u) » k) ;

*
M (ask) = {z € Ag/alz-x) +k = 0} ; D (atk) = {z ¢ Ag/a(z=x)+k > 0} . 81 u €U,
X x X x .
b (a+q)a(u)) et D (a+cpa(u)) ne dépendent pas de x , on les note M(u) et

p(u) . D'aprés 2.1.10 b), m(u) est une réflexion par rapport & lthyperplan

M(u) . On appelle mur (resp. demi—apﬂtement) de A:? une paritie de A)o de
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*
la forme mM(u) resp., Dlu avec a € ® et u “ €G A = .
(w) (resp. D(u)) €U, Y) Ve R -
d) L'appartement (V1 ><Aé v, x v') introduit en 2,1.10 4) est ap- 8) Yacea(f) ,Vx€Ay,Vk,£€R,Vu€U:k,Vuv €U:£,le
’ ?
. P . . . . ' . X k+p
pelé appartement centré de (:f,?) , 11 est muni d'une structure mi-vectorielle commtateur (u,u') fixe D (a + —2-) .

mi-affine, D'aprés 2,1.10 c) tout automorphisme affine de (V1 X Aj” » v, X ') 2) Si le triplet introduit ci-dessus satisfait aux axiomes ci-dessus sauf

qui respecte la structure vectorielle est 1l'identité. On a ainsi rigidifié la peut-8tre & 1'axiome §), on dit que c'est un guasi—immeuble de 9 .
situation, l'appartement centré de (:f’,?y) est unique & isomorphisme unique prés, 3) Les sous-ensembles Af d'un guasi-immeuble I , sont appelés les appar—

s N@)M’A%ﬁg 4 N(V(8)= 5]
( (2 0’0)

Remarques 2.1.13 3 a) Les notions d'immeuble ENB ou de quasi-immeuble ne

ltements de I . @ﬁ'/wc Jof  can

e) si No < N est comme en 2,1.9, tout point x € A:f fixe par NO

est un point original ; d'aprés 2,1.10 b) 1'ensemble de ces points fixes forme

une crbite unique sous V1 . sont introduites que pour la commodité de l'exposé, la bonne notion est celle

f) Les tores K-déployés maximaux de %’ sont conjugués par G , donc d'immeuble (bornologique) introduite en 2.2,12.

les appartements de 3, relatifs & ces tores sont "conjugués", on pourrait défi- b) On peut reformuler l'axiome 5) :

nir "l'appartement canonique" du "tore K~déployé maximal canonique" de ? . Na€@,Vxc¢ Af ,YKkER,Vuct U: k' 2 fixe Dx(a+k) .
’

Théordme 2.1.14 : 1) Soient # un tore K-déployé maximal de l? , Aj’ w2~

EBtant donné le caractére non contractuel de ce descriptif, on parlera plutédt de

1'appartement témoin de 9' 1 partement de (.?,‘g,) et x un point de Af , les trois conditions suivantes s nt

Définitions 2.1.12 : 1) On appelle immeuble éventuellement non bornologique équivalentes :
(en abrégé : immeuble E.N.B.) de ?, , un triplet formé d'un ensemble I , d'une a) ('3 a un immeuble E,N,B. .

action de ¢ sur I et d'un recouvrement de I , indexé par les tores B) La famille cpx vérifie les conditions suivanbtes :

K~déployés maximaux ¢ de 3, , par des sous-—ensembles A;f minis d'une structure i)Vaed,VkeR, U: x est_un sous—groupe de Ua .
’
d'espace affine sous X*(:?) ®R , tel que pour tout tore K-déployé maximal ¥ , ii)Va,ped,Vr,serR, Yuc U: e Y ut €'U: s
Z s ,
on ait tels que b K —R+.a , on_peut éerire :
N(#) stabilise A, et l'action induite de N(Ff) sur A u,u') =IMu avec u € Ux le produit étant étendu
a) (9 9 ( 4 (u,ut) p,a ’ = "p,qa ~ “pa+gb, pr+gs ’

*
fait de A] un appartement de (:f,g) . aux p,q €N , tels gue pa+gb € & .

*
B)Y a ¢ a4) ,¥Yuce Ua u fixe le demi-appartement Dp(u) de A_-{’ .
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I1.13
b) Si L est une extension valuée de K , on appelle immeuble R, N,B.

¢) Ia famille q;x est une valuation de la donnée radicielle

de fg,_s_u_;r_‘_ L , un immeuble de ‘9®L.

(Z’(Ua’Ma)a@) de G, relative au tore ¥ .
¢) si @ a un immeuble E.N.B. I , on & introduit en 2.1.14 c) un autre

2) 8i les conditions précédentes sont vérifides, on a alors :

immeuble V1 x I' ; c'est le produit de l'espace vectoriel V1 = X, K(rad(g)) ®R,
s’

a) Tout quasi-~immeuble de 9 est un immeuble E,N,B., ; un tel immeuble

par 1'immeuble d'une donnée radicielle valuée de G . D'aprds 2.1.14 et 2.1.11 4)

est unique & isomorphisme prés.

V. x I' nt'a pas d'automorphisme non trivial respectant toute sa structure : on a
b) 8i I est un immeuble E,N,B, de 9, , 1'action de V1 , (esgce vec~-
rigidifié la situation,
toriel indépendant de Jf car canoniquement isomorphe 3 V3 , cf lemme 2,1.6) sur
. L'immeuble V, x I' est appelé immeuble centré de (%, sur K, et nc é
chacun des A, induit une action G-invariante sur I , Et tout automorphisme de !

g

I, gui commute & l'action de G , stabilise chaque appartement A.‘P et y induit

IK(g/) ; il est unique & isomorphisme unique prés. Le quotient Il'{(g) = IK(g,)/V,'

i ! = ! t 1
est muni d'appartements A:? et les appartements de IK(‘B’) V1 X IK(tg) son es

un automorphisme affine, est induit par un &lément de V1 . [Ainsi, si (’% est

semi-simple, 1'immeuble ENB de 9 est unigue & isomorphisme unique prés].

duit !
produits V1 XAga

si g est semi~simple, tout immeuble E.N.B, de a, sur K est centre,

c) 8i I est un immeuble E.N,B, de g', le_guotient I!' = I/V1 mni de
1
a) I'(?) muni de 1'action induite de @' est 1l'immeuble centré IK(g, )
1'action induite de G gt_du recouvrement par les A;, = Af/'V" , s'identifie cano- K

. . de lﬁ' sur K .
niquement & l'immeuble de la donnée radicielle valuée (Z,Ua,(pa) de @, (Eour

e) Un immeuble E.W,B. I de (‘9 a toutes les propriétés des immeubles

tout tore K-déployé maximal ¥ et tout point x d'un appartement de (f,‘ﬁ)) .

rappelées au chapitre I ; en effet il est isomorphe & 1'immeuble centré de (ﬁ , qui

I' est un jmmeuble E,N,B, de ‘9' . De_plus V1 x I' muni de son action de @

est un immeuble généralisé du groupe G au sens de I §3,

(par v, Jbour 1'action sur V1) et du recouvrement par les appartements
BEn particulier on sait que deux points (ou facettes, ou germes de demi-droites)

V, x A' est un immeuble E,N,B, de .
p XA ¥

de I sont contenus dans un méme appartement,

Ce théoréme sera démontré en 2.1.17.
f) On peut expliciter la correspondance entre les appartements d'un im-

Remarques et définitions 2.1.15 : a) Les conditions B et C du théoreme dépen—

meuble E,N.B., I de %, sur X et les tores K—déployés maximaux de (9:
dent du couple (#,x) choisi, mais comme la condition A n'en dépend pas, il suf-
est la plus petite partie convexe non vide de I stable

IL'appartement A :
s o fm,,',{u

fit de vérifier la condition B ou C pour un couple (:P,x) , elle sera alors vraie . i - 4 gk
H U‘If * 4
par z(#) , (of [11 5 7.4.32)). 7
- ' ; > {.
oo, 29 ,;/,‘,;.: I htkv/l ;\’Y b 2(‘50) %\y @k/
P
13 aa

pour tous les autres. “ =/ !
. =Y e e
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(¥) est le stabilisateur de A;j’ . (cf [11 H 7.4.10]) ; par densité on en
déduit que J°($) et donc aussi F est uniquement déterminé par A! .

g) Les données radicielles (resp. valuations) de Oi}r sur K sont en
correspondance bijective avec les tores K-déployés maximaux f (resp. les couples
(#,x) avec x GA}) ; voir 2.1.2 (resp. 2.1.2 et 2.1.11 a).

Exemples 2.1.16 : a) si (9, est un ¥-groupe réductif déployé, il a un immeuble
ENB sur K, {[11 ; 6.2.3 b)]) : Choisissons un systéme de Chevalley (Xa)a€¢> du

groupe déployé (g,f) , on a des isomorphismes de groupe x, de #£dd sur %a et

*
on vérifie facilement sur 3‘:@2 K’ que 1'on a, pour t € K :
b

n(x, (8)) = x_ (€ e (8)x_(+71) = a"(6)m(x, (1)) . D'awtre part les m(x (1)) font

partie d'un sous—groupe fini No de N(b") , image dans (%,(K) de #Z(z) s (pour
le modéle de‘ Chevalley % de (9 associé a (Xa)) . Si A:f est un appartement
de (9 ,69) le groupe fini NO fixe un point x , et pour définir la famille cpx
on peut choisir I;la = m(xa(1)) ,Yac€ae; onadonc : q)z(xa(t)) =% wla(a’(£))) =
w(t) . I1 reste & vérifier les conditions (i) et (ii) du théordme 2.1.14 : (i) est
é‘vident et (ii) résulte des formules de commutation de Chevalley.

b) si g} est un tore il a un immeuble ENB sur K ; un tel immeuble est
réduit & un appartement,

c) si 9 est K-anisotrope il a un immeuble ENB sur K ; un tel immeuble
est réduit & un point,

d) (91 et 32 ont des immeubles ENB sur K si et seulement si Q}q X 1'52
en a un et alors IK(% X (52) = IK(@1) X IK(%Z) , de plus les appartements de

IK“ﬁq X 32) sont les produits d'appartements de (% et de %2 : En effet les
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drifications de i) et ii £ 3 8
vérifications ) ) pour % xgz gse font séparément sur %1' et (5,2 .
Dtautre part le coradical du produit est le produit des coradicaux et le dernier
résultat vient donc du résultat analogue pour les immeubles des données radicielles
valuées, qui est évident par construction,
i £ t i énie cent d d 1

e) S est une isogénie centrale de *9,1 ans 3,2 alors % a un
immeuble ENB sur K si et seulement si % en a un ; de plus alors
IK((?‘I) = IK(%) avec les mémes appartements :

Les conditions i) et ii) du théorime ne portent que sur les Ua et les cp: B
mais ceux—ci sont "fonctoriels" par isogénie centrale car ‘91 et f§2 ont méme
rang relatif sur K ([2 ; §2]), on a donc bien 1l'équivalence annoncée, Alors (}1
agit sur IK(%) et, comme les coradicaux sont isogtnes, on vérifie facilement
que IK(%) est un immeuble centré de 91 sur K.

f) Le résultat précédent permet d'étendre le résultat du d) au cas des
produits presque directs, On peut donc ramener 1'étude des immeubles ENB au cas
L
des tores et des groupes simples,

2.1.17 Démonstration du théordme 2.1.14 : 1) Donnons-nous un tore K-déployé

maximal YO et un point x d'un appartement Afo de (j’o,‘ﬁ) et montrons 1'équi-
valence de A,B,C .
emarque 1 : 81 I est un quasi-immeuble de Q} sur K, U:,k est le fixe~
teur dans Ua de Dx(a-(-k) : ¥z ¢ Af Y ue Ua , u(z) = ze=>alz-x) + QJ:(\I))O H
Dans un sens c'est évident (2.1.13 b)). Dans l'autre écrivons

m(u) =ut.u.u" avec u',u" ¢ U__a; si a(z—x) + q;:(u) €0 z est fixé par u!

et u" (B) et remarque 2). Si u fixe z alors n(u) aussi et d'aprés ) et
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2.1.10 b) on a alz-x) + J{(u) =0 .
Pa

* *
Remarque 2 : Yu € Ua , €écrivons m(u) =u',u,u" avec u't,u" €U a ; alors

wlut) = n(u") = m(u) et (pfa(u') = cpfa(u") = —go)ac(u) .
O a u' = (m(1JL)u”—1m(11)_1)m(u)w.f'1 , donc m(u') = m(u) de plus
tp_;l(u') = 2—10 w(x_a(m(u)mj)) == -21—-0 m(xa(m(u)m:)) = —(pa(u) . Et on proctde de

réme pour u" .,

A =3B : D'apres la remarque 1, i) résulte des conditions o) et B) de 2,1.12, et

N

1i) pour 2 =b de o,B,6 . Il reste & voir ii) pour a et b non colindaires.

on sait (théordme 2.1.2) que 1l'on peut dcrire : (u,u') = nup q avec
?

u, ; € Upa+qb , o le produit est étendu aux couples d'entiers positifs non tous
by 3

doux pairs (p,q) tels que ©pa+gb soit une racine, Alors (u,u') fixe

0o Dx(a+r)n Dx(b+s) et 11 s'agit de montrer que chacun des up fixe C . Hais
td

1'ensemble des points de Afo fixes par up,q est un demi-appartement limité par
un mur paralléle au noyau de pa+gb ; et deux tels noyaux pour des (p,q) dis-
bincts ne sont pas parall®les. Il est facile de voir, (au besoin en faisant le
dessin pour chaque systéme de racines de rang 2), que, si un uP ne fixe pas

’
¢, alors il existe un point z de C fixé par tous les up,q sauf uwn, ce qui
est absurde puisque z  est fixé par (u,u') .

B ==»C : Nous devons vérifier pour La famille qzx les conditions Vo a V5
4 1.1.3. La condition V_ vient de ce que cp;c(u) n'est pas toujours +o et

que ‘P;{(Su) = wla(s)) + (pa(u) . Les conditions V1 et (i) ou V’3 et (ii) sont

¢quivalentes, La condition V4 est claire, Ia condition V’5 est la remarque 2.
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. * * *
51 n ¢ }VIa s u € U_a , ut et u" ¢ Ua avec m(u) =u',u,u" alors

nm(u) = nu’.nu.nu" = m(nu) et on a ¢

]

g2 = ok wly, () = 2L aly (m e "))

= Lc w(x_a(ma.1f1.m(u)—1 ,n-_‘I D))

N

= w(x_a(man)) + 515 w(x_a(m(u)—1n-1))

- %

Al

= 2wl (menen ™)) 4 o wlx (D)

= ¢fa(u—1) + constante ; dlol v, connaissant v, o.

C ==>A : 31 I" est l'immeuble de la donnée radicielle valude, et si ¥ est un
tore K-déployé maximal de (5 , soit A;) 1tappartement de I" associé & ¥ .,
Alors V1 x I" muni des appartements V1 x A’; est un immeuble ENB de % sur K:
&) découle de B) et V3 et y) est évident, V1 X A; est un appartement de
(3’,3) ; les racines a € & s'annulent sur V1 et 1'image d'un élément unipotent
dans corad(‘fﬁ,) est 1, ainsi ﬁ) découle de l'assertion correspondante pour I
(ef 1.1.8). Pour o) on sait que l'opération de N sur V1 x A" a la bonne image
vectorielle, on doit donc regarder llopération de Z . Si 2z € Z , soit v(z) 1e

vecteur de la translation qu'effectue z sur V, x A" ; pour toute racine a la

1
comparaison de 1.1.6 (ii) et 2,1.10 b) permet d'affirmer que a(v(z)) a la bonne
* .
valeur, I1 reste & vérifier les valeurs x(v(Z)) pour 7y € XK(corad(;)) ; mais
alors y s'anmule sur A" et la vérification est évidente.
2) pontrons maintenant les assertions a), b), c¢) du théordme,
b) Soient I un immeuble ENB de 'Zj_ , ¥ un tore XK-déployé maximal et

A 1'appartement correspondant de I , alors la paire (Aé y v') construite en

b4

2.1.10 d) s'identifie canoniquement & 1'appartement Ag, de 1l'immeuble I" de la
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donnée radicielle valuée, (cf ci-dessus C =>A) .

Remarque 3 : Pour tous x € A:f , soient x; R xé leurs images dans

17%2

A:’f = AL , alors pour tout g € G on a une décomposition g =g ng.  oha n ap-

¥ 17 %2

partient & N et g € Gg' fixe V1'Xi pour son action dans I et x:!L pour
son action dans I"
D'apres la décomposition de Bruhat affine (1,1.12 4)) il suffit de voir que

si 85 € G* fixe xi , alors il fixe Vl!.xi ; mais cela résulte de 2,1.10 a) et

d) et de la définition des immeubles (1.1.8 et 2.1.12).

Reprenons la démonstration du b). Soient $' un tore K-déployé maximal, A

jl

l'appartement de I correspondant, x1 € A:f'nA:f , & €G tel que ¢ = g 9% g_'1

donc A = g,Af et x_ = g_1.x € A;f . Introduisons la décomposition de la remar—

91 2 1

que 3, alors, sachant que les actions de N et V1 sur AJ, commutent, on a, pour
tout v € V1 :

-1 -1
SV X = L.V, = VI, = Ve . = V. . = .
g.(v.x)) = g, Tp T BTl Xy T 8 VB EX, = B)V.E, WX, = VX,

Ainsi si X, EAany, s V‘I.x1 CAan:f, et l'action de V1 sur ‘A“j’nA:f'

est la méme dans Af ou A:’,, . On peut ainsi définir une action de V1 sur I .
Cette action commute & 1'action de g , car si un automorphisme intérieur échange
¥ et ¥, il échange X*(j’) RR et X*(:f') ® R en échangeant V1yf et V1,j"
de manidre compatible aux identifications canoniques de V1,f et Vh:f' avec

v_ (ef 2.1.6).

()

Comme tout automorphisme des appartements est induit par V1 (ef 2.1.10 ¢))

on a achevé la démonstration du b),
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c) D'aprés 2.1.10 d), on voit que I' est un immeuble ENB de %’ sur
K ; comme on & vu ci-dessus (C éA) que V1 x I" est un immeuble ENB de (’3 sur
K , il suffit pour montrer le c) de montrer que I' s'identifie canoniquement & IY
Soient ¥ un tore K-déployé maximal, x1 ' X, deux points de Aj’ et x1' .
xé leurs images dans A-} . La remarque 3 monire que, pour tout g dans ¢, on
a x! =g xé dans I' si et seulement si il existe n dans N tel que

1

x1' =n x! et que g_1.n fixe xé dans I' , Mais comme N agit de la méme ma~-
nidre sur A“’; et Ajg , la remarque % montre que le fixateur de xé € A.} = A:"; est
le méme si on considére xé dans I' ou dans I" ., Par définition méme de 1'im~
meuble I" (1.1.8 et 1.1.10), l'identification canonique de A;, et A‘j‘, fournit
une identification canonique de I' et I .,

a) Etant donnée la remarque 1, l'axiome &) des immeubles ENB est équiva-
lent & l'axiome ii) pour a = b , d'oh la premidre assertion du a). Pour montrer
1tunicité de 1'immeuble il suffit d'aprés la partie c) de montrer que si T est
un immeuble ENB , I est isomorphe & V1 x I' .,

Choisissonsg un point spécial x de Aj, , et notons A} le sous espace affine
de Af enveloppe convexe de (zn G').x ; il est clair que I1 = G'.A} est un
immeuble ENB de %’ , et c'est donc un relévement de I' = I d'aprés l'assertion
dtunicité déja démontrée au c) pour les semi-simples, Alors, comme ensemble muni
d'appartements, I est isomorphe & V1 X I1 et i1 s'agit de vérifier que l'action
de @ est la méme sur les deux termes, C'est clair pour un élément de @' , et
comre les tores K-déployés maximaux de (5 sont conjugués par @' , il suffit

d'identifier les actions de N(§) sur Ay et Ai, = V1 X A; = V1 X A;, , ce qui
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est immédiat,

Remargue 2.1.18 : Les assertions suivantes modifides de celles du théoréme
2.1.14 sont équivalentes : (A') : g, a un quasi-immeuble ; (B') = (B , sauf ii)
pour a = b) ; (c') : (px est une quasi-valuation, En effet on a vu en 1,1.8
qulune quasi-valuation permet de construire un immeuble ; les autres implications
se démontrent comme en 2,1.17.

On peut se denander si l'existence d'un quasi-immeuble implique 1l'existence
d'un immeuble BENB ; clest vral pour  dense (lemme suivant) ou si l%} n'a pas
de facteur de type relatif BC1 (lemme 1.1.4). De plus le lemme suivant et les
résultats 2,3.1a et 5.1.1 & venir, montrent que si K est hensélien et si % a
un quasi-immeuble sur toute extension galoisienne finie modérément ramifiée 1 de
X , alors Q} a un immeuble sur K.

Jemme 2.1.19 : Supposons la valuation w dense, alors l'assertion B ii) de

2.1.14 pour a =1b est une conséquence de l'assertion B i).

Démonstration : 1) Pour toute extension L de K , pour tout s € (L) et
2

tous u,u' € ‘bLa(L) on a (s wu') = S(u,u') :

on peut ne considérer que des extensions L/K qui déploient un tore maximal
K-défini ¢ contenant < . Alors ’lba® I, est isomorphe am produit des ‘ll,b pour
b e o) et bH, =a ou 2a, Mais si b et b' vérifient cette relation,
alors forcément b + 2b' et 2b 4+ b' ne sont plus des racines et : Y u €’|1,b(L)
Yut ¢ 'll,b,,(L) (u,u') € %b+b,(L) . Avec les notations de 2.1.16 a) les formules de
Chevalley montrent que : (xb(t),xb.,(t')) = xb+b"()‘ttl) avec )\ = i’t ,i2 ,i3 .

2
on a alors : (% x (8),x,,(51)) = (5, (6(s7)8) 0 (81)) = (x(a(s)?8), (1))
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. s
= xb+b.((2a)(s)xtt') = xb+b_,()\tt') .
On a donc montré le résultat pour un systéme de générateurs de ‘u,a(L) s mais

si x,¥ € ’ll»a(L) , alors (x,y) €‘lb2a(L) et commte & 'u,a(L) , on a donc, pour

x5, %, . Y, ¥, €u,(n)
(ey2y09,5,) = x1x2y1y2x-2-1x:1y;1y:1 = (03, )x1y1x2y2x;1x—1-1y;1y:1 o t
= (xz’y1)(Xz’yz)x1y1y2x.1-1y-2.1y:1 Nﬁ:{i*‘}i{:& \W‘w'
= (xz,y1)(xg,yz)(x1,§1)y1x1y2x;1y;1y:1 dﬁ %:’z». 1;‘
= (xz,y1)(x2,y2)(x1,y1)(x1,yz) . ):-na',/‘ny;,)= s (7‘,,_‘19) ¥

(:4/'4:111’

Bt le résultat annoncé est vrai en général car vrai pour des générateurs,
*

2) Soient wuw,u! € Ua et Sn une suite d'éléments de S telle que m(a(sn))
tende vers % (cpz(u')- (p:(u)) par valeurs supérieures, Alors

2
x5 Y . X
q:a( nu) = 2m(a(sn)) + cpa(u) > q;a(u ) ; et comme les Ua,k sont des groupes,
X S2 [ 52 ' Sn '
9, ((™w,ut)) » g (u') . pone 29 (u') < g, (( fu,ut)) =g, (Plu,u’))

= gy, ((u,ut)) +2 wlals ) .

Oon obtient alors le résultat cherché en passant & la limite,

Remarque : Ia premi®re partie de la démonstration ci-dessus équiveut au ré-
s 3 : y < . 3 ' . . d .
ultat connu suivant : L'application de ('u,a/'RZa) % (%a/héa) dans M’za induite
par 1l'application "commutateur” est bilindaire (pour les structures de schémas en

espace vectoriel introduites en 2.3.2).
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§2 Métriques et bormologies

Définition 2,2.1 : Si I est un immeuble ENB de [? sur K , on appelle

nétrique invariante syr I wune métrigue de I telle que @

-~ G agit sur 1 par des isométries,

- Sur tout appartement la métrique induite est euclidienme,

Proposition 2.2.2 : 1) Soit Af un appartement de I ; l'application gqui
0

a une métrique invariante sur I associe sa restriction & A_-J’ est une bijec—
o

tion de l'ensemble des rnétrigues invariantes, sur l'ensemble des métriques eucli-

diennes de A associées & un produit scalaire invariant par le groupe de Yeyl.

fO

11 existe done des métriques invariantes sur I .

”) 81 I est 1'immeuble centré IK(‘f') , les espaces euclidiens A sont

{

les sommes orthogonales de V t A;, , pour toute métrigue invariante,

-

Démonstration : On peut supposer que I = IK(%) . Uue métrique invariante

induit cur A = A une wétrique euclidienne pour laquelle v{(ll) ecst un groupe

b1

o]

d'isométries, le produit scalaire associé sur l'espace V des translations est
donce invariant par Vv(N) = Vw .

Deux métriques invariantes qui induisent la méme métrique sur A , induisent
la méme sur tous les appartements, elles coincident donc, car deux points sont
toujours contenus dans un méme appartement,

Considérons sur V un produit scalaire invariant par Vw , les coracines
ztidentifient donc, & une constante prés, aux racines correspondantes et V1 est

orthogonal & toutes les coracines, Ainsi A

E

est somme orthogonale de V1 et

N
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A.} . on sait (1.1.9 4)) qutil existe sur I;{(f?) une métrique invariapte induisant

sur A:'f la métrique euclidienne donnée. D'autre part ¢ agit sur V1 par des
translations, la métrique sur I cherchée est la somme euclidienne

(e a((x,y),(x',5'))? = alx,x")? + a(3,5")?) de la métrigue sur I' et de celle

sur V1.

2.2.% Normalisation : a) si f? est déployé on dit qu'un produit scalaire

Vy-invariant sur V = X*(-f) ®R est pormalisé si, pour le produit scalaire in-

duit dans le dual X*U) ®R de V , les racines courtes ont pour norme 1, Ia

norme d'une racine peut alors &tre 1 , Y2 ou V3 .

b) Si Q’}, n'est pas déployé on choisit un tore maximal € contenant ¥

(non forcément k-défini). On appelle produit scalaire normalisé sur
Vv = X*(!) ®R , un produit scalaire induit par un produit scalaire normalisé sur
X*("G) ®R . Comme vw(f) stidentifie & la restriction & X*(:P) de la partie du
groupe de Weyl absolu Vw("e) qui stabilise X*(:P) , (ef [1 H 5.5]), un produit
scalaire normalisé est Vy-invariant,
Cette définition est indépendante du choix de ¥ , car 3,(?{) permute transi-

tivement les °€ en échangeant les systdmes de racines,

¢) On appelle métrigue normalisée sur un appartement Aj’ de (5,3,) une
métrique induite par un produit scalaire normalisé sur V = X*(f) dR .

d) si I est un immeuble ENB de d} sur X , on appelle méirigue norma-

lisée sur I une métrique invariante qui induit sur un appertement, (donc sur

tous), une métrique normalisée,
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Remarques 2.2.4 : a) Deux métriques normalisdes sur 1'immeuble centré IK(%)

coincident sur II,{(%') . Par contre la métrique euclidienne induite par une métri-
que normalisée sur V1 est quelconque,

b) si d1 et d2 sont deux métriques invariantes sur un immeuble ENB

1 de Q{'} , elles sont fortement équivalentes :

301,0, >0 tels que Vx,y €1 c1d1(x,y) £ dz(x,y) < 62d1(X,Y) .

BEn effet il suffit de le vérifier pour deux métriques euclidiennes sur un
méme espace affine (de dimension finie).

¢) Dans toute la suite, un immeuble ENB de Q} sur K sera toujours

considéré comme muni de la collection de ses métriques normalisées,

Définition 2,2,5 (cf [11 ; 3.1.1]) : Une bornologie sur un ensemble X est
un ensemble ® de parties de X , dites parties bornées, stable par réunion
finie, contenant les points de X et tel que M €B et N' <M entrafne

M' €% . 51 X est un groupe, on dit que B est compatible avec la loi de groupe

ou fait de X un groupe bornolozigue, si M,M!' € B entraine I\'{”M' €‘B .

Exemples 2.2.6 a) Si X est un ensemble, on appelle structure lipschit—

zienne sur X , la donnée d'un systdme complet (di) de métri;lues fortement
équivalentes, Ainsi un immeuble ENB de *'ﬁ a une structure lipschitzienne canonique,
3i (X,(di)) est un espace Lipschitzien 1'ensemble des parties de X bor—
nées pour une métrique di , forme une bornologie sur X .
b) Si X' est un groupe bornologique et ¢ : X ~ X' un homomorrhisme
de groupes, l'ensemble des parties de X dont 1'image dans X' est bornée, est

une bornologie sur X compatible avec la loi de groupe de X et appelée image
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réciprogue de la bornologie de X' par ¢ .

c) Soit (X,(di)) un espace Lipschitzien, On note Bilip(x,(di)) le
groupe des bijections lipschitziennes dans les deux sens, c'est & dire telles que
1'image réciproque d'une métrique di est une métrique fortement équivalente,

Alors Bilip(x,(di)) est un groupe bornologique si on considére comme bor-
nées les parties M du groupe telles que :

(i) Pour toute partie borné; Y de X , l'ensemble des g(x) et
g—1(x) pour g €M et x € Y est borné dans X .

si M est formé d'isométries pour une des métriques di , la condition pré-
cédente est équivalente & :

(ii) Il existe un point x de X tel que l'ensemble des g(x) pour
g € M soit borné dans X .

Exemple 2.2.7 : 1) Soit 'Ij = gpec(R) un schéma algébrique affine sur le
corps valué (K,w) , on appelle bornologie naturelle sur l'ensemble Y ='Ilj,(K) ,
la bornologie dont les parties bornées sont les parties X vérifiant les condi~
tions équivalentes suivantes :

(i) pour tout £ €‘ R, f(X) est une partie bornde de K , clest &
dire : 3c €R telque Vyex wlE(y))ye.

(ii) fi(x) est une partie bornde de X , pour des fonctions f1,...,fn
engendrant la K-algébre R .

2) on a les propriétés suivantes :

a) L'image d'un borné par un morphisme de schémas affines est un borné,

b) La bornologie induite par la bornologie naturelle de Y sur un sous
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schéma affine fermé ’ly de ’5}' est la bornologie naturelle de Y' .,

c) Les bornés naturels de GLn(K) sont les ensembles de matrices &
coefficients et & inverse de déterminant bornés,

d) Si fL‘;{ est un schéma en groupe, ’(}(K) est un groupe bornologique
(¢r8ce & b), on se ramdéne au cas c) ).

e) Si (L,m) est une extension valuéde de (K,w) , la bornologie natu~
relle sur ’I,L(L) induit sur ~L(K) la bornologie naturelle,

Lemme 2.2,.8 : L'image réciproque de la bornologie naturelle par un morphisme

entier est la bornologie naturelle,

Démonstration : Soient g : Spec(R) - Spec(R') ce morphisme et K un borné
de 3pec(R')(K) ; d'aprés 2.2.7 a) il suffit de montrer que g—1 (1) est borné,
51 f €R , T vérifie une équation de dépendance intégrale dont les coefficients

*

sont de la forme g (fi) pour I"i € R' ; comme les fi sont bornés sur ¥, f
est borné sur g '(m) .

2.2.9 Soit Q}d un groupe réductif sur K , considérons la condition :

(DA) Une partie M de c%(K) est bornée si et seulement si pour tout

* - z
x €% (%' ), x(1) est borné dans K.

X

Renarque : Un des sens de 1'équivalence est toujours vrai, l'autre est vrai,
par exemple, pour les tores déployés, D'aprés le lemme ci-dessous, la condition
(pA) pour un groupe réductif ‘ﬁ,’ , se vérifie sur le groupe dérivé q}; , le tore
anisotrope “c;a et le tore déployé du radical de %1 . Le groupe (31 vérifie donc
(pA) si et seulement si @' et Ta sont bornés, Cela implique que % est aniso-

1

trope sur K ; nous verrons la réciproque pour X hensélien (5.2.3).

m{!’l;- -
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Lemme 2,2.10 : La condition (DA) est invariante par isogénie centrale,
*
Démonstration : Soit g @ Q“ —.’S’Z une isogénie centrale, alors XK(gg)
*
s'identifie & un sous Zmodule d'indice fini de XK(%1) et comme cette isogénie
est un morphisme fini donc entier, le lemme 2,2,8 montre gque si qz vérifie
&

(DA), "5’1 aussi,

Pour la réciproque, considérons les isogénies centrales :

rad(? ) x S;' - ¢ - corad((g, ) x gad y
h 1 9’1 % 2 2

on est donc ramené & considérer deux cas :

1) 5 est semi~simple, vérifie (DA) et ¢ est le groupe adjoint %,ad

1 2 1
de .
%

Considérons une représentation lindaire fidéle p de 94 dans V(V) . On
peut alors définir la représentation p1 de (51 dans %,E(End(v)) par
p1(g).h = plg)oho p(g—1) . Soit E 1le sous espace vectoriel de End(V) engen-
dré par p(G1) 3 comme c.1 est Zariski—-&ense dans %’1 , B est stable par
p1(g1) et on obtient une représentation N de %’;1 dans V(E) . Comme p
était fidéle, le noyau de P, est le centre de C§1 , on en déduit donc une repré-

> ad
sentation fidele de = dans () . Mais = 5(g.) est un sous-
N % =% ¥ b ° e

schéma fermé du K-schéma vectoriel construit sur le K-espace vectoriel E ; comme

'{h est stable par pz(%) il est stable par ﬂ(%) . Ainsi G2 stabilise

it

*
p(G1) , qui, par hypoth®se, est borné, (puisque X (%1) {o}), done G2 est bor-

né (2.2.7 a), b), c)) et ?}2 vérifie (pA).

.
>

2) 9, ot G, sont des tores et @, vérifie (DA)
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. . *
I1 existe un entier N ¢ N tel que ltapplication s’ 8
£,
1

2

P, . . R igme
¢lévation & la puissance N = = de € dans ¢ i
b th s 4;7‘,1 se factorise X

R ]

-

rar Gf"‘ . Ern effet pour montrer cette existence et cette facto—
rication on peut cupposer K algébriquement clos et alors raisonner sur les
caractéres de 31 et ﬁz , ([_13 5 IV §1 no 1]). On a ainsi une isogénie centrale

de Qj sur A{’” , donc 4, vérifie (DA).
E &2

Tnéoréme 2.2,11, Solent I un_immeuble ENB de % sur K, § un tore

K-déployé moxinal de (] , A_-;’ 1'appartement correspondant de I et x un point

de AJ’ , les conditions suivantes sont équivalentes :

PN :
(i) La bornologie naturelle de ¢ est la bornologie image réciprogue

de la bornologie du groupe des bijections bilipschitziennes de T .

(1i) Le stabilisateur dans @ d'une partie bornde guelconque de T

et borrd,

(iii)le fixateur dang ¢ d'up point domnmé y de I est borné,

r~ -

‘.

{(iv) 0 - Ker(v : N{f) = Aut(Ay)) ot les U: © Sont bornds, pour

?

KER .

(v) z' etles Ul

ok sont bornés ; rad(}) vérifie (DA).

(vi) ,u(’j}(K) et les U~

ak sont bornés ; corad(;) vérifie (DA).

Remargue : Quand on parle de bornés dans G sans préciser, il s'agit de
bornés naturels, Cotr
1
Démonstration : (i) == (ii) = (iii) : évident.

(iii) == (iv) : Par conjugaison dans fg, l'assertion (iii) est vraie pour

les points y d'un réseau de l'espace Aj’ . Alors H , qui fixe chacun de ces
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points, et chaque U;{,k , qui fixe un de ces points, sont-bornés.

(iv) == (v) : 2! et le groupe des points dans K du tore anisotrope de
rad(}) sont conternus dans H ; d'ou le résultat (2.2.9).

(v) &= (vi) = les U:,k sont bornés et 5 vérifie (pa) (2.2.10).

Supposons (vi), alors 5 vérifie (DA), et la bornologie naturelle de Z
cotncide avec la bornologie image réciproque de l'action de Z sur Af ;s i1 en
est donc de méme pour N puisque N/Z Ves’c fini, De plus Ua n'est pas borné,
puisque w(}\X(U:)) = ZC(p:(UZ) n'est pas borné inférieurement (2.1.5) et que )\X
est une fonction régulidre sur ’lLa (2.1.4) ; et, par hypothese de (vi), les
U); x sont bornés. Enfin pour la bornologie image réciproque de l'action de G

s
sur I , Ua n'est pas borné ([11 H 8.1.8]) et les U;C’k le sont. les deux bor-
nologies sur G coincident donc d'aprés [11 ; 8.1.5] .

péfinition 2.2.12 : On dit qu'un immeuble éventuellement non bornologique I
de q& sur K , est un_immeuble (bornologique) de % sur XK, si I satisfait
aux conditions équivalentes (1), (4i), (iii) du théoreme,

Remarques 2.2.13 3 a) Les groupes U:,k ne dépendent de x qu'i une trans-
lation prés sur les indices k € R , ils ne dépendent (ainsi que H , rad(}) et
corad(?)) de ¥ qu'd conjugaison prés ; les conditions (iv), (v), (vi) sont
donc indépendantes du couple (f,x) choisi.

b) Comme les conditions (iv), (v) et (vi) du théoréme ne dépendent pas
de 1'immeuble ENB, on voit que si % a un immeuble sur K , tout quasi-immeuble
de Q} sur K est un immeuble (cf. 2.1.14 2)a)).

¢) 11 peut exister des groupes réductifs qui ont des immeubles ENB sans
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avoir d'immeuble, C'est le cas de tous les tores anisotropes dont le groupe des
points rationnels n'est pas borné, Pour cela il est nécessaire que K ne soit
pas hensélien, (5.2_4).

Exemples 2.2.14 : a) si %‘ est déployé sur X , il a un immeuble sur K :
En effet % a un imneuble ENB (2.1.16 a),‘Z' est réduit & un point,
rad(}) =9 est un tore déployé, donc vérifie (pA) (2.2.9) ; enfin U:,k est le
sroupe additif des éléments de %a(K) = #dd(K) = X de valuation au moins k ,
il est donc borné : on conclut gréce & (vi).
b) 3i @ a un immeuble sur K , 6' aussi : cela résulte de 2.1.14 c)
‘et de la caractérisation (iv).
¢) oi 9 est un tore ou un groupe réductif anisotrope, alors g a un

immeuble si et seulement si g vérifie (pa), (cf. 2.1.16 b), ¢) et 2.2.9).

d) & et § ont des immeubles si et seulement si ¢, x ¢ en a un :
) G, b2 § <%

cela résulte de 2.1.16 d) et de la caractérisation (iii),

e) L'existence d'un immeuble est invariante par isogénie centrale
cela résulte de 2.1.16 e), de la caractériration (v) et du lemme :.2.10, On a
déjh noté en 2.1.16 e) que les Uz,k sont les mémes pour deux groupes centrale-—
inent isogénes.

f) Le résultat précédent permet d'étendre le résultat du d) au cas

des produits presque directs, On peut donc ramener 1'étude des immeubles aux cas

des tores et des groupes simples.

oy
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\

conjecture 2.2.15 (cf [8] et [30]) : g, a un immeuble sur X , d%s gue X

est hensélien,

Remargues : On verra en 5.,2.4 et 2.3.9, que cette conjecture de Bruhat et
Tits se réduit & montrer que %, a un immeuble ENB sur K complet, On a déja
signalé en 2,1,18 que si % a un quasi-immeuble sur toute extension finie (donc
compleéte) du corps complet K , alors (g a un immeuble sur X .

Oon peut reformuler la conjecture (voir 2.3.1).



I1.33
£3 Passage au corps complété ; corps hensélien,

Propocition 2.3.1 @ a) Si l? a_méme ranc relatif sur K et sur une extension

valuée L , et si 133, a un immeuble sur L , il en a un sur K. De plus I (([1)
L

est le sous~G-ensewble de IL(GY) réunion des appartements A)? de IL(§) pour ¢
¢ .

tore K-déployé maximal de (, et ces A, sont les appartements de I () .

L) 5i L est une extension algébrigue valude de X et si (Li) est

une famille de sous—extensions dont la réunion est I , alors, si ¢ &un immeuble

ENB sur chaque Li , il en a un sur L .

m

Remargue : La conjecture de Bruhat-Tits s'écrit donc : Y a un immeuble sur

K , d&s que \i"i a méme rang relatif sur K et son complété K .

Démonstration de la proposition :

a) soit ¥ un tore K~déployé maximal, c'est donc aussi un tore I-déployé
maxinal, et un appartement A,’,, de (F Q@1 ,(5’}8 1) est aussi un appartement de
(j‘,()) s choisissons un point x € A,? . Alors tout ce gque 1'on construit pour K,
(ua s (,,Z = A7, v) , est induit par ce que l'or construit pour L , et il en
cot de mfme pour la tornologie naturelle (2.2.7 e). On conclut gréce & 2,1.14 B
ot o011 (v),

b) On peut supposer que % a méme rang relatif sur I et chacun des

x X . g . . R .
Li , alors Ua,k(L) = Li)Ua,k(Li) et la vérification des assertions (:L) et (:L:L)

de 2.1,14 B est immédiate.

Lemme 2,3,2 : Soient ¥ un tore K-déployé maximal de % , 1\.? un appartement

de G.4), x¢ Ay et a une racine de % par rapport & 7 ; rappelons que si
& '

?a n'est pas une racine, on note 'd,za = {1} .
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1) Il existe sur le guotient ‘llaa/’lLZa une structure de schéma en espace

vectoriel de dimension finie, définie sur K , telle gue, pour toute extension I

de K et tout s € ¥(1) 1'automorphisme intérieur Int(s) induise 1'homothétie

de rapport a(s). Qes conditions déterminent uniquement la structure. §i I  4é-

ploie ur tore maximal % contenant ¥ , cette structure sur (’h',a/‘lLZa)®L est

celle fournie par 1'identification de ('U,a/'U,Za)®L avec le produit commutatif

= & .

es W, =&dd pour b € (@) et b
b (6) et g

2) Supposons % défini sur un sous—-corps K1 . Soit f un asutomorphisme

algébrique de fﬁ sur K (resp_, un élément du groupe des automorphismes de 1'ex—

tension K/K1), alors f(a) egt une racine de Q:f relative au tore k-déployé maxi-

mal f(f) et pour tout u € (‘llaa/MIZa)(K) et_tout p € K ona :

£(pon) = pf(w) (zesp = £(p)- £(u)) calould dans by y/%(, ))(K)).

%) IL existe un sous-schéma V¥ de "u,a , K-défini, stable pour l'action

. s ' . . . ﬂ
de § ei isomorphe & 'u'a/lu'za par ll'application canonigue de ‘u,a dans ua/d’,a .

Ainsi 1'application produit de "ll,za x ¥ dans ’u,a est un isomorphisme,

Joit I une extension valuée de K , 5i u € ('ufa/'uga)(L) notons encore u

le reléverent de u  dans 'U(L) , alors pour tout p € L, ona :

o () = a(p) + g, () .
Démonstration : 1) L'unicité de la structure est claire et 1'existence résulte
de [1:3.17].
2) Pour tout s € F(X) et tout u € ('LLa/%Za)(K) , ona
f(a(s).u) = f(su) = f(s)f(u) = [f(a).f(s)].f(u) et f(a).f(s) = a(s) (resp,

= f{a(s))). L'application de K .dans (ua/uZa)(K) qui & p associe
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f—1(p.f(u)) (resp. f—1(f(p).i‘(u))) est polyndmiale et coincide avec 1'applica-
tion pelyrémiale qui & p associe p.u , pour ure infinité de valeurs de la forme
a(s) , hvee o €;4’(K) . Les deux applicétions sont donc identiques,

3) Oun peubt supposer que (.éj, est engendré par é, . 'lLa et ’ib_a , et aussi
que iﬁ( ¢st adjoint, Considérons une extension galoisienne finie ' de K aqui

déploic un tore moximal de @ contenant ¥, alors il existe un relévement ¥'
e

de ’Lia/ii,‘a stable par  §, défini sur L' mais & priori pas sur X .
soit (uﬁ b, o une base de (U /U _)(K) , pour tout i il existe un reldve-
ii=1,p a e

sent v, de u, dans v, ([13;1v §4 3.7.b]). Choisissons des applications coor—

données Y1 reses ¥, sUT it a et soient X1 veea ’Xp les applications coordonndes

&

sur V' correspondant & la base (uj). Comme 'U.'a cst isomorphe 2 'li:,a x ¥, on

o, . i i
peut considérer que vj a pour coordonnées (y1 seen ,yl ) sur ’lL,)a et
= ) et

(01eeey0,7,0500.,0) sur ',

Soit V. le gous—schéma, défini sur L' de ”u,a = u'Za x ¥ d'équations :

? pour k = t,...,n . Alors V. est un reldve-
i i

. . i
XJ = (O pour J #£ i et Y}; = Yy X
ment du sous—schéma en espace vectoriel de ’u‘a /IUI’a engendré par uy et il est

stable par ¥ . Hais Y(K).vi est dense dans 'Ui et formé de points rationnels
sur ¥ ; ainsi ‘Vi est défini sur K.

Le sous—schéma 'V de %a image de 'V1 ><...><’Up par l'application produit
ent défini sur K , stable par l'action de ¥ et est un reldvement de %a/'-bza .

q0it I une extension valuée de X ; d'aprés 1l'hypothése faite sur (g, , pour
Lo ; ?
F ‘ o ¢

. I BV A
tout p dans 1" il existe s dans F(1) tel que a(sp) =p. 81 wev(n),
m

pou est alors s .u.,s;1 , et la dernidre formule de 2.3.2 résulte de 2.1.5.
1w
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Proposition 2.%3,3 : Si le K-grouve réductif Q} 2 un immeuble BENR sur K et
s'il a méme rang relatif sur K et son complété X , alors il a un immeuble ENB

sur KX .

Remargue : D'aprés 5.2.4, alors % a un immeuble sur K et denc aussi sur

Démonstration : Soient I wun tore K-déployé maximal, A-j’ un appartement de
(5”,9) et x un point de Aj’ 3 alors tout ce que 1l'on construit pour X , (‘h'/a f
(p;( , } , &, v) , est induit par ce que 1'on construit pour IA{ . Montrons les
assertions i) et ii) de 2.1.14 B).

La valuation induit une topologie séparée sur g(%} et, d'aprés le lemme
2.3.2, Ua est dense dans %a(lz). D'autre part par construction, llapplication cpz
de 'U:a(lz) dans R est continue, 1l'assertion (1) pour I} se déduit donc par con-
tinuité de 1'assertion (i) pour X . D'autre part dans la décomposition
(u,u') = nup q les u sont des fonctions continues de u et wu' (cf

Remarque 2.1.2) ; on démontre donc de méme l'assertion (ii) pour X .

Proposition 2.3.4 : Supposons K complet,

Soient ¥ un tore K—déglo\xé maximal, A:’> un_appartement de (j’,’j) et x un

point de Af , alors :
1) les U: o sont bornés (pour Xk € R).
i

2) 8i de plus les Uz x sont des sous—groupes de U_, alors Ua , £il-
Y a ' = =

tré par les Ux x est un grodpe complet. Plus précisément 1'isomorphisme cons-—
&,

truit en 2.3.2 3) de "d.a sur_un K-espace affine, introduit dans Ua une filtra-

tion par les valuations des coordonnées aui est équivalente & la filtration par
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les sous—groupes Uz,k .

Remarques : 1) 8i on suppose que les Uz,k sont des sous-groupes de Ua ,
alorc on peut démontrer cette proposition sans faire référence au résultat de
Greenberg généralisé dans 1'amnexe ; (ef [30]).

2) I1 résulte de 2.3.9 ci-dessous que l'assertion 1) de la proposition
est encore velable pour X hensélien, Alors la seconde partie de l'assertion 2

se démontre pour K-hensélien comme ci-dessous, Le seul résultat non valzble pour

K hensélien non complet est la complétion de Ua .

Démonstratior de la proposition : 1) a) D'aprds le lemme 2.3.2, la X algkbre

R des fonctions régulidres sur 'il»a , est un anneau de polynémes :
R = K[f1”"’fn] 3 on peut de plus supposer chaque fonction fi S-homogéne de
derré a ou 2a (i.e. Yu € U, > V?s £€s, fi(su) = a(s)fi(u) ou a(s)afi(u) ;
en particulier fi(1) = 0)_ on sait (2.1.4) que }\X est S-homogéne de degré
s.c,a et que )\X(U:) € K* . Quitte & multiplier )\X par une constante, c'est &
dire a ajouter une constante & (p: , on peut supposer gue }\x est un polynbme en
leo fi , & coefficients dans GK .

h) Soit p € K tel que w(p) > 0 et ]o,%}ﬁ[nw(a(s)) # @ . Considé-
rons le C’K—schéma algébrique affine ’l’i = Spec(Ri) défini par
Ry = GK[fV""fn , gi]/(figi— p) . Alors U’i(ﬁK) est l'ensemble des points u de
Ua tels que : m(fj(u)) >0 Vj =1,...,0n et w(fi(u)) < W(H)-

5i V! = Spec(Ri/()\X)) , on a ‘I):'L(QK) = ; en effet

01(0,) cv (@0 @ (x)-e (k) ¥”i(0K) n{1} =¢ (2.1.1 et 2.1.4). D'aprés un

résultat de Greenberg (A3, en annexe) appliqué & ¥ = 'VJf_ , 11 existe un nombre
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réel a4 tel que pour tout wu € Vi(ﬂK) on a w()\x(u)) <4 .

c) Notons q = sup (qi) . Soient wu ¢ U, et i tels que
i

ini‘(m(fi(u))) = m(fi (w)) = t+ . comme fi est homogéne de degré b = a ou 2a ,
i [o) [o]

u e’UiO(GK) , dtou

il existe s €8S tel que 0 ¢ ~w(b(s)) ++ £ w(u) . Alors
S“1
w(hx( u)) ¢ q . On a donc :
w(xx(u)) ¢ a+2.c.wla(s)) ¢ g+2c.t (ou g+c.t) .

N . ' k-q k-
d) Ainsi VYu € U;C,k , Yi=1,...,n, on a : w(fi(u)) >,Inf(-2—cq,Tq)

et UX est donc borné,
a,k

2) a) Choisissons des bases (u1,...,un) de U2a et (v1,...,vp) de Vv,

(cf 2.¢3.2 3)), ol les éléments uy et Vj sont dans U;c 0" Alors tout é1ément
’

w€u,, (resp. v € V) peut se représenter par un vecteur y=(y1,...,yn) ¢ K
(resp, x = (x1,...,xp) € KP). Mais tout élément de Ua s'écrit d'une manidre
unique comme un produit vxu avec v €V et u € U2a , on peut donc le repré-
senter par un vecteur (x,y) € Km-p . La multiplication de Ua est alors donnde
par : (x,y)(x',y') = (xex' , y+y' + £(x,x')) ol f est un polyndme en x,x' tel
que f(O,x') =f(x,0) =0.

b) Notons Ué,k = {(%,y) ¢ Ua/m(xj) >k, m(yi) y k} . Alors dtaprés
le choix des bases (ui) y (vj) et comme les U:,k' sont des sous—groupés de Ua ,
le lemme 2,3.2 montre gque U;,kc U:,k , poﬁr tout k € R . D'aprés la premidre
partie de cette démonstration (1.d), il existe une constante réelle a4 ,
(0 <A< 1), telle que pour k assez grand on ait : U}ac,k c U;,Ak .

c) La distance d_ dans Ua induite par la filtration par les valua-

tions des coordonnées est donnée par :
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- Log(d1((x,y),(x',y'))) inf{w(xj—xs),m(yi—yi)i

supik € R/(x~x',7~y') € U;,k} .

la distance d, dans Ua induite par la filtration par les sous-groupes

X

t donné ar
a,k es e p

U
X

- Log(a, ((x,¥), (x*,y"))) = suplk € B/Ge,y)(xt,y )T € Ua,k}

]

supfk € R/(x~x',y=y'=f(x—x',x')) ¢ Uz’k§ .
D'aprds la partie b) ci~dessus d2 donne la méme topologie et les mémes
suites de Cauchy gque d5 définie par :
- Log(dB((x,y),(x',y'))) = sup{k ¢ R/(x=x',y-y'=f(x-x",x")) € U;,k} .
D'aprés les propridtés du polynfime f indiquées dans la partie a) ci~-dessus,

d1 et d_ donnent la mfme topologie et les mémes suites de Cauchy, cqgfd,
7

Proposition 2.3.5 : Supposons gue % ait méme rang relatif sur X et son

a ~

complété X , et gu'il ait un immeuble sur K ; alors il a un immeublce sur KX .

comme G-ensemble avec métri-

De plus Ik@i) s'identifie canoniquement & I%Qﬁ) R

gues normalisdes ; les appartements de IKﬂg) sont les appartements de Iﬁ@ﬁ)

~

correspondants aux tores K-déployés maximaux, définis et déployés sur K.

Démonstration : L'existence d'un immeuble sur X a été prouvée en 2,%,1.

goit f un tore K-déployé maximal, qui est donc K-déployé maximal, 1l'appartement

centré A =V X Al

de I_(8) s'identifie canoniquement & l'appartement
EIR ST Sl ) d P

4 - e N inj i Y = Q. =
centré Af,K de IK(ﬁ) et on a donc une injection de IK G A?,K

v x {G.8Y ) dans I~ ; il s'agit de montrer que c'est une bijection et il
1,K ¥,K K

suffit de s'en assurer sur T' et TL , Sodient y € I. et x € A CcI' < I
K X K 1 K K

un point spécial pris comme origine de A' . Il existe un appartement de Il

5 X
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.

contenant x et y ; et comme U{x}(K) egt transitif sur les appartements de
1 . . »
Ii contenant x (1.1.9 2b))’ il existe g ¢ U{X}(K) et z € A} tels que
Y = g.2 . La structure de U{x}(K) (1.1.7 2)) montre que, quitte & changer 1z ,

on peut supposer que g est produit d'éléments u, € U: O(K) pour les racines s
b

red s
de & telles que alz-x) < 0 . D'aprés 2.3.2 et 2.3.4 , pour tout k 3y 0 il

. b 4 X -
t ' t ' ' & Vaxi
existe ua € Ua,o(K) el que ua € ua‘Ua,k(K) . D'apres 1l'axiome V3 de 1.1.3 ,

1 . . >
g .mu) appartient au produit des groupes U: k(K) , c'est-b~dire fixe 2z , si
a ’

k est assez grand, Alors y = g.z = (nu;)z est dans Ik R

Corollaire 2.%.6 : Sous les hypothdses de 2.3,5 , les parties borndes des

appartements de Iﬁ(g) sont contenues dans des appartements de IK0€>'
Démonstration : En effet une partie bornde d'appartement est contenue dans

1l'enclos de deux points,

s &
Proposition 2,3,7 : Supposons X complet et soit T un immeuble de g, suxr
un

K ; alors toute partie de I isométrique (pour une métrique invariante) a

espace euclidien, est un sous-espace affine d'un appartement.

\

Démonstration : D'aprds la proposition 1.3,9 , il suffit de le montrer pour

.

une partie A isométrique & une droite, on est donc ramené au lemme suivant,

Lemme 2,%3,8 : Supposons K gomplet ; soient I wun immeuble de 3 sur K,

A" une partie de I et A" une partie de . I isométrigque & une demi-droite,

tels gue :

~ llorigine x de A" est dans A' ,

- pour tout point y de A" , il existe un appartement de I contenant
y et A
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alors il existe un appartement de I gcontenant A!' et A" .

Démonstration : Soit AJ’ un appartement de I contenant A' et un point

y € A" , y distinct de x ; choisissons x comme origine de A—? . Considérons

@ = {a € w(f)/alx) > aly)} et, pour tout k € R , les groupes Vv, engendrés

par les groupes, P ., N Ux pour a dans & , Si k' 3 k30, V est un sous—
A a,k 1 k'

groupe distingué de V, . Considérons une suite VR £2 SETTRYS AP de points

k

de A" , telle que d(yi,x) croisse et tende vers 1'infini ; alors il existe une

suite de couples (fn,An) formés d'un élément de G et d'un appartement de 7T ,

~

et A =1 A contient A' et ¥y

telle que : AO = A~f’ » £ € PA' Y {yn} Yo n*n oyt T
n
B _ -1
Posoas alors €, = 11_10 fi , on a donc An+1 =g..A et an =8, &ny €
. 8oz ) e fate)mao)e € )
P = Phr gt . Posons k= xInflalx)-aly)/a €2 } .
atvu {yn+1} oty {gn (yn-n)} " oy 1

Alors la suite kn croft et tend vers 1'infini, de plus kO > 0 . Quitte a

changer les An . i‘n ' By on peut supposer :

g
f e“vk =V

n+1 k et €y € Vk b

n+1 n+1 o

Comme Ua , Tiltré par les U:. k est un groupe complet (2.3.4), Vk , filtré
’

0
par les Vk , est un groupe complet., Il existe donc g ¢ Vk tel que, pour tout
n 0
n, g€ {;n.vk 5 11 est alors clair que g.A_f est un appartement contenant A!
n

et tous les v s donec A" par convexité, (Fn effet Vk fixe le point Z, de
n

la demi-droite de A# d'origine x , s'appuyant sur y déterminé par :

da(x,z.) 1nf {a(x)-a(y)/a € e}
dlx,y ) = supfa(x)-aly)/a € g7’

Proposition 2.3.9 : 3i_le corps K est hensélien (a2), g a méme rang relatif

PN

sur X et son complété X , de plus le groupe % 2 un immeyble sur K si et
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~

seulement si il en a un sur K .

Démonstration : 1) En passant au groupe dérivé ;' ou au tore anisotrope

‘2’,’a du radical du centralisateur d'un tore K~déployé maximal F de 3 , 11 suffit
1
pour prouver la premidre assertion, ([1;4.2'.-7]), de montrer que si % est aniso-
trope et semi~simple, ou si % est un tore anisotrope, alors %@ K est
anisotrope,
si 9 est semi-simple, on considére le schéma lisse % des sous-groupes
paraboliques de (? . si (ﬁ ® K n'est pas anisotrope fP(K) a un point non trivial,

mais 9(X) est dense dans P (k) (annexe a4), donc P(K) a un point non trivial,

4

Alors 9 a un pérabolique non trivial et n'est donc pas anisotrope,
¢ 8i g est un tore anisotrope, on verra (2.4.8) que ('%(K) est borné, mais
comme fg(K) est dense dans 9(12) , le groupe 'ﬁ(l‘;) est borné et (ﬁ est aniso-
trope sur I} .
°) D'aprés 2.3.50, 233 5, 2.2.11 (V) et 2.2.9 , pour prouver la deu-
xiéme assertion, il suffit de r:ontrer que éi 5'(1{) et "éa(K) sont bornés, alors
}'(f{) et %’a(lz) le sont aussi ; mais cela résulte aussitbt de la densité de
5'(K) (resp.%,(K) dans (k) (vesp. %K) (cf ad).
N,B. On ntutilisera pas 2.3,9 avant le numéro 2.5.4.
Remargues2,3.10 : a) La proposition 2,3,9 montre que la conjecture de Bruhat
8
et Tits (2.2.15) est équivalente & sa formulation pour K complet.
b) les corps henséliens ont toutes les bonnes propriétés des corps com—

plets (cf annexe A2) : un corps complet est hemsélien, il y & unicité du prolon-—

gement de la valuation & une extension algébrigue. De plus toute extension algé-
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brique d'un corps hensélien est hensélienne, alors qu'une extension algébrique
d'un corps complet n'est compléte que si elle est finie ([4 ; §8 exercice 16]).
C'est ce qui nous fera préférer, pour la suite, les corps henséliens.

c) Signalons dés maintenant que {d'aprés 2.3%.9) tous les résultats de
ce mémoire valables pour les corps complets le sont pour les corps henséliens, &
part deux sortes d'exceptions :

- la complétion de Ua (énoncé et remarque 2.3.4)

- l'existence d'appartements ayant telle ou telle propriété, (numéros

2.3.7 5 2.3.8 , 2.4.28 5 4.1.5 , 4.1.6 , 4.2.6 e) et 4.2.14 exclusivement),

Par ailleurs les contre-exemples du IIT §4,5 sont étudids pour K complet.

s
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§4 Action d'un groupe de @alois ; Morphismes.

On suppose dorénavant K hensélien,

Définitions 2.4.1 : Soient 1 (resp. M) wn corps muni d'une valuation réelle
non triviale, f% (resp. %) un groupe réductif sur I (resp. su:c M qui a un
immeuble sur 1 (resp., sur M), f1 un homomorphisme de groupes de 9(1.) dans
(M) et £ une application de IL(Q}) dans IM(%) .

a) on dit que f est un morphisme de IL(tg’) dans IM(%) stil vérifie
les trois conditions suivantes :
M1) 1'image réciproque par f de toute métrique invariante sur
IM(%’) est une métrique invariante sur IL(%) ,
M2) pour tout appartement A de IL(Q}) , ¥ induit un isomorphisme

affine f de A sur un sous-espace affine d'un appartement A1 de IL(M s

A

M3) 1l'isomorphisme fA identifie les racines de A & certaines

restrictions & f(A) des racines deﬁA'.
b) 8i f est un morphisme, on dit qu'il est centré s!'il vérifie la
condition supplémentaire :
MC) £ envoie Ii(g) = {0} x Ii(‘l}’) cv, x Ii(‘g) = IL(g) dans
1,30
c) On dit que 1'application f est adaptée a i‘1 si

MA) pour tout g € 9(L) et tout x € IL("?’) ,ona :

f(g.x) = f1(g).f(X) .
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Remargues 2.4.2 : &) Un morphisme est nécessairement une application injec-
tive (m1).,

b) e composé de deux morgphismes (resp. rorphismes centrés), est un mor-
phisne (resp. un morghisme centré).

¢) La composée de deux applications adaptées & deux homomorphismes de
groupes est adaptée au composé des homomorphismes de groupes.

d4) La notion de morphisme (resp. d'application adaptée) peut-&tre définie
pour tout immeuble de (f} sur I et tout immeuble de ¥ sur M , et non pas seu-
lement pour les immeubles centrés IL(g) et 11‘1("56) .

e) Cette notion de morphisme, oublie compldtement dans la structure des
immeubles IL(@) et IM(SE) les actions respectives de g(L) et ®(m) . si
L=K et 7,: x, les isomorphismes dont on parle dans 2.t.14 , sont les morphismes
de IL(Q}) dans IL(§) adaptés & 1'automorphisme identité de %(L) Dire que 1'im-
neuble centré IL(‘f}) est unique & isomorphisme unigque prés, c'est dire gque tout
automorphisme centré de IL(g) adapté & l'identité de ‘9"(1') est réduit a
1t'identité,

£) Si une application f adaptée a f1 vérifie la condition M2, elle
- vérifie aussi la condition M1.

g) Si M est complet et si 1'application f vérifie la condition M1,
elle vérifie aussi la condition M2 : Bn effet 1l'image d'un appartement A de
IL(%) est un sous—espace métrique de IM(LY,’) isomorphe & un espace euclidien ;
ainsi, d'aprés 2.3,7 , f£(aA) est contenu dans un appartement de IM(%) et on

conclut facilement,
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h) On suppose les groupes (f} et # ci-dessus, absolument simples de
rang relatif au moins 2, D'apres [31], si f est un isomorphisme de IL(g) sur
IM(%’) , i1 existe un isomorphisme ¢ de L dans N, q}?.i échange, 3 équivalence
prés, les valuations de L et M, eb une isogénielde 69, sur % tels que f
s50it 1'unique isomorphisme de IL((g) sur IM(%’) adapté au morphisme de ?;(L)
dans ¥{m) , ainsi construit.

i) i ¥ est semi-simple, tout morphisme de IL(%) dans IM(%) est
centré,

j) D'aprés le lemme 2.4,3 ci~dessous, si f est un automorphisme (non
centré) de IL((ﬁ') , il existe un automorphisme (non centré) g de IL(%') adapté
a ltidentité de 9,(1,) tel que gof soit centré ; un automorphisme centré de
IL(Q}) est le produit d'un automorphisme vectoriel de V1(Q}) et d'un automorphisme
(centré) de IL((‘},') = Ii(‘?) .

Lemme 2.4.3 ¢ Sous les conditions et avec les potations de 2.4.1, si f est

i :

un morphisme tel que :

M4) pour tout eppartement A de IL(g) , 1'isomorphisme fA iden—

tifie les racines de A & l'ensemble des restrictions non nulles, a £(a) , des

racines de A',

salors f est le produit d'une injection affine de V, L(3) dans V1’M(2€)
: H

et d'un morphisme de IL(%,') = Ii(g) dans IM(M') = IT"I(%)

Remarque : La condition W4 est plus forte que M3 , elle lui est dquivalente si

lﬁ:% et L=XK.

némonstration :
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soit f un tore I~déployé maximal de 9 , l'appartement A‘f de IL(g)
correspondant, est un appartement centré : on a A_’,, = V1 xAY . Deux points x et

¥

y de Af ont méme projection sur A;, si et seulement si a(y—x) = 0 pour toute

racine a ¢ ®(F) . Une métrique invariante sur IL(g,) identifie les racines & des

vecteurs translation de A, et deux points x et y ont m8me projection sur

{
V1 si et seulement si le vecteur y-x est combinaison lindaire des racines,

Les mémes résultats sont valables pour ¥ et 1L ; on conclut alors facilement,

Définition 2.4.4 : Soient I et M deux extensions algébriques de K et tﬁ
(resp. ) un groupe réductif sur I (resp, M) ; un homomorphisme de groupes f1
de (3(L) dans %(M) est dit K-semi-algébrique, ’s'il existe un K~isomorphisme g
de 1 dans M et un I-homomorphisme de groupes algébriques ¢ de 6%, dans ¥
tels que f1 soit le composé cp(lVI) og(c).

Le composé de deux homomorphismes K-semi-algébrigues est K-semi-algébrique.

Remarque 2.4.5 : Reprenons les hypoth&ses et les notations de 2,4.1 et 2.4.4.
Soient f1 un homomorphisme K-semi-algébrique de ‘9(L) dans %(M) et £ une
application de IL(%) dans IM(M) adaptée a f1 . Supposons gue pour tout tore
1~déployé maximal ¥ de "3, , il existe un tore M-déployé maximal T de ¥, tel
que f1 () c€(M) et que f induise un isomorphisme affine de Ap sur un
sous—espace affine de A‘g , alors f est un morphisme qui vérifie la condition
supplémentaire (M4) du lemme 2,4.%. En effet 1'application f vérifie la condition
M2 et donc la condition M1 (2.4,2 £)) ; mais f1 définit un morphisme de groupe de

x,($) dans X*(“E) , donc une application lindaire de X*(:f)@R dans X*(‘I;’)®R ;

d'aprés la condition MA), cette derniére application coincide avec celle définie
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par f A la conclusion en découle aussitdt.
Ef
Proposition 2.4.6 : Soit L/K une extension galoisienne telle gue ‘5 ait un

immeuble B,N.B, sur L ,

a) pour tout automorphisme K-semi-aleébrique f de ?,(L) , i1 existe un

. *
unigue automorphisme centré f de IL((}) adapté h, £,
b) de plus pour tout tore I~déployé maximal ¥ de g, ona:
*
f =
(A),) Af(:f) ’

¢) On obtient ainsi un homomorghisme du groupe des asutomorrhismes K~semi-

algébriques de Q}(L) dans le groupe des sutomorphismes centrés de IL(lﬁ) -

*
N.B. On abréviera parfois f en f , bien que l'homomorphisme du c) ci-dessus ne

soit pas toujours injectif (par exemple si f? est I~anisotrope ; voir cependant
2.4.2 h).

Démonstration : L'assertion c) résulte de l'assertion a),

Soit f un automorphisme K-semi-algébrique de ?r(l‘) , et montrons 1l'unicité
d'un automorphisme centré f* de IL((g,) adapté & f ., D'aprés la remarque 2.4.2
j), un tel f* stécrit comme le produit dtun automorphisme vectoriel fT de V1
et d'une bijection f*' de I:'L((%) . L'unicité de la partie fT est claire = fT
est 1'automorphisme vectoriel de V‘l qui induit sur les translations images des
éléments de (9(1,) , 1tapplication f . Considérons un appartement A:} de I]':, , 11
existe un sous-groupe 1;{3‘} de %(L) ntayent qu'un seul point fixe dans I' , le
point x € Aj" .

*1? *t
I', ce point est alors nécessairement f (x) . On connait ainsi f (y) pour

si f* existe, f(P{x}) ne peut avoir qu'un seul point fixe dans

tous les points y translatés de x par (1) et donc pour tous les peints de
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Al

®1
3 puisque f doit &tre affine sur A} . D'olt 1'unicité, puisque

INE) = A .
L(g) 4(L).a;

lontrons maintenant 1l'existence d'un automorphisme f* satisfaisant a)b et b).
Pour cela on peut se limiter au cas o f est induit soit par un élément du
groupe de Galois, soit par un I~automorphisme de ‘9®L . On peut aussi remplacer
(‘9 par le produit de son coradical et de son groupe adjoint, donc traiter séparé-
ment le cas d'un tore et d'un groupe semi-simple,

35i ‘4;‘7 est un tore, un élément f du groupe de Galois de IL/K induit un

. . 7 . * * *
automorphisme Z-linéaire f de XL(%) tel que pour tout 1y € X'L((ﬁ) et tout
*
g €§,(L) , on ait f (x).f(g) = f(x(g)) 3 comme la valuation @ de I est inva-
* *
riante par le groupe de Galois, l'automorphisme f de XL(lﬁ) induit 1'automor-
* -

phisme cherché de V1 = XL(%,)@R . De méme un automorphisme I~algébrique de fg
R . ; * * *
induit un automorphisme f de XL(Q}) tel que T (X).f(g) = x(g) , et la conclu~-
sion est la wéme,

51 4§ est semi~simple, soit ¥ un tore I~déployé maximal de s, $' = 1£(4)

*

est un tore L-déployé maximal ; £ induit un isomorphisme f de X (#) sur

*
X (3”) qui transforme & = @(5’) en &' = @(fl) et pour toute racine a € &, on

a f(u) =10

. s v
f(a) . Soit N0 un sous—~groupe fini de NL(:Y) tel que v(No) = W,

alors f(NO) est un sous-groupe fini de NL()") tel que Vv'(f(No)) =V et
NO (resp. f(NO)) a un unique point fixe y dans A), (resp. y' dans A'f')
N . * * 1 . .
(ef 2.1.11 e)). L'isomorphisme f de X (#) sur X (f') se restreint en un iso-
* *
morphisme de X (3($)) sur X (4(8")) tel que w(x(g)) = w(£(x).t(g)) pour

* *
x € xK(§(€)) et g €z (#) . on a donc une bijection affine f de b, sur
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Af’ telle que f*(y) =y' et que la relation MA vaille pour x 6~Af et
g € zL(f) ; d'aprés le choix de No » ¥y et y' la relation MA vaut encore pour
g € NL(;i’) . Le théoréme 2,1,14 et la remarque 2.4,5 montrent que, pour que f*
s'étende en un automorrphisme de IL adapté & £ , il faut et il suffit que, pour
a€® et u € U, , on ait cpgza)(f(u)) = q)‘;’(u) . Mais si on choisit m €N pour

dérinir o7 (2.1.8 c)), on peut choisir Mo (q) = £(m) € £(N)) pour aéfinir

q’i}féa) . Comme f(m(u)) =m(f(u)) , ona :

gy () = 55 olx (m(a)on ")) = 2L wle(x). (2(mlw).2(m )7")

25 0lxg () (mlE (@))amg )] = g,y (E () ¢.0.8.D.
Remarques 2.4.7 : a) L'unicité de f* n'est vraie que pour les automorphismes

centrés (cf b) ci-dessous). Si I est un immeuble non centré de ‘9 sur L, il
n'y a pas de morphisme canonique du groupe des automorphismes K-semi-algébriques
de %(L) dans le groupe des automorphismes de I .

b) si g ¢ tg,(L) , ltaction de g sur IL(g) est adaptée & ltaction de
g sur %(L) par automorphisme intérieur ; mais elle n'est pas centrée si
V1 #0 , car g agit sur V1 par translation, L'automorphisme centré g* coin-
cide donc avec g sur Ii(?) mais est l'identité sur V1 . Bn particulier g*
est une isométrie pour toute métrique invariante,

c) si %f est semi~simple et si (5 - 491 est une isogénie centrale, tout
élément g € 191(L) agit sur Q:' par automorphisme intérieur, donc agit sur
IL(%) . D'aprés la remarque précédente cette action est celle de g sur

~ ' i ' i '
IL(%) IL(‘ﬁ,) . Cette facon d'obtenir 1l'action de %1(1.) sur IL(g) s'apparente

3 la méthode des "homomorphismes B-N adaptés" de [11 ; § 2.7].
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d) Le morphisme qui & f associe f* est compatible aux produits et
aux isogénies centrales ; en particulier l'action de T = Gal(L/K) sur V1 ou
Ii((%) est l'action de I sur IL(corad(tg)) ou IL(GI}') .

e) Ia bijection f* transforme une métrique normalisée en une métrique
normalisée ; en effet f s'étend en un automorphisme de (g(f{) et transforme un
tore maxiral contenant § en un tore maximal contenant f(f) , en échangeant les
racines,

T) D'apres la remarque d) et la proposition ci-dessous, il existe sur
V1 un produit scalaire invariant par le groupe de Galois T, D'aprés la remarque
e), il existe donc une métrique normalisée sur IL(%’) pour laquelle l'action de
I est isométrique.

g) si £, (resp. Iz) désigne le complété de I (resp. k), alors ]‘.'es
actions de T = Gal(L/K) = Gal(i/;() sur IL(C%') = Ii(g) coincident, (2.3.5 ;
1239 5 2.4.6 et A2),

h) Si on a une isogénie centrale définie sur X ‘5_) %1 les actions de
I = gal(L/k) sur IL(qi) = IL(%) coincident, (2.2.14 e) et 2.4.6).

Proposition 2.4.8 : "Descente galoisienne pour les tores sur un corps hensé-
lien", 1) Soient § un fore défini sur K _et L/K une extension galoisienne

de groupe de Galois T, [g a donc des immeubles E.N.B. sur K et L (2.1.16

b . t i = i) = - it 2
)] ; l'action de T sur V1 IL(%) X*’L(‘g)@R se fait & travers un g'_z_“ou]ag

fini, Le sous—espace de IL(%) formé des vecteurs invarisnts par I , muni de
l'action de G , s'identifie canoniquement & IK(fj) = X*,K(%) ®RR .

2) Un tore a un immeuble sur K .
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Démonstration : 1) L'action de T sur IL((?) se fait par 1l'action de T
sur x*’L(Q;) , c'est-&-dire qu'elle est induite par la restriction & X*,L(‘ﬁ) de
ltaction de Gal(KS/K) sur X*("ﬂ) . Comme 63 se déploie sur une extension galoi-
sienne finie de K , la partie 1) de 1'énoncé résulte de ce que pour toute exten—
sion galoisienne M/K , X*M(Cgr) s’iéentifie au Z module des cocaractdres de
X*('ﬁ) invariants par Gal(KS/M) .

2) D'aprés 2.1.16 b) et 2.2.11 iii), ,'p;ou.r voir que Q} a un immeuble sur

K , il suffit de voir que le fixateur dans @ d'un point de IK(lg) est borné, or
clest vrai si iﬁ, est déployé (2.2.14 a)), donc dans le cas général d'aprds la pre—
mitre partie,

2.4.9 Passage & un sous-groupe,

Soient' 4 un tore K-déployé maximal de fg et @1 une partie guasi-close
([ ; 3.8]) et symétrigue (i.e. @1 = —@1) de o(f) . Alors, par définition, le
sous—groupe fermé tI}1 de 03, engendré par Z(:f) et les 'u,a pour a € <I>1 ne con—
tient pas de groﬁpe ‘l('.b pour b € @—-@1 . C'est un groupe réductif dont le sys—
téme de racines relatif sur X est @1 N

Proposition :.Reprenons les notations de 2.1.2.

1) (z,(u ,Ma)a@ ) est une donnée radicielle g;énératrif:eT de type @1 dans G,‘ .
a —_

n ) X
2) si (%, a un immeuble sur K , il en est de méme pour 471 . De_plus (q’a)a€¢>1

est une valuation de la donnée radicielle ci-~dessus, le sous—ensemble

=G . ds est un impmeuble de sur K et une métrigue in-—
TG, =6.ap de T(g) es §, s X exme Toradue I

variante sur IK(%) induit une métrigue invariante sur IK(?,‘,?) .
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Démonstration : la premi®re assertion est évidente. Pour vérifier la seconde
on peut supposer que x est un point spéeial de A'f . Alors pour a € @1 R (p:
peut 8tre défini par m = m{u) avec u ¢ Ua c (,‘r1 , ainsi cp: est le méme, qu'il
soit défini dans (ﬁ ou dans 91 . Si ffy a un immeuble sur X, G1 'Af fant IK(ﬁ)
est un immeuble E,N,B. de ‘f’} sur K (2.1.12), c'est un immeuble d'aprés 2,2.11
(iii), Enfin le dernier résultat est évident,

Exemples 2.4.10 : Une partie @1 de @ est quasi-close dés qu'elle est
close, c'est-a—~dire d&s que pour tous a,b ¢ @1 , On a (Z.a~a-z.‘b)n<1><:t1>1 . On
obtient en particulier deux exemples,

1) Soit a € @ , <I>1 est composé de a , —a et éventuellement 2a , -2a,
Alors % est engendré par :} , %a , 'u,_a ; on 1'a déja utilisé, )

2) soit 3’1 un sous-tore de ¥, le groupe 5(;?1) est construit &
partir de @1 = f{a ¢ @/a(:?1) =1} . s8i ‘ﬁ. a un immeuble sur K , 1'immeuble
IK('5(f1),(§) de 5(3’1) est la réunion des appartements A—j" de IK(cﬁ’) , pour
R

Remargue 2.4.11 : Sous les conditions de 2.4,9, il existe au moins un morphis—
me de IK(Q«%) dans IK((S') adapté & 1'injection de !(‘Jh(K) dans ‘-'f,(K) ; mais en

général, i1l n'y a pas de meilleur choix parmi les morphismes possibles, Par

exemple une injection de IK(Z)(?)) = x(#)®R dans A

KA 2 = IK('b(;?),g) est déterminde

par un point origine de Af (1timage de IK(T('{)))'
Ce cas particulier montre que l'on ne peut espérer une fonctorialité en Lﬁ

de IK(ﬁ) .
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2.4.12 Considérons une extension galoisienne 1/X de groupe de Galois T ,
supposons qu'un sous—groupe 15,1 , @éfini sur K , de ? puisse &tre construit sur

.

I, -comme en 2.4.9 et que (l} ait un immeuble sur I , alors :

s -~ . sk . . .
Proposition : L'action de T sur IL(SI;) stabilise IL(?M’%) et il existe

une identification de IL(\'%,g) avec IL(%) telle gue l'action induite de T

sur IL(Q}‘I) soit 1'action construite en 2.4.6.°

Démonstration : Soit ¥ un tore I~déployé -maximal de 651 donc de (‘j . si

y€T, y.§ est un tore I~déployé maximal de % , ainsi il existe g € 0’31(L)
g .

= = i) = t tab -
tel que vy.¥ £, alors y.Ay=8.Ay et IL(%,g) 'tf’h(l,).lx_}7 est stable par T
De plus y induit une bijection de o ,%) sur @(Yf’ﬁ) et stabilise (431 , donc
y dinduit une bijection de @(‘f,fﬁ",") sur @(yf,%) . Choisissons une identification
de IL(£§,1) avec IL(191,%;) , alors 1l'action de y est un automorphisme de IL(%)
adapté & 1l'automorphisme vy de t‘fh(L) . D'apres le lemme 2,4.3 cette action est
le produit d'une action sur V1 et d'une action sur II'J(%1) . I1 suffit de montrer
a un point fixe. Mais 5 est défini et déployé sur

que l'action de I sur V1

une extension galoisienne finie de K , ainsi T agit sur Aj’ , donc sur V1 , &

traversﬁun groupe fini d'isométries, d'ou le résultat,

péfinition 2.4.1% : Soit L/K une extension gaioisienne de groupe de Galois
T , on suppose que Cﬁ a un immeuble sur 1L , et on note IL(%)F 1'ensemble des
points de IL((ﬂ’) invariants par l'action de T .

on appelle point invariant ordinaire de IL(g) par T, un point de

IL(?)P contenu dans un appartement Acg de IL(Q}) relatif & un tore I~déployé

maximal %€ contenant un tore K-déployé maximal f de 9.
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T

L'ensemble des points invariants ordinaires est noté IL(?)ord .

Remarques 2.4.14 : a) Le tore ¢ introduit ci-dessus n'est pas forcément
défini sur K , cependant le tore ¥-déployé maximal F contenu dans € est
unique (cela résulte du lemme 2.4.16).

b) D'aprés la proposition 2.4.8 et la remarque 2,4,7 d), on a 3

It

IL(lg)r

IL(‘%)cI)‘rd

oeps T . T
c) Par définition IL((?)ord est la réunion des IL('ﬁ(o’),a}) pour les

(X, (rad(g) ®R) x IL('«;)F

T
ord

(X*K(I‘ad(‘ﬁ,))@ﬁ) X Ii(‘ﬁ)

tores K~-déployés maximaux < de [9 .

r
ord

d) L'action de @ = Qj(K) < «g(L) sur IL(q) stabilise IL(g)

Proposition 2.4.15 : Un point de IL(%) est un point invariant ordinaire si

et_seulement si il est contenu dans un sous—espace affine B , d'un appartement

de IL(Q:?) , tel gue B soit fixe par T et de dimension supérieure ou égale au

rang relatif ¢ de % sur K . Bt alors la dimension de B est £ .

T

opg » 11 existe f et T comme en 2,4.13, tels

3 trati : Si
Démonstration : Si x € IL((&})
que fFcF et x € A‘“C" , alors le sous~espace convexe B de Aeg engendré par

f(K).x répond & la question, Le reste de la proposition découle du lemme suivant.

Lemme 2.4.16 : Sous les hypothéses de 2.4.13, si Acg ~est un appartement de

IL(l’ﬂ) contenant un espace affine B , fixe par T, de dimension r , alors il

existe un sous-tore # de ¥ de rang au moins r , défini et déployé sur X .

De plus l'ensemble des éléments de %,(L) qui stabilisent B et y induisent des

translations, est contenu dans ZL(-f) .
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Démonstration : On peut supposer r > 0 , clest-a-dire B non vide et non

réduit & un point. Considérons le sous-tore I~déployé § de T intersection des
noysux des caractéres y de ¥ tels que x{B) soit réduit & un point, Le rang
de 4 est au moins r . Pour tm.rt YET, YAcg est un appartement contenant B ,
il existe donc un élément gY de Cﬂ(L) fixant l'enclos de B , tel que

g A =vy.A ., Alnsi 6 = g—1 oy est un automorphisme de IL qui stabilise
Y Y

A=A, et fixe B ; donc Q,Y = Int(g?)o y est un automorrhisme de 9(1,) qui

%

stabilise %(L) .

a) £(1) est stable par Q,Y : en effet q,y induit un automorrhisme 9,
de x*(°€) et cet automorphisme étendu & X*(‘T,"’) ®R est le transposé de l'automor-
phisme vectoriel de X*(“t,’) ®R induit parsl'automorphisme affine eY‘A . Donc ‘PY
stabilise 1l'ensemble X_B des caracteres de ¥ tels que X(B) s0it réduit & un
point ; dtoh le résultat.

b) (1) est stable par T : gY fixe B , on sait méme que 1l'on peut
choisir gY dans le groupe engendré par les sous-groupes Ua , pour
a € @(’E’)AXB ; ainsi gY centralise $(I) d'ol le résultat d'aprés le a).

¢) # est défini sur K : (L) est dense dans ¥ puisque K est infini,
donc ¥ est stable par T et défini sur K.

d) J est déployé sur K : il s'agit de voir que T fixe
X*(:!’) = X*(‘ﬁ)/XB . Puisque gY centralise (1) 1'action de y sur X*(;f) est
la méme que cellt; de 9, s mais eY fixe B , donc par dualité 9, fixe X*(S’) .

e) Un élément g de %(L) qui stabilise B et y agit par translation,

fixe toutes les directions de demi~droites de B , donc appartient & tous les sous-
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groupes paraboliques déterminés par ces directions (1.3,4). L'intersection des
sous—groupes paraboliques associés & deux demi~droites opposées d'une méme droite
D est le groupe réductif engendré par 5(‘5) et les 1 pour a € o(g) et a(p)
réduit & un point (1.2.3). En prenant une droite en position générale dans B ,
on voit gue g est dans 5(:?)(L). »

r . Lo G o 46(}%
Lemme 2,4,17 : L'ensemble IL(%")ord est pon vide, /rwd/”‘by | KT
Démonstration : D'aprés la remarque 2.4.14 ¢) et la proposition 2.4.12, il
suffit de montrer que IL(Q"})F n'est pas vide, I1 existe une sous extension galoi-
sienne finie M de I sur X , telle que % ait méme rang sur I et sur M ;
l1'exemple 2,5.2 a et la proposition 2.5,5 permettent donc de se ramener au cas
d'une extension finie, Mais ce dernier cas est démontré en 1.2.11.

N.B, On n'utilisera pas le lemme 2.4,17 avant le numéro 2,5,6,
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§5 Plongements et descente.

On suppose toujours le corps K hensélien,
Définitions 2.5.1 ¢ a) 80it ¢ : L » M un K-homomorphisme d'extensions algé-

briques de KX , on suppose que C% a des immeubles sur M et sur L,

un plongement de IL((P dans IM(g) est un morphisme centré f de IL((g_)
dans IM(%) , adapté & 1l'homomorphisme de groupe %(5) de g(L) dans fﬁ(M) et
vérifiant la condition supplémentaire : /

(P) pour tout tore I~déployé maximal ¥ de (%, il existe un tore M-déployé
maximal 6 de (%, tel que @(c).j’(L) c€m) (i.e. ¥ =€ si on considdre o
comme une inclusion) et f(A?) Chp.

si 1l'extension M/L est galoisienm’a de groupe de Galois T , on dit que le

- . T
plongement f est galoisien si f(IL(g)) [and IM(g) o

b) Oon dit que (0] a des immeubles foncitoriels au—dessus de K , ou que

IL(Qj) est fonctoriel en I , si pour toute extension algébrique I de K, <5 a
un immeuble sur K et s'il existe un gystéme fonctoriel de ongements (pc), a

savoir : pour tout K-homomorphisme ¢ : L — M d'extensions algébriques de K ,

g :p.,=1Id et
1 est un plongement de IL(Q(?) dans IM(QJ')' et on a Pig Id e

P P,OP .

g'os “o [°1

.

Exemples 2.5.2 @ a) si ‘g a méme rang relatif sur L et sur M et a un

immeuble sur M , il en a un sur L et il existe un unique plongement de

1.@@) dmns 1,(9) :



I1.59 ) o II.60
L'existence d'un plongement p résulte de 2,3.1 a) ; montrons l'unicité de d) 8i ¢ est un K~automorphisme de I , l'unique plongement, associé

P . Pour cela, d'aprds la remarque ¢) ci-dessous, on peut supposer que ? est un 4 o, de IL((9,) dans IL(g) est ltaction de ¢ sur IL(9) construite en 2.4.6.

tore ou est semi-simple, Si Q} est un tore on a IL("%) = V‘I et p(0o) = 0 ; comme e) I1 résulte de la remarque’ d) que si 9 a des immeubles fonctoriels

p est adapté & 1'injection de (9(L) dans %,(M) , on connait l'image de 9(L).o R au~dessus de K et si o : L » M est une extension galoisienne, alors le plonge-

donc par convexité p est forcément unique, Si % est semi~simple, la condition ment P, de IL(Q}) dans IM(%) est galoisien. De méme, dans le cas général,

(P) montre que l'image par p de l'appartement A{ L [t IL(?) est l'appartement s'il existe un unique plongement de IL((ﬁ) dans IM(S}) , celui-ci est galoisien,
£ .

. - v
Af,li e IM(Qj) . Soit No un sous—groupe fini de NL(j’) tel que v(No) = vw , f) L'image dtun plongement galoisien est contenue dans 1'ensemble des

alors N, a un unique poini% fixe x dans A%L (resp. x' dans A)’,M) , (ef. points invariants ordinaires.
2.1.11 e), comme p est adapté & 1'inclusion de 9(L) dans ?;(N) on a nécessaire- ' g) Supposons que fﬁ ait des immeubles sur toute extension algébrioue
ment p(x) = x' . Alors plg.x) = g.x' , pour tout g € F(1L) et, par convexité, de K , on peut se demander si 9 a des immeubles fonctoriels au-dessus de X ,
p est forcément uniquement déterminé sur Ai’,L , ainsi 1'unicité de p découle ou, au moins, si pour toute extension ¢ : L - M de corps algébriques sur X , il
de ce que IL((ﬁ,) = (g(L).Aj.,,L B existe toujours un plongement de IL((ﬁ) dans IM(?) . On répondra & ces deux

b) si I'% est déployé sur K , il a des immeubles fonctoriels au~dessus questions par des contre-exemples au chapitre IIT (§4 et 5) et des théor2mes au
de X : chapitre V (5.1.2 et 5.3.3).

L'existence des immeubles est démontrée en 2.2.14 a), leur fonctorialité h) D'aprés le lemme 2,4.3 et la remarque 2.4.5 si une applicatic: p de

découle du premier exemple et de la remarque b) ci-dessous, IL(QJ') dans IM(@ adaptée & 1'injection de lg(L) dans %(M) et isométrique pour

Remarques 2.5.3 : &) Un plongement est une application injective. des métriques invariantes fixées vérifie la condition (), il existe une transla—
,,v’)
b) Le composé de deux plongements est un plongement, Oye»rz"ﬁn 2.5.5

//

-
que le composé de deux plongements galoisi'e’rls)_gmngement galoisien,

tion t de V1 M(%) telle que top soit un plongement, lLe lemme que 1'on mon—
1
trera en 5,3.2, valable sous des conditions assez générales (par exemple valu-

c) D'aprés le lemme 2,4.3 , un plongement de IL(%’) dans IM(%) est le ation discrdte corps résiduel infini), permet de prouver que la condition (P) est

produit d'une injection vectorielle de v, L(kj) dans v, M(?') (plus précisément en fait automatiquement vérifiée pour une application centrée, adaptée et isomé—
r ’

d'un plongement de IL(rad((‘ﬁ)) dans IM(rad(l'&j,)) ) et d'un plongement de trique, La proposition ci-dessous donne également une caractérisation simple des

Ii(?) = IL(“}') dans Iﬁ(?) = IM(?) . plongements galoisiens.
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i) L'image réciproque d'une métrigue normalisée par un plongement, est
une métrique normalisée : d'apréslla condition (p), l'application affine de l'ap~
partement A s dans l'appartement .lig‘3 induit une appiication lindaire de |
XL )®R dans X (Z)®R , qui est celle déduite de 1'inclusion de § dans ¥ 3

le résultat vient alors de la définition méme des métriques normalisdes (2.2.3).

Proposition 2.5.4 : Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois

T , on _suppose gue Q} a des immeubles sur K et sur L et on choisit une métri-

que_invariante sur IL((g') et une métrique invariante sur IK(%)

8i f est une isométrie de IK(@) dans IL(fg) , adaptée & ltinjection de

(9(1{) dang %(L) , et si f(IK(?)) c IL(fg,)r , alors, guitte & modifier f _par une
translation de V1,K(%') = V1,L((5)P , £ est un plongement galoisien de IK(Lﬁ)
dans IL(@ .

Démonstration : D'aprés 2.4.7 4) et 2.4.8, on a :

IL((%)F = V1 ’L(fg)r x Ii(‘g)r = V,"K(‘ﬁ) x II',("})F . Pour montrer que f est un plon—
gement, il suffit de prouver que f vérifie la condition (P) (2.5.3 h)).

Soient r le rang relatif de q sur K et IA{ , £ les complétés de X, L.
Comme X est hensélien, il est séparablement algébriquement fermé dans ;{ ,
(a.rmexe A2), donc i/;( est une extension galoisienne de groupe de Galois T .
Soient ¥ wun tore K-déployé maximal de Q} et x € Af , alors ¥ est aussi
K-déployé mexinal (2.3.9) et £(x) ¢ £(ay) 1, @7 = 1;)" (2.4.7 &), Dlapres
la proposition 2,3.7, f(AJ,) est un sous-espace affine de dimension r et fixe
par T d'un appartement A, de If,(qj') . On a donc (2.4.16) un sous-tore ',

4

K-déployé, de €' de rang au moins r ; de plus F(K) stabilise f(Ay) et y

—
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induit des translations, done ¥ (K) < zL(?') et, par densité, 4 C}(tj") . Mais
comme 19, est de rang r sur Iz, ona ¥ =%, Ainsi
£(x) ¢ Ii(} (-f),(%) = I (}(5’),@) et il existe un tore I~déployé maximal ¥ de ? s
contenant ¥ , tel que f(x) € Aq’;‘ . Mais alors f(Aé,), qui est l'enveloppe convexe
de F(x). £{x) CA‘K » est contenu dans A, , cafd,

Proposition 2.5.5 : 1) Soient IL/K une extension galoisienne, M/K wune sous—

extension galoisienne, telles gue t‘g ait des immeubles sur I et M, et p un

rlongement galoisien de IM(Q}) dans IL(&}) , alors l'action de Gal(L/K) sux

. . @), i PR N _ ' .
IL((?) induit sur IM('QI;) identifié par p & un sous vensemble de IL(fg,), ltaction
de Gal{w/x).

2) Le composé de deux plongements galoisiens est un plongement galoisien,

Démonstration : Par hypoth®se Gal(L/M) fixe p(IM(fg)), done vy € Gal(L/K)

2ol N e Dl
y;’/H( 28 an Gl e

induit sur IM(g) un automorphisme centré, adépté & 1'action de y sur %(M) H
mais celle-ci est 1l'action sur (I}(M) de 1l'image ; de vy dans Gal(M/K) , dfou
la premidre assertion, La seconde en résulte aussitdt,

Théordme 2.5.6 : "Descente galoisienne sur un cqrps hensélien",

Soient L/K une extension galoisienne de groupe de Galois T , telle que le

groupe réductif K—défiﬁi % ait un immeuble sur L , et f1 un_tore k-déployé
maximal de % , [alors le groupe dérivé ;' (31) du centralisateur de < | &un
immeuble sur L (2.4.10 2) et 2,2.14 b))], supposons la condition suivante
vérifide,

(D1) r & _un seul point fixe dans IL(5,'(5’1))

alors, si pour tout tore X~déployé meximal ¥ de Q}, on pose A;? = IL(}(-}’),@I‘,
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I‘ —
ord ~

T .
V1,K('€') X Il',(g)ord de IL((‘g) mni de l'action in-

le so nsembl
sous—ensemble IL(lﬁ)

duite de G et du recouvrement par les A-f est un immeuble centré, de Qj sur K.

En particulier, (sous les conditions ci-dessus), Q} a un _immeuble sur X et

il existe un unigue plongement galoisi 4 ]
e aloisien de IK((g) dans IL(‘LI').

Ce théoréme sera démontré en 2,5.10.

Proposition 2.5.7 : Reprenons les hypothdses de 2.5.6 (sauf D1) et considérons

la condition suivante :

(p2) pour tous x,y € IL((s)F , x #y , il existe une droite d'un appar-
tement de IL(Q}) fixe par TI' contenant x et y ,

alors la condition (DZ) est satisfaite si et seulement si la condition (D1) est

ips 2 . AT T
vérifiée et si IL((ﬁ)ord = IL(g) .

Cette proposition sera démontrée en 2,5.9.

. . AT
Remarques 2,5.8 : a) On sait (2.4.17) que IL(ig)ord £d.

b) La condition (D1) équivaut & la condition (Dé), dont 1'énoncé est

r

: cela résultera
ord

obtenu & partir de 1'énoncé de (D2) en supposant x,y € IL((ﬁ,)
de la démonstration de 2,5,7.

¢) Ce théordme est une version simplifide du théoréme de descente de
[11 ; §9]. C'est lui que 1'on utilisera dans les démonstrations & venir d'existence
d'immeuble, On peut déji voir grice au théoréme qu'un groupe quasi-~déployé a un
immeuble., Ia proposition 2,5.7 permet, sous lthypothese (D2), de renforcer la

conclusion du théoréme.

d) Sous les hypothdses du théordme IL([g)grd est canoniquement isomor-

rhe & IK(tg,) .
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; . s . T r .
ade «Je H =
2.5.9 Démonstration de la proposition 2,5.7 si IL(rﬁ)or a IL.((;) et si

r

ord les points x et y sont

(D1) est vérifide, pour tous x,y € IL(@r = IL((%.)
dans Ixéfg,) , (2.5.6) et si x #y il existe umedroite D d'un apparfement A,
de IK((%) qui contient x et y , mais A 7 est contenu dans un appartement A‘é’
de IL(%) (avec ¥ D %) et est fixe par T, dlol (p2).

Réciproquement supposons (p2) satisfaite, Soit r 1le rang relatif de f% sur
K . Comme IL(g)grd est non vide, il existe un ;a.ppartement de IL(‘%) et un sous—
espace affine B de dimension r de cet appartement, fixe par T, (2.4.15).
Choisissons une demi-droite A en position générale dans B , alors A est fixe
par I et 1l'enclos c1{A) de A est tel que cl(A)r contient un fermé 4'inté-
rieur non vide d'un espace de dimension r , (1'espace B). soit x € IL((g)r ,
quitte & raccourcir A , il existe un appartement A de IL(%) contenant A et
x (1.2.6). Choisissons y sur A assez loin de x pour que 1'enclos du segment
[x,y] contienne un segment non vide de A . Alors [x,7] est fixe par T et
cl([x,y])r contient un fermé dlintérieur non vide d'un espace de dimension r' > r;
ona r!>r s'il n'existe pas de sous—es;ace affine de dimension r de 4 , con-
tenant cl(A)r et x . D'aprds 1l'hypothése (D2) le segment [x,y] se prolonge en
une droite D , contenue dans un appartement A', fixe par T ; 1'enclos de D
est un sous-espace affine de A' stable par T et d'aprés le choix de vy ,

cl(D)r est un sous—espace affine, contenant x , de A' de dimension au moins

r' > r . D'aprés 2,4,15, il en résulte que x est un point invariant ordinaire ;

) r_ r
on a bien IL(‘?) = IL(%)ord .
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I1 reste donc & voir que IL(}')(&’))I‘ = Ii(}(f))r est réduit & un point, si
¥ est un tore K-déployé maximal de 9 . Pour cela choisissons une identification
de IL('b(f)) avec IL%({)"&) < IL((?) , (2.4.12). si le résultat n'est pas vrai,
il existe un tore I-déployé maximal <6 contenant <, et deux points distincts
x', y' de (A‘!e)r , (on note ici A,'g le quotient habituel de A‘K considéré comme
appartement de IL(3(f)) et non comme appartement de IL(g)) . Reprenons le raison-—
nement de 1'alinéa précédent en prenant pour A 1'appartement A‘B = V1,L(§) % A‘Eﬁ
de IL(},%) < IL(g) , pour x le point (0,x') et pour A une demi-droite en
position générale dans l'espace affine V1’L(5)F x {y'} de dimension r ., Il
ntexiste pas de sous—espace affine de dimension r de A‘g contenant cl(A)F et

x ; d'aprés 1'alinéa précédent, il existe un sous-espace affine d'un appartement

de dimension au moins r' > r , fixe par I ; cela contredit la proposition 2.4.15.

2.5.10 Démonstration du théoréme 2.5.6 : On note r 1le rang relatif de 9

sur X .

Par transport de structure la condition (D1) est vérifide par tout tore
K-déployé maximal ¥ . Alors IL(}(”)) = V1’L('§(f)) X Ii(‘b(f)) et
D) =10 ($) , gone TBENT =V L x 1 (5 ()T est isomorshe
V1,L(’}(9))F = V1’K('é(5’)) , (2.4.7 4) et 2.4.8). D'aprés la proposition 2,4.12,

A, = IL(}(Q),?)F = IL('é(f))r est un espace affine de rang r , sous

5

X*(:?) RR = V1 K(’}(‘f)) . Cet espace Af est 1l'ensemble des points fixes par T
?

de tout appartement A‘E’ de IL(g) tel que ¥ <€ et (Acg)r A0 .

Le groupe G = g(K) agit sur IL(g)(I;rd qui est la réunion des A.f ,

r

est un immeuble ENB de 69 sur K, et
ord

(2.4.14 ¢) et 4)) ; montrons que IL(f?)

+
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pour cela vérifions les conditions «,B,y, 8 de la définition 2,1.12.
rad’
R . " v (. -

o) 2($) agit sur Ay comme il agit swr Vv, . (($)) = x, (5(5)) @R
ou, V4I L(}(f)) , clegt-3~dire par les translations déterminées par les caractéres
de }, comme il le faut, Plus généralement ZL(:?) agit sur V1 L(ﬁ(j’)) par des

’
translations, Il reste & voir que, si n € N(4) , n agit sur V‘I L('ls(f)) de
’
facon que 1'endomorphisme vectoriel associé soit V\)(n) . Choisissons un tore
1~déployé maximal % contenant < tel que A‘,g:) A_j,; quitte & modifier n par
un élément de ZL(-J’) on peut supposer n dans NL(S’,“G’) , ([1 ; 5.5]). Alors n
P . . m
agit sur Aqf,’ de fagon que l'endomorphisme vectoriel associé, induise V1 K(‘}(:Y))
i

1ltendomorphisme vv(n) .

* .

B) soient a € @(f) et u € U, pour montrer que u fixe D(u) , on
peut remplacer 9 par le groupe engendré par 5,(5’) R ‘Ll,a et ‘U,__a (2.4.10 1)) et
méme par le groupe dérivé de ce dernier. Alors ¥ est de rang 1 et A-f est une
droite., Berivons m{u) = u'.u.u" avec wut,u" ¢ U, . D'aprés «) ci-dessus, m{u)
induit une symétrie de la droite A_f . Grice 4 la définition de ’lLa et ‘IL_a
(2.0.5), on voit que 1l'ensemble des points de A'f fixés par u (resp. u!,u")
est une demi-droite de A, de la forme {x ¢ Af/a(x—y) > 0} (resp, {x/e(x~y')<o0},
{x/a(xy") ¢ 0}) avec y,y',y" €A, . Il s'agit de montrer que a(y-y") < 0 :
car alors u'—1(m(u)y) =y , mais w™! fixe une demi-droite de Aj’ et est iso-
métrique, de plus ¥y, m(u).y €4, , donc y = n(u).y ; ainsi m(u) est la réfle-

xion par rapport & y , donc mM(u) = {y} et p(u) = {x ¢ & Jfalz-y) » 0} est

fixe par u .
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Supposons a{y-y") > 0 . Pour x € Af , ona
ux = u—1(u'_1m(u)x) ; si a(x—y) est suffisamment
grand a(m(u)x-y') est négatif, donc m{u).x est u"A_y

fixe par u' et wu"x appartient & u_1A s Il

existe une demi~droite de &, , {x €4 /a(x—z1) » o} A,
telle que son image par u" soit commune & u"(Af) et u_1(A_j,) . Soit
7z = u"z1 et supposons (pa:c exemple) que d(y,z) > d(y",z) . (le cas contraire se
raméne & celui-ci en remplagant u par u"_1 , sachant que m(u"_1) = m(u)—1 =
7t gt

Joient A un appartement de IL(Iﬂ) contenant A:? , et ¢ une chambgt»flce) A
contenant le germe de segment [y,y") , 11 existe un appartement A' de IL(tg)
contenant z et C . Ainsi il existe un point xg de Af strictement compris
entre y" et y tel que A' contienne le segment [xo,y] , alors :

a) Pour tout x € Jx v , ona a0 [x,2] = {x} :

Sinon, soient x!' € [_'xo,y]n Jx,2] et p 1la rétraction sur A relativement
4 la chambre ¢ , ([11 H 7.4.19}). Comme A' est un appartement contenant ¢ , z
et [xo,yJ , la rétraction p induit une isométrie de 1l'enclos de {z}U [xo,y] ,
dans A . En particulier p([x,z]) et p([y,2z]) sont des segments de A . Mais
x et x' sont deux points distincts de [x,z] contenus dans Af < A, donc
fixes par p ; ainsi p(rx,z]) est inclus dans A:? . Comme une rétraction diminue
les distances, on a d(p(z),y“) < d(z,y") < d(z,y) = d(p(z),y) 3 ainsi p(z) est
plus prés de y" que de y et le segment p(Jy,2z]) = ly,p(2)] a une intersec-

tion non vide avec [y,xo} . Mais ceci contredit le fait que p dinduit une iso-
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métrie sur 1'enclos de {z}u [xo,y] , puisque par hypothése A’,n Jr2]l =4 .
b) Soit x € ]xo,y[ ; la somme des angles de [x,z) avec [x,xo) et
[x,y) se calcule dans A' , et vaut donc = . On en déduit (1.3.5) qu'il existe
un appartement A" de IL(tg,) contenant Ay et un point z' € ]x,z] . Mais,
comme A" contient Af , et comme ¢¥(X) agit par translations sur A £ on sait

que A" = A“f ot € est un tore I-déployé maximal contenant ¥ (2.4.16). L'espace

s

(A,b,)r‘ ntest pas réduit a Ag , puisqu'il contient z', C'est contraire & un résul-
tat établi dans le second alinda de cette démonstration, D'oh a(y-y") ¢ 0 et u

fixe D(u) N

y) 11 est clair, par définition, que pour g € G , on a ¢

g.A = A

g.4.8""

8) soient a€eld) ,xea , k1vk2 ER, u, eU;c,k1 et %2 €U§yk2 ’

montrons que (u1,u2) fixe Dx(2a+k1+k2) . On sait déja que u; fixe
; alors d'aprés 1.1.7 et 1.1.9 , u; stécrit comme un produit d!'élé-

X
D (a+ki) <Ay

ments w5 o U4 €’lLb(L) fixe Dx(a+ki) CAyS Ay, le produit étant étendu

3 ltensemble o des racines b de &(F) telles que bH =a ou 2a, (B est
un tore I~déployé maximal contenant ¥ , tel que Ach,g). Mais pour

i,jk € {1,2} et b,c,d € <I>a , le commutateur (lj‘b,i ’uc,j) commute & l'élément

u et il suffit donc de montrer que (u_b’1 . uc,z) fixe

4,k

DX(215.+k1 +k2) c Af [ans A%, , pour b,c € <I>a . Mais cela résulte facilement.de 1taxiome

de 1.1, ur .
V3 e113pour‘§s L

T

est un immeuble ENB de (9 sur K 3 clest
ord

On vient de vérifier que IL(‘g,)

un immeuble de § sur K d'aprds 2.2.11 iii) et 2,2.7 e), muisque IL(g) est un
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immeuble de ‘} sur L . D'aubre part

W)L - 2)F T - T
1 8)ora = ¥y, 180" x 19 g =V, ((§) x 11(g) o (of 2.4.14 b)), done
3T . P c
IL(%)ord est un immeuble centré, Enfin il est clair que 1tinjection de IL(%;)F N
or

dans IL(%) , est l'unique plongement galoisien possible,

IIT.1

IITI - EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

On se donne un corps K muni d'une valuation réelle non triviale w , On
note O’K 1'anneau des entiers de (K,w) et on appelle unités de K les éléments

de X , de valuation nulle, c'est-&—-dire les éléments inversibles de G'K .

§1 Immeubles de cy(v) , $£(v) ,®ax(v).

3.1.1 Rappels 3 (ef par exemple [11 ; n° 10.2, 6.1,3 a) b), 6.2.3.a) b)]).
Soit v un espace vectoriel de dimension N ) 1 sur X . Choisissons—en une base
e = (e1,...,eN) s le groupe V(V) stidentifie alors & %N,K ; clest un groupe
réductif,

les endomorphismes diagonaux par rapport & la base e constituent un tore
maximal “Ge de ?e(v) qui est déployé sur K . Le normalisateur de fe est cons~
titué des endomorphismes qui dans la base e sont représentés par une matrice mo—

nomiale, Le groupe de Weyl associé s'identifie au groupe symétrique & N des permu-

tations de (e1,...,eN),
Le ®#module des caracteres de °€e stidentifie & i\l , avec pour base

(x1,...,x_n) ol X est tel que xi(A) = ai,i pour toute matrice diagonale A .

*

y omre (2 droite) sur X (%) par W(Xi) =X,y "
w (i)

Le radical de ?z(v) est le groupe multiplicatif des endomorphismes scalaires ;

Alors W =8

le coradical s'identifie grfice au déterminant au groupe multiplicatif, L'isogénie

N . id
du radical dans le coradical est done 1télévation & la puissance N _me'

Ie systime de racines & s'identifie 4 1'ensemble des couples ordonnés (i,3)

avec i ¢ j ; la racine associde & (i,j) stécrit a; 3 = Xi_xj . Un systime de
’



