ESPACES AFFINES SYMETRIQUES ET ALGEBRES DE LIE AFFINES

par Guy ROUSSEAU

Ce travall a pour origine des expos@s de 1'auteur au Séminaire
Nancy-Strasbourg 1981 d'analyse harmonique sur les groupes de Lie et au
Colloque organisé au Kleebach en juin 1981 ; il s'agissait d'exposer et
clarifier la classification lecale des espaces affines symétriques par
Marcel BERGER [Ber]. La mati&re a &té reprise et développée par Samir KABBAJ
dans sa th&se [Ka] en 1986 sans encore introduire d'algébres infinies. Le
présent article expose les grands traits de ces résultats en indiquant le
rapport qu'ils ont avec les involutions des algdbres affines ; ceci permet
de raccourcir quelques démonstrations et d'expliquer quelques constatations.

La classification locale des espaces affines symétriques a été refaite
par HELMINCK {Hel ; sa méthode utilise la comparaison d'une forme réelle
d'algdébre simple complexe & la forme normale {et non & la forme compacte
comme ici}, elle permet d'obtenir un certain nombre de résultats complémen-—
taires.

Le premier paragraphe rappelle la théorie classique des espaces affines
symétriques et indique les principes de leur classification locale par
BERGER ; 11 montre qu'il suffit de classifier les triplets (B,T,d) formés
d'une alpdbre simple complexe 1§ et de deux involutions o et 1 de &
commutant entre elles. Le second paragraphe indique la classification des
automorphismes d'ordre fini des alp®bres réductives complexes et leur lien
avec les algébres affines, comme dans [K] mais par un procédé plus terre i
terre, analogue 3 celui de {B]. Enfin le troisiéme paragraphe indique le lien
entre le triplet (&,T,U) et une involution de l'algébre affine associée 2
(8,7)

On note 1 le nombre complexe V-1
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§ 1.- Les espaces affines symétriques

Les définitions et idées sont extraites de [Ber], [0-S] ou [Kal ; c'est
14 ou dans [H] que 1'on recherchera les quelques démonstrations manquantes.
Certains passages sont inspirds d'exposés de G. SCHIFFMANN au Séminaire

Nancy-Strasbourg 1981,

l.1.- Définitions

Un espace affine symétrique est un quotient /S d'un groupe semi-simple

réel G par un sous-groupe fermé S tel que pour une certaine involution
(non triviale) o de G on ait : (GO)u S c G(7 si (GO)0 est la compo-
sante connexe du groupe de points fixes c”

On va en fait étudier les espaces affines symétriques de manidre infini-
tésimale en considérant le quotient QR/S des algébres de Lie correspondantes
ou plutdt le couple (aR,U) formé d'une algébre de Lie réelle semi-simple
Np et d'une involution non triviale o de BR * Un tel couple sera appelé

un espace local sym8trique (en abrégé ELS).

Pour classifier ces ELS, on va se placer dans 1;é1gébre de Lie complexi-
b o - . -
fiée n = gm ® € qui est semi-simple complexe et commencer par comparer gm
3 une "forme compacte.

1.2.- Semi-involutions :

La conjugaison complexe de a par rapport 3 8 est ume semi-invelution
de 5 , ¢'est-3-dire un automorphisme semi-linéaire d'ordre 2. Réciproquement
1'algébre des points fixes d'une semi-involution est une forme réelle de ﬁ .

I1 v a donc bijection entre les semi-involutions et les formes réelles.

Une forme ré8elle 1 de & (ou la semi-involution ' correspondante) est
dite compacte si et seulement si la restriction de la forme de Killing & cette
forme réelle est définie négative. On sait que deux semi-involutions compactes

w} et w) qui commutent sont &gales (il suffit de regarder le signe de la

forme de Killing sur 1w Nu, et u N w,) .

Proposition 1.3 :

Scient § une alaibre de Lie semi-simple complexe ef, Ty ene ,ré

. . . o . .
des semi-{nvolutions commutant entre elfes de ® . T8 existe une Semé-
(wolution compacte o' do g qui comute & T, ... ,T; . De plus w'

. -~ . - - . . - . . o
est undfque & conjugalson prds par un automoaphisme {nténieun y de g

commutant a T, .. T!

/Va/n,&]/ 4:7&?/';&“7-
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Idée de la démonstration :

L'existence se démontre par récurrence sur n : le cas n = O est connu
et la récurrence se calque sur la démonstration de [H ; IIT 7.1). Seit w’
une semi-involution compacte qui commute 2 Tl e ’Té—l . Alors N = T;w'
est un automorphisme autoadjoint pour la forme hermitienne définie positive

o

B ,(X,Y) = -B(X,w'Y) associée & w' . On montre alors que @ = (N%) est
o

un automorphisme intérieur de A qui conjugue w' en une semi-involution

(forcément compacte) w! commutant 3 T' . Comme commute par construction
1 n

avec T; Y e ,Té_l , la semi-involution m; commute a r; s eun ,I;

Si m; et m; sont deux solutions du probl&me, on prend 1'automorphisme

1 -1
intérieur ¥ = ((w'wH?Y /e ui commute & 1!, ...,7' . Alors w’'
12 ! 1 n 2

commute & w! , donc lui est &gale. O

I.4.- Premiéres conséquences de la proposition (pour n =0, 1)

Deux semi-involutions compactes ou deux formes compactes sont conjuguées

par un automorphisme intérieur.

Si Tp st une forme réelle de semi-involution T1' et si w' est une

semi-involution compacte commutant 2 T' , on note T et on appelle involution

Si k

de Cartan de N la restriction de w' (ou de T'w') 2

(resp. ) est l'espace propre de 1 dans

SR

HR correspondant & la valeur

propre | (resp. =-1) , on a la décomposition de Cartan Op = k®n et Rk est

une sous-algébre compacte maximale de . L'espace vectoriel § est l'ortho-

oy
IR
gonal de k dans N pour la forme de Killing, donc k détermine 1

(et ') . La forme compacte correspondant 3 ' est g, = kR ®1p .

Deux sous-algébres compactes maximales ou deux involutions de Cartan de

ap sont conjuguées par un automorphisme commutant 3 7'

Proposction 1.5
. ° N ; .
Sedent q wie algibre de Lic seme-simpbe complexe of Ty een, 1 des
n

tnvelutions lautomonphismes Lindaires d'ondrne un ou deux) commutant entre

° . . . . .
elbes de q . 1€ exdiste une semi-Lnvoludion compacte ' qui commute &
Ui eee s T » Deoplus 0’ est undque d conjugadson prds pan un aufomon-
. . - . o -
plhdsme tdaions w  de o commutant & Ty eees ™
n
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Idée de la démomstration :

. A - . ° PR - . -
Soient 1 1'algdbre de Lie g considérée comme algdbre de Lie réelle
A A . . A
et B =14 @ € . On note T; la conjugaison de 3¢ sur ﬁ et TI N
n
s g . A o . -
les prolongements semi~linéaires & gc de T,,... s Ty - Ainsi 1.5 résulte
. - . e - .
de 1.3 car les semi-involutions compactes de @§ sont les involutions de
A ' s q: A L. .
Cartan de 1, c'est-3-dire les restrictions des semi-involutions compactes

A = 1
de HC commutant a T, -+ B

Cerellaine 1.6

Les classes de conjugaison, & automorphisme intérieun (nesp. quefconque)

de § puos, de n-uplets (t]seeent))  de semi-involuticns commutant
entre elles de 1§ , cerrespondent bifectivement aux classes de confugaison,
& automonphisme inténieun (nesp. quelconque) de § prds, de n-uplets
(Tyseen1) d'invelutions commutant entre elles de § parn £'application

— 1. = Thw' ol w' est une semi-i{nvolution compacte de § commu-

1.7.- Classification des algibres semi-simples réelles

. . . - . °
D'aprés l.6 cette classification revient 3 celle des paires (f,1)
formées d'une algdbre semi~simple complexe et d'une involution. En décomposant
ﬁ en algébres simples on voit que toute algdbre semi-simple réelle est somme

directe d'algébres simples qui sont de trois sortes

a

o o :
a) n=n, 8 ﬁ: ol 7, est simple complexe et 1 permute les facteurs ;
A

alors B est 1'algdbre § é&gale a ﬁl considérée comme algdbre réelle,
on dit que gE- est pseudocomplexe.
b) § est simple et 1t = Id ; alors 7' = o' et g est compacte,

© - .
c) n est simple et T d'ordre 2 ; alors est absolument simple

IR
non compacte ; la classification de ces algébres découle donc du paragraphe 2,

particuligrement 2.1%.

1.8.~ Retour aux espaces locaux symétriques

On considére une algdbre semi-simple réelle g, et une involution non

triviale o de On note T' la conjugaison de ﬁ =nqn_, ® € par rapport

g - R
a ap et o' le prolongement semi-linfaire de ¢ 3 n . Comme les semi-

involutions o' et 1' commutent, il existe une semi-involution compacte w'
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o

de g qui commute 3 o' et T'

Ainsi la restriction T de w' A SR
est une involution de Cartan de % commutant a g
L'ELS associé de (n_,o) est 1'ELS (g2 o ont n? = et o =01
Le SR R “IR R
a.a
ona (07)" =0
- - °
On note 1 = 7'w' et o= a't'" ; ce sont done deux involutions de @

qui commutent entre clles et & w' ; 1'involution o (resp. T) est
C-linéaire et induit sur E“IR 1'involution de méme nom. D'aprés 1.6 la clas-
sification des ELS (an,G) revient i la classification des triplets (8,7',0')
ou (&,7,0) ; on n'a cependant pas 0 = ¢'w' comme dans les notations de 1.6
mais 0 =o't , T = 1'w' et T = g'u' .

L'associé de (ﬂR,O) correspond A (;(,T','T'I) ou dans la seconde
description a (x:'(,w ,OT)

L'ELS (ﬂ]R,O) admet un ELS dual (g(]iR,de) correspondant i (I?;,O,i) ou

= . - . .
a (a,ow',o0") S1 la décomposition de en espaces propres de o est

. o i 'w d .
q]R =35 ®q, la décomposition de g]R en espaces propres de J (qui est la
restriction de T) est I]?R = sd o q¢ ot 4 - kns+a(kng et
O = 1(uNs) +ung . L'involution o induit sur n?R 1'involution de Cartan.
L'ELS bidual de (BR,O) lui est isomorphe.

Si 1'algébre B est compacte ou si U est une involution de Cartan,
alors 1'ELS ({IIR,O) est dit riemanien et la classification en est connue

cf. [H] ; c'est en fait une conséquence de la classification de 2.1! cl-aprés.

1.9.- Début de 1a classification des espaces locaux symétriques

On décrira les ELS soit sous la forme (gm,n) soit sous la forme
(n,7,0

En décomposant G en somme directe d'algdbres simples on voit que 1'ELS
(gm,f) est somme directe d'ELS irréductibles. On va considérer ceux-ci

maintenant en &liminant successivement des cas particuliers.

. : . o4l 1 1 : _
ler_cas particulier @ 8p = 3, @ B, avec gp simple et o(X,Y) = (¥,X)
Test le ca ien c 1 1 | 1 . . 5 1
C'est le cas bien connu de (QRQQR)/(QR diagonal). Si 1'alg@bre R est
1l
R
non compacte et pscudocomplexe (resp. absolument simple) on dira que 1'ELS est

compacte, on retrouve les ELS riemaniens (compacts) de type II. Si est

de type II' (resp. II"). La classification des ELS de type 1L ou TI' (resp. II™)

est Equivalente 3 celle des algébres simples complexes ( resp. des algdbres

réelles absolument simples non compactes, cf. 1.7 et 2.11).

On est maintenant réduit au cas oii HIR est simple.
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28me cas particulier : 8GR est compacte donc T = Id et © est une involution

de Cartan de g]R . On trouve un ELS riemanien compact de type I dont la clas-
sification &quivaut 2 celle des algdbres absclument simples réelles non

compactes : [H].

3éme_cas_particulier : o' est une semi-involution compacte, elle est donc

ggale 3 w' et © =T est une involution de Cartan. On obtient un ELS
riemanien non compact irréductible. Cet ELS est donc de type IV ou III dont la
classification équivaut, respectivement, 3 celle des algdbres simples complexes
ou 3 celle des alg@bres absolument simples réelles non compactes : [H].
Aprés €limination de ces trois cas particuliers, on peut supposer gue L1
est simple non compacte et que © et T sont des involutions distinctes, non
triviales. La sous-algdbre compacte maximale k = g}R correspondant 3 w' est

stable par toutes ces applications ; on note p 1la restrictionde o 3 k .

Lemme
i est une {nvolution non frdiviale.
Démonstration [Ber : 11.1]

Si p est triviale, on montre facilement, avec les notations de 1.8 que

[nNa,00q] + pNa est un idéal de 1'algébre simple 1 . Selon que cet idéal
nhi, °Aq poon IR

est 0O ou Q]R on trouve O = 1Id ou O =71 . @O

N . . A R
4éme cas_particulier : SIR est pseudo-complexe, q]R =6, ol f estune

X . . . A
algeébre simple complexe. Comme T est une involution de Cartan de q, = I]]R ,

ona k= r'(;)\ =@, , forme compacte de g, et T est la conjugaison complexe
de n,  sur ql,u ,. Mais O commute 3 T et prolonge p qui est une involu-—
tion de Cartan de k = ﬂl,u » donc ¢ est le prolongement €-linéaire o,
ou C~semi-linéaire o, =a,T de p i 0, o= Hl,u ® € . On a donc deux ELS

associés possibles

. _ , a s o s D ' J
(i} o =0, & alors gp est le complexifié de (gl,u) et 1'ELS g]R/gIR

est le complexifié gl’UQC/gT,UQC de 1'ELS riemanien compact {(de type I)
gl,u/“?,u . Un tel ELS sera dit de type V, la classification de ceux-ci équivaut
d la classification des algébres absolument simples réelles non compactes. On
peut noter que nm/g(]’R est aussi le complexifié d'un ELS riemanien non compact
de type III (qualifié classiquement de "dual", sans que cette notion ait de

rapport avec celle de 1.8),
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(i1) o = ¥, : alors ﬁ; est la forme réelle non compacte de 8,
correspondant 3 1'involution o de 0, H%Jnf 4 est 1'ELS riemanien "dual"
. . o] ter ’ [} 1
(au sens classique) de nl,u/gl,u . L'ELS obtenu est de la forme gnlﬁm/ gm

ol gﬁ est une algébre absolument simple réelle non compacte. De tels ELS

seront dits de type IV' ; leur classification équivaut i celle des algdbres

absolument simples réelles non compactes.

Cas_g€néral : On peut donc maintenant supposer que est une algdbre de Lie

]
Sr
absolument simple réelle non compacte et que 0 est une involution non triviale
- o -~ .
et non de Cartan, Autrement dit a est une algébre simple complexe et ({(1,q)
est un couple d¢'involutions distinctes, non triviales et commutant entre elles
o

de g .

Un tel ELS sera dit de type VI. Il est clair que son associé et son dual

sont encore de type VI,

I.10.- Principes de classification des espaces locaux symétriques de type VI

On se donne donc AR absolument simple non compacte et on cherche les
involutions o de qm- qui ne sont ni triviales ni de Cartan.On peut supposer
que T commute 3 une involution de Cartan domne T . On trouve ces involutions
par paires o et 0T correspondant i des ELS associés. On pose o0 = k ol
k = aT
IR
Comme + est déterminé 3 conjugaison prés par un automorphisme intérieur
de AR 1'espace symétrique compact (k,n) est déterminé 3 conjugaison prés
par un automorphisme intérieur de k . De méme si d, et 0, se correspondent
par un automorphisme intérieur (resp. extérieur) de DR o les espaces symétri-
ques compacts (k,ul) et (k,p?) correspondants sont déterminés 3 conjugaison
prés par un automorphisme intérieur de &k (resp. un automorphisme extérieur

de k prolongeable en un automorphisme extérieur de

q (ou de la forme
ony! TR
compacte nu = ))
On a la réciproque (voir 1,11)
Pacpos Eion [Ben ; 15.2]
Sedent g, et 7, deax {nvelutions de R commutant a4 1 , A4 £es deux
wstuictions o et o, de 7, ¢ o, & ke®C-= ﬁT se cornespondent

pat on autemouphisme inténieun de k © € (nesp. un awtomehphisme exténieun
. e

de kR ® € se profongeant & 1) ; alons g, et o, ou o et ou,1 se

conrespundent par wn automonphsime {nténieur (resp. exténieun) de g

commutant & T
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Autrement dit : on sait classiquement que 1'espace symétrique compact
gu/k détermine N » on sait maintenant que 1'espace symétrique compact k/1
(ot 1 = kp) détermine ¢ 2 l'association prés.

On a cependant trols problémes :

a) Des espaces symétriques %k/1 isomorphes par un automorphisme extérieur

de k non prolongeable 3 n

Berger prétend [Ber ; §u]6] que son é&tude cas par cas prouve 1'impossibi-
1ité de ce cas. C'est cependant faux pour (au moins ?) trois exemples d'algs-
bres gm : s0(2,8) , s0(8,8) et sI(8,R)

Alnsi si O s0(8,8) , k = sn(8) +sn(8) et 1 = (su(4)+t) +(su(&)+t2 =
sa(6) +sa(6) +sn(2) +sa(2) . On trouve trois ELS nom isomorphes avec pour N
su(4,4) +t  (isomorphe 2 son associé), sn(6,6) +sn(2,2) associé de sn(6,2) +
sn(6,2) qui figurent d'ailleurs tous trois dans la liste de Berger (page 126)

comme cas particulier de séries générales.

b) Chercher des triplets (qm,k,l) correspondant 3 des ELS

Berger procgde cas par cas aprés avoir réduit fortement les possibilités
gridce 2 la condition nécessaire suivante

Soient Su/l et s&/l les deux espaces riemaniens symétriques compacts
"duaux" des espaces riemaniens symétriques non compacts WEVI et 3271 .
on a alors les relations suivantes :

gu/su s Hu/s& N Su/l et S&/I sont des espaces riemaniens symétriques
compacts et dim(su) +dim(s&) = dim(gu) ~dim(k) + 2 dim(1)

c) Décider si deux ELS associés sont isomorphes :

On procéde cas par cas.

1.11.~ Programme :

Nous allons au paragraphe trois indiquer le principe d'une description
d'un ELS (ﬁ,c,T) par rapport d une sous-algébre de Cartan et une base de
Chevalley. Cette description améliore la solution des problémes a) et b) de
1.10 et permet de donner une démonstration plus satisfaisante de la proposition
de Berger citée en !.10.

Nous allons d'abord, au paragraphe deux, &tablir le lien entre les
alg8bres réelles, c'est-3-dire les involutions des alg&bres complexes et les
algébres de Kac-Moody affines ; ceci permettra d'obtenir une classification
des alg@bres réelles a automorphisme intérieur pr@s (ce qui est important au vu

du probléme a) de 1.10).
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§ 2.~ Algdbres (réductive-) affines et classification des automorphismes

d'ordre fini des algébres réductives

. -~ . - n 9 .
On considére une algébre de Lie réductive complexe 1 et un automorphisme

T d'ordre fini divisant m

2.1.- La sous-algébre de Cartan f

On sait d'apr&s [B-M ; 4.5] que 1 fixe un élément régulier H de 5 H
on note ﬁ le centralisateur dans a de H qui est une sous—algébre de
Cartan de 5 . Le systéme de racines A de (&,ﬁ) est stable par T et
posséde un systéme de racines positives 5+ (Bgal 4 1'ensemble des racines a
telies que afH) > O pour l'ordre lexicographique sur €) et donc une base it
stable par 1 . On sait d'ailleurs que les sous-algébres de Cartan de 5
possédant de telles bases sont conjuguées par Int(a)t (voir par exemple
[R2 ; 3.5] encore valable dans ce cas) ; on peut donc fixer 1'algébre de Cartan

o
h sans nuire a4 la classification de 7

si /' est 1'algébre dérivée de i , alors h est somme directe de
o o
n' o= hf\a' et du centre 3 .

2.2.~ Le systéme de racines A :

o o ' o P o
On note N cu hs 1'espace n' , i =hnh" et @ ou a la restriction

i h de o € E . On sait que A = {6/8653} est un systéme de racines (8ventuel-
lement non réduit) et que le centralisateur de h dans a est ﬁ .

Soient n le rang semi-simple de & , 1= {1,...,n} et T une base de A
stable par 7 . On numérote n par 1 , clest-a-dire que W = {&i/iG It et on
note ;i , 1€ T la base duale de T dans ;' . L'automorphis?e T induit
donc une permutation notée [ d'ordre k (= 1,2 ou 3 si 1 est simple)

© o o . . . . o .
de A, de m et donc de 1 . On choisit la numérotation de mn de manilre que

T=1!,...,%} soit un systdme de représentants des orbites de £ dans 1.
Alors T = {ai/i €1} est une base de A , dont la base duale dans R' est

- - - 5 - — o . .
formie des P, o, 1 €1, ol p, eost la moyenne des pj pour j dans 1l'orbite

de 1 sous 7

. _ - o - - . -
Attention : p; est noté Ps dans [B] et les présentes notations diffeérent

notablement de celles de [K].
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2.3.- Le systéme de racines A

o ° ~ — .
Pour o € A, on note o = A n&a ol n, est le cardinal de l'orbite de
w ¢4
N A G
G sous £ , et o A vaut | sauf si E—E A auquel cas A = 2

On démontre (en se ramenant 3 un nombre 1imité& de constatations cas par cas
~ ~ 0 o .
comme dans [B;V 2.2 ou A 1.4]), que A = {a/@x €A} est un systéme de racines.

Sa base est l'ensemble T des Y. = G. = n.®. pour i € T ol n. = no .
i 1 i1 i a5

-p, pour 1 €

=t

~ E . P, !
La base duale de W dans h' est formée des &léments .
i

2.4.~ L'automorphisme de diagramme £

>

o o a . . .
Choisissons pour 1 €1 un generateur Ei de Qo 3 on obtient ainsi un
o
e o

L] o ® 1 ° o
épinglage (;;;i’iE I) de (g,h) (on dira aussi que (h;n ei,iE I) est un

épinglage de a) et une base de Chevalley (Zu,ae:ﬁ) de ﬁ , cf. [BBK ; VIII
o

s s o o o o
§ 4] ; par définition on a e, = e et on note f.1 = e 8. les autres ey
(x. =U.
i

i
. . o
sont déterminés au signe prés. L'involution de Cartan (ou de Chevalley) w

est telle que &lf = -Id et &(éu) = -8 o Dans le cas semi~simple on a
h -
aussi une semi-involution de Cartan ' qui vérifie les mémes propriétés sauf
e 2 ]
' =-1d si h_ =@ Rp, .
w ﬂ d R Py

R
o -2 . N .
L'automorphisme ¢ de h et de A détermine un automorphisme dit de
o
diagramme, encore noté £ , de n' par les formules :

© 0 _n r(%)_%
i) T Ppg o Blegd ey et B(E) = fyy

Faal

—

Do

~—
i

. . °
=1 ; 1'automorphisme & est alors défini sur @ et

On pose

2

° o
h et E(ga) = *efa pour tout ¢« dans A .

<

vérifie Elh =7

L'ordre de £ sur 0 est donc 1'ordre k' de 1 sur h (avec k' =k

si 3 est semi-simple). Les valeurs propres de £ sont donc Ei, oll

e
entier modulo k')

= exp(211'/k') et on note ﬁj 1'espace propre correspondant (j est un

o .
2.5.- Le diagramme de Dynkin &tendu de (n,£) (n simple)

Supposons 1'algébre ﬁ simple, elle est donc munie d'une forme (-1-)
C-bilinéaire symétrique invariante et non dégénérée qui est unique 3 une
constante prés.

[ o —
Pour une racine o € A , on note n 1'espace propre de h correspondant ;
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seuls deux cas se présentent (et s'excluent si k # 1) :

l) '&'=a et [‘olacl?ta

) o

1]

—_ o ]
k.o et ga rencontre Q7 ;

en effet ceci est clair sauf dans le cas € A que 1'on regarde directement.

Pt

a— . . . - °

Or le groupe de Weyl de A agit en respectant les multiplicités des ga

et transitivement sur les différentes catégories de racines (courtes, longues,
trés longues = double des racines courtes). On constate donc facilement que

les racines de type 2) sont des racines courtes (ou toutes les racines dans le

cas Aéé)) et que si -y, est la plus grande racine de A alors v = - %g
est la plus grande racine de type 2) de A .

On note v une racine de & dont la restriction est v . Si k =1,
Vv est tout simplement la plus grande racine . = X Si &i de & .81 k=2
ou 3 et ﬁ non de tyvpe AQE , ¥ est 1'une des k racines de & maximales

pour la relation fv #v . Si k = 2 et ﬁ de type Azf alors v est la
plus grande racine uy {car i(eu) = -eu) sa restrictioﬁ v est une racine
divisible,

On note I =1 U {0}, aﬁ = -V et = {ai/i€ [} . Ce systéme est contenu
dans A& et on peut donc parler des longueurs et angles de ses racines, ce que
l'on résume de la maniére habituelle (rappelée ci-dessous) par un diagramme de

Dynkin dit diagramme &tendu de (W,%) . On porte sur ce diagramme les coeffi-

cients a; de la (plus petite) relation de dépendance linéaire des ai ;

c'est-3~dire que a; = 1 et V= % a, a,
R S 1
i€l
Le tableau | ci-dessous permet &galement d'indiquer les coefficients
(o, o)
a; i< y SR i,] €1 de la matrice A associée i ce diagramme étendu.
> a. o,
(o ja.) .
On définit €galement les coefficients ag de la plus petite relation de dépen-
o,

c . 1
dance linfaire des

ils se déduisent facilement des a, et du
-

(ai‘ai) .
tableau | ; & une constante indépendante de 1 prés, on a a; = ai(aiiai)

Rl

Tableau 1

diagramme a5 aij (ai‘ui)/(aj\aj) angle
i e ’ 0 0 ? n/2
i — ] -1 -1 1 2n/3

- — -1 -2 2 an/4

i == j -1 -3 3 s5n/6

— °

o
Si k=1,o0ona A=A, v=yu et I=T1UI{0}; le diagramme &tendu
o . . - - .
de (m,Id) est donc le diagramme de Dynkin complété habituel avec les coeffi-
cients a, =1 et a, = ;i . On ne renroduira pas icl ce diagramme, voir

1
[BBK ; VI].

2.6.- Tableau des diagrammes de Dynkin &tendus pour a simple et k > 1

On indique ci-desscus dans le tableau 2

o
a) Dans la premiére colonne le type et le diagramme de A et 1'action de
f,, avec des notations évidentes. On a k = 2 sauf indication contraire.
b) Dans la seconde colonne le type et le diagramme complété de & . Les
coefficients sont les Ei tels que 1 = I Ei.&. soit la plus grande racine.
€T _
on affuble d'une croix (resp. d'ume barre oblique) la racine o multipliable
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Tableau 2 (suite)
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Tableau 2
— -
] —
A, 7 A
% 2%
AI CD BCA — e
&2 -1 o,
!
| S——
f
i a o o
: o, &
| /[ 2 22X
A2 bt R = S T
[ ° ° 3 -u o o o )
| o x o 1 -1 ¢
28 201 f+1
I o202
1 o . .
! o, a, X
i . 2 2 2 i
‘ AZ{’—I I I >CX: C? ¢®—@——-®¢l
I — —_ —_— — = —
! ° ° o - o o a
a a o 1 -1 ¢
2 s 3 20~1 7292 241
p S
(%) g [€T)) -1
o,
. ) 2 2
ol R e— K—="3
a, o, @, 9
7?2
2 4 3 2
Eq ——
a, o o, o, -U
(x)
3 2
D { ==

X A
(diagramme &tendu)
’ _? A2 1 2
B¢ =y . ==
Yo Y. o a,
1 2 2 2 2 (o | 2 22
BC RS S S A o £,
7 22
Yo Yo, Tg-1 Yy By N % o1 %
2 Y, 1 o,
2 2
5, 12 ; 2 Aézzl 1 2 1
Y, Y, Yo-1 Yy % -1 %
I 2 2 ] (2y 1 1 i 1 1
¢y [ e Pl e 3
Yo Yy Y, Vo1 g a, o, Q, a_y 0y
b2 v s Gy 1 2 3,2 1
F, — - -, v Eg +
AP ST PR f, : o, @ a, o, &,
\
|
|
|
3 T ) 1 2 |
G, — RN — =
Ty Yy Y, %y %y o,
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(resp. -1 divisible) éventuelle. On entoure d'un rond les sommets du diagram-
- : oy ry 1 e
me correspondant 3 une racine ui dans A dont l'espace propre dans 0 est
de dimension supnérieure a 1, c'est-a-dire égale i k ; on a alors Y; =k o,
i

in Y. = Q.
{sinon i OL)

c) Dans la troisi®me colonne le type et le diagramme complété du systéme
de racines A . Les coefficients Zi tels que X Zi Y; = 0 figurent sur le

. ~
diagramme, on a a, =1

d) Dans la quatriéme colonne le diagramme de Dynkin &tendu de (#,£) avec
son nom. Pour des raisons qui deviendront clalres en 2.14, ce diagramme est dit
aussi de A et la numérotation des sommets se fait en indiquant le symbole oy
(et non Ei) . Les coefficients a; indiqués sont tels que I a, &i =0 et
a, =1 .0na k a; =n, Zi pour i € I , cette formule est aussi valable pour
i =0 si on pose n, = k (qui est, sauf dans le cas Aéz) , le cardinal de

1l'orbite de v sous )

La numérotation respecte la convention de 2.2. Pour A et A elle coincide
avec celle de Bourbaki [BBK : VI] et de Kac [K] sauf pour E.. Pour le diagramme
Etendu elle coincide avec celle de Kac [K] sauf dans le cas de AZ‘

Remarques relatives au tableau 2

4 . . . . . .
(*) Pour g de type D,, il v a trois choix possibles pour une involution
° . - o -
£ de m et deux choix pour un automorphisme 7 d'ordre 3 de T . Ces choix

sont conjugués par automorphisme extérieur, mais pas par automorphisme intérieur.

{(*x) Pour a de type D3 (=4), A est de type C, = B, et son diagramme

2
complété est 1¢®~2_~:C:1

o o, -n

1 - P

156.
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2.7.- Classification des automorphismes T :

. -1 v . . e
L'automorphisme £ 1 fixe point par point h et est donc de la forme

expadh' avec h'E ﬁ' . En conjuguant T par un automorphisme intérieur de
la forme expadh" (ou, ce qui revient au méme, quitte A changer la base de
Chevalley et donc & par expad-h") , on peut supposer que h' est fixe
par £ (et 1) , cf. [B ; IT 3.5]. Ainsi T est le produit commutatif de &
et expadh'

Plus précisément si T est d'ordre divisant m (et multiple de k') ,

il s'écrit comme un nroduit commutatif T = £ expad(2 1n/mh oi
11€E§Z={her°1'/r,h=h et a(h)€Z Va€h) .

Mais h n'est pas bien déterminé par ces conditions : quitte 3 changer
de base de racines, on peut le modifier par le groupe de Weyl de A ; quitte a
changer de base de Chevalley, on peut le modifier par @ Z (m/ni)Ei oli, pour
i€e1, n.  est le cardinal de 1'orbite de i sous £ (cf. la démonstration
de [B ; ¥ 1.2]). Soit T 1le groupe engendré par ces transformations.

Pour classifier T & automorphisme intérieur prés, il suffit donc de
déterminer les orbites de T©' dans ‘i& . Mais !

Z
° .
directe des (hc); oli ¢ parcourt un syst@me de représentants des orbites dz

est isomorphe & la somme
. dans les composantes connexes du graphe de Dynkin ; ﬁc est la sous-algébre
de Cartan correspondante et n la plus petite puissance Epc de £ qui la
stabilise. Le groupe [ stabilise ces facteurs et y induit un groupe Fc
défini de maniére analogue en remplagant m par m/pC et les n, par ni/pC
On est donc ramené au cas ol 3 est simple.

Si 5 est simple, ® Z (1/n.1)5.1 est le réseau des poids du systdme de
racines A et les groupes de Weyl de A et A sont identiques. On sait donc

o

bi r 1 t sur hE contient un sous-groupe distingué I, engendré
en que I agissant su ® e us-group sting o 2

par des symEtries dont un domaine fondamental est 1'alcdve définie par

v, (hYy 205 ...oun Yl(h) >0 ... ;-yo(h) <m .

-2
On peut donc supposer (quitte 3 modifier 1'&pinglage, c'est-i-dire =

et £) que h est dans cette alcdve, c'est-d-dire que, si 1'on pose

r, = Yi(h) ,i€T,ona r, € N (et méme T, divisible par ni) et

TE. r.<m. On pose alors r, = m-X A. r. et comme a, = | , on a
1 1 - ] 1 1 0

m =X Ei r; . On peut retraduire ces relations avec les entiers s, = (ri/ni) =
1

ai(h) pour i €1 et s, = (rO/k) (car k divise m et les a; n; donc

ru) , on a




s. €N pour 1 €1 et X a, s. = (m/k)
L 1 11

Mais le groupe est produit semi-direct de T, et d'un groupe qui
stabilise 1'alcbve et agit sur celle—ci par des automorphismes du diagramme de
Dynkin de A ou du diagramme &tendu ('de A ") c'est-d-dire des permutations
de 1 . Ces permutations sont décrites au n® XII des planches de [BBK VI] pour
k =1 ouauc)de la liste I de IB ; V § 3] pour A osi ok # 1 (pas de permu-
tation pour BC:)

Si on raisonne 3 automorphisme extérieur prds, on peut rajouter tous les
automorphismes (des composantes connexes) du diagramme de Dynkin de A (ce
rajout n'est effectif que si f est l'identité sur cette composante) et dans
le cas non simple toutes les permutations de composantes connexes (ainsi que

o
tous les automorphismes du centre % de n en ce qui concerne )

Prepesdtoon 2,8

B - .o ~ . 4
Sect ot wn autometphdsme d'ondre divisant w de £'algdbre simple 1
o . - k e iwa. s g e
ko Lo plus petit entiet tel que 17 sodt (ntfricun et h wae scus-algibno

de Cattan chedsie comme en 2.1,

. .. o o o . .
a) Powr un ben cheix de £'épinglage (n;ei,l €1) L€ existe wi automor-

phisme de diagramme £ tel que 1 = £expad(2in/m)h ¢ b€ FZ et

ditenmnd par des enticrns pesiti4s Sy 8y s cee s S, QU MOYCH de €a {onmule

Ei(h) = s, pout 121 . Ces ontdens vénddiont €a fommuboe k(Z aisi) =m
N . — . I,

ol ay est fe coedddicient de o lou ui) daits Lo diagramme étendu do
o .

(m, 7~ [{.e. de &)

bl T est d'ondre mo s¢ et seulement s{ fos S5 Sent premiens entre eux.

¢l La classe de conjugalson de = & automorphismes (géndraux) pads ost
dicuite par kot Les entiens s; a permetation peds de 1 par un

autemotphdsme du diagramme 8tendu.

d) La classe do confugaison do & automorphismes (ntérnicuns prds est
décrite pat

] fe nombre ket 1s( o est de type D, avee k # 1) fe choix de
lautomonphisme de diagramme % (deux cheix 44 k = 3 , thods chodx 54
k =2} ;

2] Les ontiews s; @ pownutation pi?s pan un awtemorphisme. du diagramme
de Dimbkin étendu du fgpe swivant

158,
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- tous Les automonphismes s{ k # 1 ou § non de fype A, ou D

2 2
- poun Ay, ko= seules Les permutations circulaites sont autorisdes
- powt D k = 1 [les permutations autornisées sont cellfes dont La res-

Q »
tiction & L'ensemble des quatne sommets terminaux du graphe est une
peamulation sans point §ixe de signature (—1)2 o une de ses putssances.

Remarques @
1) Cette proposition résulte de 2.7 et des tables connues de diagrammes.

- L o 4 . @ - . . - . .
2} Un choix de (h; e, €1) vérifiant les conditions ci-dessus sera

dit adapté & T

o . o
3) Si on se donne un automorphisme £ du diagramme de n d'ordre k et
des entiers Sg S5 e 28y il est clair que, pour n'importe quel épinglage,
les formules du a) définissent un automorphisme 1 d'ordre divisant

m = k(IZa.1 Si) .
4) Cette proposition précise légdrement [XK ; theorem 8.6], cf. 2.10.

5) On laisse au lecteur le soin d'imaginer 1'&noncé correspondant au cas

& non simple.

2.9.- L'épinglape de (E,E) dans le cas 1 simple

e <
Choisissons un triplet (h;%;gi,i €1) adapté 3 T . On définit des &léments
€1

e. , f. , . de ﬁ (pour 1

i { i ) par les formules suivantes :

e = =V ° ° Y
Pour 1 €1, e (resp. f.1 . Gi) est la somme des e (resp. fr , ar)

pour r dans l'orbite de 1 sous [ sauf si deux tels rt sont reliés dans

le diagramme de Dynkin, cc qui n'arrive que si & est de type AZV et 1 =19 ;
— 5e0 .0 = P = T, oy oy
dans ce cas on pose e, = V2(ea+eg+l) » £y = VZ(EQ+fQ+]) et a, = 2(0Q+GQ+1)

- . ol of
Dans tous ces cas e, (resp. fi) est une base de aa (resp. g:a Y,

(e.) = -F ote.) = -f i i
m(ei) =-f, et w (ei) fi
i 8 d k=2 e = e Fo=& et
Pour 1 =0 et n e type AZR . = on pose e, = e_U » £, 0= eU e
. N o
ag = —UJ ; s1 1 n'est pas de type AZQ avec k = 2 on pose
- o -k .k o = _° i k ko = v _ckowv
ep = et i 3 (Q—u) , £, 0= e t e e S (ev) et o) = -v cee =BT W)
9 v = exp{211/k) . Dans tous ces cas e, (resp. f ) est une base de 1'es-
Y o
pace propre de . de valeur propre ¢ (resp. ¢ ) dans e (resp. a_a ) s
0 0
- — o —
de plus &(eo) = —fO sauf dans le cas k = 3 of m(en) = —n(fo) avec N un

automorphisme de diagramme d'ordre 2 de D, tel que nfn = F7 (plus précisément
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. ° o o
s1 v = o ta,+a alors nnl =1, 132 =2, n3 =4 et n4 =3) . Par contre

y*

. . . . o ra
pour la semi-involution de Cartan on a toujours w'(e ) = -f

Prepesdtion 2,10
Scdent 1 cemme on 2.9 ot sy Cos ontlens déddnis en 2.8,

al Pour 1€ I, netons ng = exp(?l“si/m) , onoa alons T(Ei) =n; e,
L

et 1(f.) = "Tl f.
i i i

b] La dewme betindadne  («1-)  peumet d' {donti{den a; a (2/(&i a;))ai ;
clest-a-dine que Ei(ai) = ay MACH Qs s Za‘i"a‘; =0 . On a de plus
[E.l,f.l] = E‘i"
c) tlabgibee de Lie ' st wdductive engendede pat sa scus-algébre de

(’a:z‘an - hoet tes Ei 'Ei peut i € 1= f1€I/s; =0 . e base de
AT est no= 45.1/1 €1+ ot o diagramme de Dynkin 8 cbtient en ne

qardant dans €0 diagramme Etendu de  (7,7) que Los sommets dais I

Idée de démonstration

Pour a et b il suffit de quelques calculs faciles. On sait que ﬁi est
une algdbre réductive et contient 1'algdbre proposée. De plus les valeurs propres
de 7 donc de 1 dans chaque espace propre de K sont de multiplicité 1, i1
suffit donc de voir que si une racine G€A est telle que ag n'est pas nul,
alors o est combinaison lingaire des E& pour i € IL . On le fait cas par cas

en utilisant la relation I a; s, = m/k . @
0

Remarque : On voit assez facilement que les Ei , T, ,a? ci~dessus sont les
e — 1
E( L, F 0 de [X 5 7.4 et 8.2] & trots différences prés : pour DE ) Kac semble

. .. . o — 2
avolr oublié le probléme de m(eo) 5 pour A;c) la numérotation est différente

, - = 1 . .
et i1 faut que (e, fg) = (E;\FQ) = 5 sl on veut que la coracine correspondante

soit la bomne dans [K ; 8.7].

2.11.- Cas des involutions non triviales

On voit assez facilement qu'il y a trois possibilités pour 1 A automor-
phisme intérieur prés, cf. [Ka]

- : - - o
1) 7 = 1d , deux des entiers $; sont fpaux a | avec a. = a, =1 ({les
i i
autres 5.  sont nuls). On peut alors supposer que 1'un des deux est s, et

o7

. o ©° 3
1'autre sera noté Hj Alors A(gr,h) admet pour base no= Tt -{a.} et g
1 )

. . °
a un centre de dimension | ! Cop
1

2) & =1d , un seul entier Sj est égal 3 | avec a., = ;j = 2 . Alors

o e o
A(R',k) admet pour base no= (%—{dj}) U{-y} = Q'-{aj] et 1' n'a pas de centre.

3) £ = 1Id , un seul entier s, est &gal 3 | avec aj =1 . Alors A(ET,F)
admet pour base To=Q -{a:} = (EIJ{EE}) —{aj} (c'est-3-dire T si j =0

T

]
o
autrement dit T = £) et 1 n'a pas de centre.

: °T P . ~ - .
On constate que la connaissance de g/ 3 isomorphisme pr&s détermine 1

. a -~
a automorphisme extérieur de 11 prés.

Certaines classes de conjugaison 3 automorphisme extérieur prés se coupent
en plusieurs classes de conjugaison 3 automorphisme intérieur pr&s. Nous allons
. - . ° et
les désigner par la donnée successive du type de g , du type de 11 et du

nom de la forme réelle correspondante ; il s'agit de

D2r H AZr—1+ 2 so*(4r) , r 2 3 2 classes
D, 5 A +& ; sa*(8) =~ sn(2,6) 3 classes
D, 3 B3 sosa(l, 7)) 3 classes
D, ; A +B, ; sa(3,5) 3 classes.

Dans les deux derniers cas les trecis classes sont dues aux trois choix

possibles de 1'involution du diagramme de D, .

A
2.12.~ Construction de 1'algdbre infinie g = L(ﬁ,t) :

a) Il existe une forme C-bilinéaire symétrique (:!+) invariante et non
dégénérée sur a que 1'on suppose de plus invariante par T : forcément le
centre & et les facteurs simples ﬁq de a sont orthogonaux deux & deux et
il suffit de choisir la forme de Killing sur chaque aq et une forme non dégéné-
rée invariante par T (i.e. &) quelconque sur E . On peut encore modifier
cette forme sur % et surtout sur chaque ﬁq par multiplication par une
constante 3 condition que cette constante soit la méme sur tous les &q d'une
méme orbite sous 7 . Suivant [K ; 8.2:1] on normalise la forme de fagon que
sur le dual de ﬁ on ait (ala) = qu si o est une racine longue de A(&q,ﬁ)
et si on note kq la plus petite puissance de T qui stabilise ;q ety
induit un automorphisme intérieur.

Pour j € Z , on note Ej/m 1'espace propre de 1 dans ﬁ correspondant

3 la valeur propre exp{(21jn/m) . On notera que ﬁj/m ne dépend que du rationnel
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j/m modulo un entier ; par contre les définitions que 1l'on va donner des
. Ao o - . . P
alpgébres de Lie L(Q,r) et L(g,T) dépendent en fait de 1'entier m choisi

muitiple de o, ef, [R3].

b) On définit les algébres de Lie infinies suivantes

L = ¢ [t,t” ]®0 avec le crochet tel que [tJX,th] = tJ+k.[X,Y],

Ao a
L(n) = L{g) ®Cc @ TD avec le crochet tel que

{tjchﬂm,tkyu'c+;4'D] = I v e aey - tJX+j£j_k(X|Y)c
"

Alors L(ﬁ,r) = @ tj FI (resp. o = f,(f,’r) = L(f},*r)$¢c$ID) est une
ez ,

sous-algébre de Lie de L(g) (resp. L{(a))

Ces algébres de Lie sont gradudes de la manidre évidente (avec ¢ et D
de degré 0) , c'est-i-dire par les valeurs propres de ad D

38 e (resp. Z®Qc) est le centre de ﬂ(ﬁ,r) (resp. ﬁ(ﬁ)) et
q' = L(&,T) ®dc (resp. L(E)(Bmc) en est 1'algébre dérivée. En particulier
§'/Cc est isomorphe & L(R,T)

Ces algébres sont munies d'une forme bilindaire symétrique (.]-) inva-

riante et non dégénérée par la formule
j 3 iky\v ' EELl L
(t"X+he+pD £ v+2 ' capy'D) = ﬁj_k(XIY) +hut ety
A

c) Ces constructions sont évidemment fonctorielles : si n est un auto-
. i .
morphisme de n compatible avec (.|.) (resp. et commutant 3 1) on en
L. . B A A
déduit des automorphismes gradués L(m) et L(n) (resp. L(n,7) et L(r,Tt))

qui transforment tJX en tJnX et fixent ¢ et D .

d} Un produit d'algébres de Lie du type de ﬁ(a,T) (ou plus généralement
tout sous-quotient de ce produit plus grand que le sous—-quotient que constitue
le produit des L(&,T) correspondants) est une algébre de Lie dite réductive
affine.

Les algébres de Lie qﬂ rencontrées dans [B-R] sont de cette forme et il

en est sans doute de méme de toutes celles de [B].

2.13.- Sous-algébres de Cartan, racines et endomorphisme T

o
On cheisit la sous-algébre de Cartan h de ﬁ comme en 2.1

.-

— — A a
W=h' . Alors h = N@E®ECD est une sous—algébre de Cartan de g = L(g,1)

; on a noté

c'est-a-dire une sous—algéhre diagonalisable maximale pour la représentation

adjointe.
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On note A = A(g,h) 1'ensemble des racines de h dans g . L'ensemble

A" des racines imaginaires, c'est-d-dire nulles sur h (et donc sur
h' = h®c€c = hng') , est la réunion de 4, et des AT oq ﬁq parcourt les

facteurs simples de ﬁ : A;m est formé des multiples non nuls de la racine

imaginaire 6q caractérisée par & (D) = m/kq et A, est i'ensemble des poids
-1

non nuls de W dans gn ¢ ft,e” ] ® 5.

re . = s_as . L.
L'ensemble A des racines réelles (c'est-a-dire non imaginaires) est

o
réunion disjointe des A;e si Hq parcourt un systéme de représentants des
o
orbites sous T des facteurs simples de 1 . Une racine de A:e est de la
o o
forme o = B +j(kq/m)6q ol B E A(gq,hq) et j € Z ; plus précisément son
espace propre (de dimension 1) est 1, = tJ(5§!1§j/m) et O est une racine si
et seulement si ﬁﬁ rencontre ﬁj/m . La périodicité en j des ﬁj/m montre

. re .
que & est une racine dans Aq s1 et seulement si a-*kqéq en est une.

L'endomorphisme % de L(&,T) = 5'/Cc défini par tIXm 3™ est un

endomorphisme de 8'-modules pour la représentation adjointe, cf. [R3 ; 3.1].

Ao .
2.14,- Racines de 1 = L(f,7) dans le cas ol ﬁ est simple

o o
On fait le choix d'un triplet (h;%;gi,i €I) adapté & 1 et on reprend
2.9

les notations et conventions de 2.8, , 2.10 et 2.12. On note évidemment k

au lieu de kq et § au lieu de 6q . Pour 1 € I, on définit les &léments

suivants

o = (si k/m)@<+ai dans le dual de h
s. =8, _
e, =t "5, et f. =t .f. dans n
i i i i
v / i
o =a +(e.!f.)s, ¢ dans h
p = (k/m)(D-h) dans h (1'8lément h est celui défini en 2.8)

Py = p;*ta;p dans b {(si 1 # 0)

Propesition

al Pour i,j € 1, ona C(i(pj) =& i {symbole de Kronecken).

,
b} (h;a.,iel;a\i},iEI) est une nialisation de fa matwice A déjfinic on
1

2.5, en particulien ai(or})) = a; La matrice A est de tfype affine.

L 2 — = v
c] Avec la normalisation adeptée cn 2.12.a, on a (e.l\f.l) = ai/a.l pow

i €1 ; en panticulien £'éCment contral canonique est c = Talal = (n/k)c
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d) Pour i€1, e; (resp. f.0 st une base de n, (resp. o

) ot

\ 1 1
[ei’fij = oy tandls que [ei;fjJ =0 ¢ i+# ;. Lo degré de e

. o A
(resp. fi) pown La graduation natutetle de g = L(lo},t) st sy
(resp. —si)
c) o= (Gi/iE It st wne base du sustime de tacdimes a .

L Ao B
1) L'algébre n = L(a,0) est cngedele par ho et fos ey, £, pous

LET ; clest C'algibre na)  de [K].

Remarque : Les &léments définis ci-dessus sont les mémes que ceux de [K] ou [B]
a deux nuances prés : ¢ n'est pas !'élément central canonique ¢, et l'élément
p, (souvent aussi noté d) vérifie (c]\pc) =1 (s a, avec nos conventions
de numérotation) ; si on veut qu'il vérifie de plus (po?pu) = 0 comme en

[K 3 6.2.11, on doit prendre 1a définition légerement différente suivante (qui

[R2 ; 2.4D) p, = (k/m)(D~h) - (k/2m) (h|h)c . Quand

0, ceci est v8rifié et d'ailleurs D = d

ne change rien au reste

=7 1l.e., h =

Idée de la démonstration

Les parties a, b, ¢ et d se vérifient plus ou moins facilement mais direc-—

A
tement. Il en résulte que L(ﬁ,T)
R(A) de [K;1.2].

prolongement de celle de 2.10.c.

i
contient un quotient de 1'algdbre universelle

\
La démonstration de e) et de la premidre partie de f) est un

Pour la seconde partie de f), le raisonnement

est comme en [K ; 7.4].

On peut &ventuellement simplifier cette démonstration en utilisant [R3 ; 1.2]

., . . o Ao . Ao
qui décrit un isomorphisme de ﬂ(g,r) sur L(n,7) ; alors pour L(g,?) la

démonstration est dans [K ; 7.4, 8.2 et 8.13].

R1

§ 3.- Lien entre les deux notions précédentes :

3.1.- Comme suggéré au paragraphe 1, on va &tudier des triplets (a,T,O) oll

A est une algébre simple complexe, o et T deux automorphismes qui commutent

de 5 . Pour généraliser un peu on suppose (jusqu'2 3.4) que T et o sont
d'ordre fini (respectivement m et p) et non pas des involutions.

A
On a introduit en 2.12 1'algdbre affine 0= L(ﬁ,T) . Pour tout automor-

phisme ¢ de 5 commutant & T , on construit fonctoriellement un automorphisme
A
G = ﬂ(w,T) de g (en particulier 1'ordre de o est p) Le groupe de ces
A

automorphismes de 1 est noté AUCW(L(ﬁ,T)) » 11 est formé des automorphismes
Y de g tels que

a) ey = ¢

gy WD) =D (i.e. ¢ est gradué)

¥Y) ¢ commute 3 €.

3.2.- D'aprés 2.8 il existe un choix adapté 3 © d'une sous—algébre de Cartan

o o o o PRV

h de a et d'un épinglage (ﬁ;ei,iE I) de (ﬁ,h) . Alors T stabilise m

k . On définit (2.5)

dans A = A(a,ﬁ) un ensemble { = {ai/i€ 1} de racines qui contient une base

et est associé 4 un automorphisme de diagramme ¢ d'ordre

o7

m_ du syst@me de racines de g
N 0
T
h=h

construit a partir de (%;Si,iE 1) (2.%10).

par rapport & sa sous-algdbre de Cartan

— -] _— .
On a méme un épinglage (nT;ei,i EIT) de (ﬂT,h) explicitement

Proposition 3.3 :

P TC exdste wie scus-alglbre de Cantan h de F; stable par 1 et o
rstabifise wne base n de A(_&,h) et o stablldse une
AG R

- - - . o
pat un audomoaphisme {nténieun de q

et telle gue

base de Deux tels chodix de sous-algébres de Cattan sont conju-

gués commutant & 1 et o .

o o . [} o 0
2) Plus prbcisbment (€ cexiste un dpinglage (mje.,i€1) de (g,h)  tel que
I pirglag 1

al (}:;:T;Si,iE ) est adapt? a v
b) o stabilise fa base L de am' iy et (F;nr;éi,iEIT) est adapts
a 'automonphisme o de at .

De plus poun un Epingtage vindfiant ces conditions (qui neatent sculement

. . . o7
sur T et fa nestriction de o a g ) onoa :

c) o stabllise .
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) o . R
d) Lrawtometph dsme 8 de 0= ﬁ(u,[) stabdd (se fa sous-algdbre de Cartan
koot fa base w duw systdme de wacines cewrespendant.

Remarque [Ka] : Sans utiliser d'algdbres infinies, on peut démentrer ce théordme

(sauf 2d) 3 condition de faire une &tude cas par cas pour 2c.

Démonstration

o o — o
Considérons le triplet (h;n;;i) adapté 3 T de 3.2 ; alors h = h' est

N or . P = —
une sous—algébre de Cartan de 1 et on obtilent un épinglage (h;n[;ei) de
o P o . - . I
0 . Comme tous les épinglages de 0 sont conjugué€s par un automorphisme inté-

. or . P ° N
rieur de 1 donc par un automorphisme intérieur de I commutant 3 % , on peut

— P Co 81 . R
supposer que (H;nv,ei) est un Epinglage fixé d'avance de 1 , en particulier
L
que cet €pinglage est adapté & ¢ . Comme ¢ stabilise T , i1 stabilise son
°
centralisateur h

Ainsi BY  est une sous—algdbre de Cartan de 1'algdbre réductive (3')"

I . or
et h est le centralisateur dans & de h qui est le centralisateur dans d

de B . De la conjugaison des sous-algbres de Cartan de (E}l)ﬂ on dédult que

o
deux choix possibles de h sont conjugués par un automorphisme intérieur de
°T,C . L o -
(n )" donc par un automorphisme intérieur de 0 commutant 3 T et 5
s g . A AU =
I1 reste & démontrer ¢ et d. Il est clair que & stabilise h = h®Cc®CD ;

d'autre part 7 est l'ensemble des restrictions & h des racines de m , il

suffit donc de montrer que ? stabilise m . Or o fixe un ¢lément H, de h
tel que ai(H]) =1 pour 1 €I . Soit N plus grand que EE(HL)\ Yo € A,
alors H, = (m/k) ND +H ~ est régulier dans g , plus précisément Gi(Hz) >0,

vi € 1. Comme 2 fixe H., , il stabilise mw . o

Remarques 3.4 :

1) Pour dé€terminer les classes de conjugaison des paires (7,) il ne reste
plus (d'aprés 2.8) qu'd déterminer les classes de conjugaison de o sous
Aut(f’()I . S1 wE Aut(_ﬁ)r , on peut considérer 1'automorphisme @ de g ; de
plus %, et 7, sont conjugués par @ si et seulement si GI et G? sont
conjugués par @ - Il suffit done de classifier les classes de conjugaison d'au-
tomorphismes d'ordre fini de Autr(ﬂ(a,I)) , ce que 1'on ne fera pas ici dans le
cas pénéral. ‘

Les résultats de Bausch [B] donnent cependant une premidre étape de cette

. . . . o . . .
classification des triplets {f,1,0) : on classifie © comme au § 2, puis on

associe 4 0 la classe de conjugaison de 1'automorphisme de premidre espBce et

166.
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d'ordre »p 8 dans le groupe des automorphismes de 1 . Cette classe de conju-
gaison regroupe a priori plusieurs classes de conjugaison de 8 dans
AutT(ﬁ(ﬁ,T)) ; mais on peut déterminer les classes de conjugaison qui inter-
viennent :

Si W est un automorphisme de premidre espéce et d'ordre p , il peut
s'crire sous la forme 5 s'il vérifie les conditions o , B et Yy de 3.1.
La condition B exprime que } est gradué, c'est-3-dire, une fois exprimé gue
y stabilise (h,m) , elle signifie que 1'action de ¢ sur le diagramme de
Dynkin respecte les s; . La condition o est automatique : [B ; TII] ou
[R2 ; 2.8]. Tandis que la condition Y est fondamentale : elle détermine les
p de Aut(n) qui peuvent s'écrire sous la forme 4 pour un certain choix de
(a,r,o) . En effet si § est un automorphisme de premidre espéce d'ordre p de

p-1 .
N qui commute 3 %, i1 fixe 1'&lément D, = T yl(d) = pd +Hy, ot H, € K,
z‘une certaine algdbre ﬁ(ﬁl,Tl)

et d'aprés [R3 ; 1.2] ce D, est 1'Elément

> o

isomorphe 3 0 et donc Y est de la forme (3,,T,) pour un certain choix de

o
(8,51,

2) Cette description du couple (71,0) est partielle, puisqu'elle n'indique
pas ce qu'est ¢ en dehors de ET (voir des compléments ci-dessous dans le cas
des involutions). De plus elle est trés dissymétrique ; la description du couple
(0,1) est différente et il n'est pas facile de passer de 1'une & 1'autre. Ceci
a deux inconvénients : il n'est pas facile de déterminer ﬁg dans la description
de (1,0) alors que c'est facile dans ta description de (o,T) ; de plus (1,0)
correspond & 1'ELS dual qu'il est utile de connaltre en méme temps que 1'ELS
de départ.

La différence entre les descriptions de (1,0) et de (0,7) apparait dés
les sous-alg@bres de Cartan : pour (7,0) ﬁ est le centralisateur dans ﬁ du
centralisateur dans 5T d'une sous-algdbre de Cartan t de (aT)O = ([%U)T 5
alors que pour (0,1} El est le centralisateur dans S du centralisateur
dans &O de t . On peut avoir ﬁl # ﬁ , ce qui revient & dire que 7T et o
ne stabilisent pas une méme base de A(a,ﬁ)

Ceci arrive en particulier pour fg = sI(2,R) ; E = s1(2,e) ; T(X) = -x

-1 0
et g(X) = JXJ avec J = ( ) . On a alors (;]T)O =t = {0} ,
0 1

{(O Z)/yem} et B =&"={(Z _0)/xeo:}

Y X

Ho

h =
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PR P ° .
3.5.- On_suppose dorénavant que : et o sont des involutions. D'aprés 2.11 §1 £ =1d la propriétd est vérifiée pour a € m N L Elle est claire
o . o o . o o
on a alors trois cas : pour aj si Gaj = uj . 51 Ouj = -y, ona G(ej) = a;_u avec a € ¢* .
o
_ o o Posons a = exp{2Zb) avec b €€ et X = bp, alors expadbX ne change pa
1) & =1d,a, =-uv,n=cxpadinp, , €T, 0=nuia}, . o . . I . . ge pas
o o . ot i e. pour i # ] et il change e; en e! = exp(-b)e, et e en
mo=T-lx.s et @ a pour centre 3% = Ip. ot o ° g 3 J e
] elu = exp(b)e_U , d'oill G(ei) = e:U.
. — ° . ° R
2) T=1d,0 =~ ,n=cxpadinp, , jETI, " =nUlal} et . , — _ .
Vo2 ’ ] 0 ' Supposons maintenant ¢ # Id . Si o(ui) = a, , alors quitte 4 remplacer
m o= =i °
J o par o1 ona o{x,) = & et done o(&.) = za. (ou 0(8.) = t& . dans la
P i i i i i Ti
- - T — - RN - B T PR = . . - . — — - — — .
3 < d'ordre 2, 1= ou 7 oexpad l“llj , eI, @=m U{GO} et situation de départ). Si o(a,) # a. , alors a. € m et ag(e.) = te_. . Si de
- o : B o i i . i~ i oi
o= moou = ﬂaj' . plus Ti =1 alors e, = e, (2.9) et G(ei) =e - Si par contre Ti # i ,
_ . . — ° o _ L, e o
Comme = stabilise . et w_, son action sur Q (et donc sur A) est il existe A rtel que e, = Me +rer) et €5 = Hlegprre ) 5 comme
B — —_ . L —-— . e . .
bien déterminée par celle sur w_, sauf dans le premier cas. U(ei) = teoi , on obtient G(ei) = iegi par 1dentification des termes de poids
I

©
oa., . O
i
Lemme

3.7.~ Démonstration de la proposition 1.10

Peacons-neus dans e premien cas, 0y a deux poss{biltis

o

. . 1 . . 12 - . N
phisme 3,0, fixe h qui contilent un &lément régulier ; done ¢, 0, stabilise

. s s oT P e o
_ _ ° o A un automorphisme intérieur de n (resp. extérieur de [ commutant & 1)
a) olo) = o, , ola) =a. et o ;= 1d . o1
_ . OJ _J prés, on peut supposer que les restrictions de o, et 0, a nq sont les
bl alo,) = S ”<aj) =0, ¢ gy =-1d . : mémes ; soit p cette restriction. Choisissons 1'épinglage comme en 3.3.2, il
vérifie donc les propriétés de 3.3 pour o, et 0, . Quitte 3@ conjuguer g, et
a 1 - . . - - 4 -
Démonstration : H 0, par des automorphismes intérieurs de 0 commutant & T , on peut supposer
o — Q i - . . - - .
On a aj(;j) =1 et aﬂ(sj) = 'L(Ej) = -1, tandis que 2 = Cp, . Le ré- ‘ que o, et o, vérifient les conditions de 3.5 avec des signes n, et n,
- - . . . - . . | o
sultat est donc évident puisque o est une involution qui stabilise 2z et } ay o =0 ou 9.7 sur ﬁ : par hypoth&se c'est vrai sur hT donc sur
—_ 1 ? 2 * 3
- o i o o o
1‘0(.5\’0(J" - @ } W si 1 est 1'identité sur h . Supposons T # Id sur h , alors 1'automor-
I
\
S {Ele 5 : o 2 . ° < . .
Prepesition 3.6 ‘ la base m de I . Cet automorphisme de T commute 3 1 qui est une involu~
Quitte & confuguer pat wr automerphisme (nténdcwt do §  cemmutant & 1 | tion non triviale. Un simple regard 3 la classification des systémes de racines
. o a
{de la jowme expadX avee X € &) on peut suppesen gue fa base de ' prouve que « ¢, =Id ou 1 sur m, donc g, =0, ou o, T sur h.
- P 5 ° o L N P . .
Clievalley (ea,c €A) dv o associde a £'épdnglage troduit en 3.3.2 et b) Quitte a changer o en ©,T , on peut donc supposer que ©, et o
{ ' > 2
o

f)ﬂﬁﬁ 2l - . . . Q
telle que coincident sur h ; on note ¢ 1'involution correspondante de A . Alors

(e ) = c(a)é et a8 ) = n@eé pedt o € A 0102(50) ) ng(a) ﬂl(éga) - 21(Ga) nz(ﬁ)ga “ 0261(20) ) Dl(a) Uz(égg)
a o o ool nz(aa) ni(c)eu , pour o € A et, d'aprés 3.5, on a ﬂlﬂ)(ea) = 0701(ea) , donc
et oy et (o) sent Gaaux & 1 ot vérdldiont : s (a) = (ra) 0, et o, commutent.
nlo) = mlse) et w0y = LAl @ #a et a€ T c) Ainsi @ = 0,0, est une involution de ; commutant 3 t , dont la
restriction 3 ﬁT est 1'identité. D'aprés le lemme 1.9 ona =1 ou @ =1d ,
Démonstration : c'est-i~dire o, =0, ou o, =00 . O
Les conditions sur 1 et + sont vérifiées sans aucune modification. La

condition sur r résultera de ce que o est une involution. Il reste donc i

PR o o o
vérifier que 4(ea) = to'g pour o € W




R 169. 170.

Remarque : Ceci est la démonstration de Berger dans [Ber ; p. 1071, si ce n'est

qu'il n'y est pas clairement expliqué pourquoi on peut décrire 1 , o, et o,

de mani&re agréable dans la méme base de Chevalley.

3.8.- Description et classification des ELS

Tous les résultats précddents permettent de déerire et classifier plus
facilement les ELS ; c'est fait dans {Kal. Nous allons indiquer bridvement ici

cette description dans le cas (plus simple) des formes intérieures, ¢'est—i-dire

quand U est un automorphisme intérieur. On utilise pour ccla le diagramme de

- - . kd - . o
Dvnkin complété de 1 dont les sommets correspondent 4 ) = nUi-p} et la

description se fait par rapport & la base de Chevalley de 3.5.

a) D'aprés 2.11 (et comme & = 1d) est déterminé par le fait que
P p
o o o
T ﬁ = Id et E(ea) = iea pour o € Plus précisément sculs un ou deux de ces

& correspondent au signe - : on entoure (d'un rond) les sommets correspondants.

La somme des coefficients des sommets entourds cst 2. §'il y a deux sommets

ot )
entourés, l'un des deux est -3 Le diagramme de Dynkin de n s'obtient en

/\

retirant de 7 les sommets entourés.

1°\= sa(l6,¢)

®

A’ = s0(8,€) +s0(8,0) 3 a_ = su(8.§) \

R

b) Pour décrire on procdde comme suit

On se donne une involution s de , reprisentée par des fl&ches sur le

diagramme de Dynkin complété et on encadre (par un carré) certains sommets de

. Alors 7

est déterminé par

slo™) = sta’) si o €4
o e} =] o N

”(ea) e, 3 T(O_G) =e_ o SL a€0 n'est pas encadré
o o o o .

W(Ca) = e S ”(0_0) =-e_ . sl @ €0 est encadré.

Comme 5 est une involuticn, si o est encadrd s{a) aussi.

c) Il faut voir quelles sont les descriptions ci-dessus qui correspondent
effectivement i une involution.

1.2].

La proposition suivante est une conséquence

assez simple de [B ; 111

RI

Propos (tion :
1€ existe une telle involution o 44 of seulement 56 fa aomme des coehfd-
. - . - o
clents des sommets encadn@s est paire, sauf dans Le cas ol 1 est de type
Ay, €t ' involution s a un unigue point fixe vy dans 9 ; akons v
deit etre encadié et Los autres sommets o Aont Eventuellement par paire

{Gchangie parn )
Comme cette description de

¢ n'est pas la description normalisée de 2.8

et 2,10 le calcul de %0 n'est pas toujours facile {Ka].

d) I1 est clair que 1'involution o commute & 1 si et seulement si

1"involution s stabilise 1'ensemble des sommets entourés. Alors on 1it direc—

oT

tement sur le diagramme 1'action de ¢ sur g (ef. 3.5) et on peut encore

donner quelques régles simples pour que cette actlon sur §T soit normalisée

c'est~3-dire adaptée 3 1'épinglage (3.2).
Avec ces conventions on a normalisé T et la restriction de o a ﬁT

Pour la classification il suffit de décider (ecas par cas) quand un ELS est iso-

morphe 3 son associé.

e) Nous terminerons par des exemples tirés de [Kal.

= sn(8,8)

Ces ELS correspondent

4 1'exemple ci-dessus de On indique ci-dessous successivement

g

un ELS et son associé.

g’; = s0(2,2) + s0(6,6)

su{2,6) + sn(2,6)

O
\

. - a
assoclé de : qm =

N
/

isomorphe & son associé

Su(4,4) + 1R

"R

N
/

It
&)

\/‘“
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Les trois exemples précédents sont ceux de 1.10.a

< %
“ - g";’z = s1(8,R)® R
e >

/

l]’ = 3$11(8,1)

> ® / 13;1{ = su(l,6) +sa(2,7) ;

associc de

5]

\53@
/

o
ne stabilise pas la base n

associé de : n‘ = sn(1,2) +sn(6,7)

3.9.~ Remarque dans le cas ofl ~

C'est le cas génant déjia signald en 3.4.2 ofi & se décrit agréablement
dans une autre sous-algébre de Cartan que

t = (ﬂf)ﬁ = (ﬁq)‘ est une sous-alg@bre de Cartan de
r de LU

(XE13+

("
o o
Ona v =ha(® qg) pour

L'algdbre

. P . ©
Considérons le centralisateur dans 1

o A -
ta  dans Ao ensemble des dont la restriction 3 t est nulle,

; . o o oo
L'algébre 1t est le centralisateur K de t dans n' , ¢'est-a-dire
g :

5 . oT P . . N
une sous—algébre de Cartan de n Alnsi est une involution de 1"algebre

réductive r dont l'ensemble des points fixes est contenu dans une sous-algdbre

de Cartan. Un rapide regard & la classification prouve que le semi-simplifié de

- - @ - .
r est un produit d'algdbres s, , done Aﬂ est un systéme de racines fortement

°
orthogonales ; de plus on a forcément 7T(a) = -a ou 1 = -Id sur na pour
2 . - o o+ ‘s P
o€ A Puisque stabilise m done A , la premidre possibilité est exclue,
o °
donc 1+ = -Id sur RG pour o € Ao

N &} N oy
De méme Y est une sous-algébre de Cartan de 13 , donc o(a) = -o cu

a

B
7= -Id  sur n, Pour o € A . Mais pour la seconde possibilité on aurait
) ) ) - . Ay .
ra = oo = o donc 1o’ = g’ = o ; ainsi « scralt dans bt alors que
v M : P
ala™) =2 et a€ A, , ce quil est absurde. On a donc forcément ofa) = -o ,

R

. . 7 el _ o
En particulier ¥ = h ®(® ¢(§a+oga)) (somme &tendue aux a € A)) est

une sous-algébre de Cartan de & dont le centralisateur dans ﬁ est une
sous-algdbre de Cartan de a qui permet de décrire agréablement ¢ (i.e. o
stabilise une base de son systdme de racines).

Considérons maintenant o = ﬁ(a,;) et son involution 8§ = ﬁ(U,T) Comme
(gU).lm est le centralisateur dans gg de h' = (I:T)G , 11 est contenu dans
rn ®C [t,t_l] . Plus précisément les racines o € A'® telles que ga +8(qu)
rencontre (qQ )im sont de la forme o = (pk/Z)Gi& avec o€ 50 et de plus,
comme on a vu que T _est moins 1'identité sur a& , p est impair ; la restric-
(pk/2)8’

Si on regarde la description de g sous la forme ﬁ(ﬁ,i) ot £ est un

A
)2

. L
tion a' de o 3 h° est

automorphisme de diagr%mme, il reste que les racines o € A™®  telles que
B, * 104, rencontre (no)im (dont la liste est indiquée dans la liste 1I de
[B; V] au n® ¢)

ont pour restriction 3 h' des racines d'un syst®me fortement

(pk/2)6"
ce que 1l'on constate dans la liste II de [B] pour les involutions sauf dans les

NEN

s , ce qui prouve que ces deux involutions ne

> 0

‘ . N a . -
orthogonal et que leur restriction 3 h~ est avec p impair. C'est

deux derniers cas (pour

avec ¢ et T

P Il . . o
peuvent s'écrire sous la forme L{g,T) des involutions de g .
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