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ABSTRACT

We build, by descent from the algebraic closure K of the field K of
characteristic O, the twin-building of an almost-split K-form ¢g ofa
Kac-Moody algebra ¢ . This gives a twin Tits system in the
corresponding group G .

§ 1 ALGEBRES DE KAC-MOODY ET FORMES PRESQUE-DEPLOYEES :

1.1 Soient K un corps de caractéristique O et K sa cloture algébrique.

On considére une alggbre de Kac-Moody ¢ sur K que I'on suppose construite comme
dans [K] ; on suppose de plus que toutes ses composantes sont de dimension infinie (cf.
appendice). Pour les résultats standards suivants on renvoie 2 [K] et [PK] ou parfois a
[KP1L.[KP2] ou [R2].

1l existe une matrice de Cartan généralisée A=(ajj)jjeI telle que g=g(A) soit engendrée
par l'algébre de Cartan standard B et des éléments ¢; , f; ,icI .On a la décomposition
g=he(®d,) ob o parcourt le systéme de racines A= A(g.0)<h*-{0) .

On note Il={c;/iel} la base (standard) de A . L'ensemble des racines positives
(resp. négatives) est A*=AN(@jc1 Ny ) (resp. A- =-A+). On note X(h)=®ic1 Z20; .
L'épinglage standard de ¢ est Ie triplet (B,IT,(e;,fic 1) formé de cette algébre de Cartan,
cette base et ces éléments ei€ I, fie g ;-

Les coracines 5" dans b sont telles que ajj=0j(0¥) pour tous i,j . Le groupe de Weyl W
de (4,D) est engendré par l'ensemble S des réflexions fondamentales r; définies par
ri(h)=h-a(h)e;¥ pour h dans B . Une racine réelle est une racine conjuguée par W A une
racine dans IT ; leur ensemble est noté Are . Les éléments de AIM=A-AT® sont les racines
imaginaires . Le centre de g est € = {Heb /a®H)=0 Vaell}.
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1.2 Pour un sous-ensemble J de I on définit le sous-groupe W(J) de W engendré par les
1j , i€ J et des sous-ensembles de A par :
AD=A((Die s Zo)D(Dies Novy))
ARD=ANNGAT) et AYD=AD)-A™())
On en déduit des sous-algébres de g :
PHO=p() = PS(@Yy) pour o dans A(J)

o = he(@d,) pour c dans -A(J)
mJd) = (@Y o) pour o dans AM(T)
wwn = " @9y pour o dans AY(J)
Alors pH(D=mDSUJ) (resp. P-(J) ) est la sous-algébre parabolique standard

positive (resp. négative ) correspondant a J et M(J) en est le facteur de Lévi.

Le sous-ensemble J et les paraboliques correspondants sont dits de type fini si la
matrice Ay = ()i jeJ est une matrice de Cartan, c'est a dire si W(J) est fini ou si AT(J) est
fini. SiJ ne contient aucune composante connexe de I (ce qui est toujours le cas si J est de
type fini) on dit que J et les paraboliques correspondants sont non-dégénérés. Quand J=J

les paraboliques b*=p+() et b-=p-() sont appelés sous-algébres de Borel standard .

1.3 On définit un groupe G (ne dépendant que de ¥) agissant sur § par la représentation
adjointe Ad : G—Aut(g) . Il est engendré par des sous-groupes Ugq pour ¢ racine réelle
isomorphes au groupe additif g par un isomorphisme exp tel que : Adeexp=expead .

Le groupe H associé 2 l'algébre de Cartan standard B est l'ensemble des ge G qui
agissent sur §¢ ( pour c.e AU{0}) par multiplication par un scalaire o(g) dépendant
multiplicativement de ¢ (en particulier H fixe P=go). Ainsi pour heHet Xegg ona
h.exp(X).h-1 = exp(a(h).X) et donc H normatise Ug .

Le sous-groupe de Borel standard positif (resp. négatif ) est le sous-groupe B+ (resp.
B-) engendré par H et les Ug, pour o racine réelle positive (resp. négative) .

Pour J dans I le sous-groupe parabolique standard positif (resp. négatif) correspondant
a Jest P(J) = P*(J) = B*W(J)B* (resp. P-(J) = B-W(J)B- ) ; c'est le stabilisateur de P(J)
(resp. p°(J) ) dans G .

1.4 Les sous-algébres de Cartan (c'est a dire les sous-algebres adg-diagonalisables
maximales) de ¢ sont conjuguées par G .

Une sous-algébre de Borel de ¢ est une sous-algébre complétement résoluble maximale
de ¢ : c'est le cas de B+ et b- qui ne sont pas conjuguées par G . Les sous-algébres de
Borel conjuguées par G a b+ (resp. b~ ) sont dites positives (resp. négatives ). Si ¢ est
indécomposable il n'y a pas d'autre classe de conjugaison de sous-algébre de Borel.

Une sous-algébre parabolique de § est une sous-algebre contenant une sous-algebre de
Borel; On dit qu'elle est non dégénérée si elle ne contient aucun facteur indécomposable de
g et de signe positif ou négatif si elle est propre (i.c. différente de g ) et si elle contient
une sous-algebre de Borel positive ou négative. Si § est indécomposable toute sous-
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algebre parabolique propre est non-dégénérée et de signe positif ou négatif. Une sous-
algebre parabolique de signe positif ou négatif est conjuguée 2 une unique sous-algébre
parabolique standard P*() ; elle est non dégénérée si et seulement si J est non dégénéré.

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de § agit de maniére compatible 2 Ad sur
G et donc transforme deux sous-algébres de Borel (ou paraboliques) conjuguées en deux
sous-algébres de Borel (ou paraboliques) conjuguées; il est dit de premiére espéce s'il
transforme une sous-algébre de Borel positive ou négative en une sous-algébre de Borel
de méme signe.

1.5 Une K-forme de g est une algebre de Lie g telle qu'il existe un isomorphisme de ¢

sur gx® K.

Dans la suite on fixe une telle forme et un tel isomorphisme. Alors le groupe de Galois
I'=Gal( K /K) agit sur g et Ie groupe correspondant G . On identifie gk avec l'ensemble
gT des points fixes et on définit Gg = GT .

On dit que gx est presque-déployée si I” est formé d'automorphismes (semi-linéaires)
de premiere espéce. On sait [R4] que cela équivaut 2 exiger qu'une sous-algébre
parabolique non dégénérée et de signe positif (resp. négatif) de g est définie sur K .

L'étude (dans T'esprit de [BoT] ) de ces formes presque-déployées a ét€ largement
entamée dans [R4] . Si K=R et § est affine , toutes les formes presque-déployées sont
construites dans [R3] (cf. §4) et les formes non presque-déployées (dites presque-
anisotropes ou presque-compactes) sont étudiées dans [R2] .

§ 2 L'IMMEUBLE JUMELE DE ¢ SUR K:

2.1 L'appartement associ€ 2 la sous-algébre de Cartan standard b ( cf. [R4] ) :

L'espace vectoriel réel V(B) = { xeb/t / x(x)e @ V xe X(B) }®qR est I'ensemble
des applications Z-linéaires de X () dans R ; il est stable par W et contient le cbne C =
C;’ ={ xe V(B) / oi(x)20 Vie 1 } appelé chambre standard positive . La réunion CT+(H)
des wC pour w dans W est le cone de Tits. Les wC sont les chambres de CT+(B) , elles
sont en bijection avec W .

Pour J dans I on définit Ci* = Cy = { xe C/ atj(x) = 0 VieJ } (resp. int(Cy* ) = int(Cy)
={ xeCy/0j(x) >0 Viel } . Les conjugués w.Cy (resp. w.int(Cy) ) pour w dans W et J
dans [ sont les facettes (fermées) (resp. facettes ouvertes ) définies dans CT+(§) par les
murs Ker(&) pour &e A™ |, de plus le stabilisateur ou le fixateur de Cy dans W est W(J) .
Ainsi il existe une (unique) identification W-équivariante de CT+(B) muni de ces facettes
avec le complexe de Coxeter X du systéme de Coxeter (W,S) qui envoie la chambre wC
sur la chambre wde X ([T3], voir aussi [BBK; IV §1 exer. 16] et [T2; 5.1] ).

Cette identification envoie la facette wCy de CT*(B) sur la facette wW(I) e W/W(J) de
¥ . Pour ae A™ le mur M+(ot)=CT+(H)~Ker(or) de CT+(B) est transformé en le mur de T,
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dont les cloisons sont de la forme wW({i}) si a=wo; (avecielet we W ). A oeA®est
associé un unique demi-appartement (fermé) de CT+(H) R ()={xe CT+() / a(x)=0 },
l'identification lui fait correspondre la "racine" (ou moitié) de X réunion des chambres w'
telles que £(w-lw")>L(w-lw") si a=wa; .11y a donc une bijection de I'ensemble &
des racines de ¥ avec A, Si ¢ ® correspond 2 o sa racine complémentaire notée -¢
correspond a -0t .

Si on définit C- =-C, Cj- = -Cj , on peut recommencer les constructions des trois
alinéas précédents en changeant simplement les + en des - . On introduit alors les réunions
(disjointes sauf pour la facette {0}= Cr+ = Cr- ) CT(h) = CT+H)UCT-(h) < V(h) et pour
ae AT M(at) = M+ (a)uM~(a) , R(e) = R¥(@)UR (o) avec R(a) = { xe CT-(h) /
o(x)20 } .

Les complexes CT+(B) et CT -(h) sont tous deux identifiés & ¥, . Par cette identification
M+ () et M-(a) correspondent au méme mur de 3 ; par contre R*(a) et R-(a)
correspondent A des racines complémentaires de 2, . On identifiera par la suite A™ et P par
la bijection —R*(ar) . On dit dans [T3] qu'une partie ¥ de @ est prénilpotente s'il existe
deux chambres w1 et wo de X telles que Ve wie ¢ et wae-¢ ; ainsi dans notre cas une
partiec ¥ de Ar® est prénilpotente si et seulement si l'intersection des R(a) pour ae ¥
contient une chambre de CT+(B) et une chambre de CT-(}) . De méme si {,B} CA™ est
une paire prénilpotente, on note [o,B] = { ye AT/ R(Y)DR(@)"R(B) } et o, B[ = [o,Bl-
(0B} .

2.2 On rappelle maintenant quelques notions abstraites de [T2] , [T3] ou [T4] et on les
compare 2 celles de [KP1] .

Soit X(W,S) un systéme de Coxeter; on note @+ I'ensemble de ses racines contenant la
chambre standard 1le W et @ = ®-®* . Si o est une racine il lui correspond une réflexion
ro€ W . L'ensemble des racines fondamentales est @0 = { ae ®* /rqeS } .

Définition : Une donnée radicielle jumelée est un systeme (G,(Ug)gs @) formé d'un
groupe G et d'une famille de sous-groupes indexée par @ vérifiant les conditions
suivantes :

( Pour ¥ <@ on note Uy le sous-groupe engendré par les Uy, ¢e ¥ ; si ¥=0+
(resp.®@) , on note U+ (resp U-) = Uy ; H est l'intersection des normalisateurs des Uy, .)

(DRJ1) G =HUg

(DRJ2) Ug# {1} Vaed

(DRJ3)  Pour ae ®0 et ue Ug-(1} il existe v, u"e Uy tels que le produit
m(u)=u'uu" conjugue U en U (B) pour tout Bed.

(DRJ4) Pouroe®® onaU.gd Ut .

(DRJ5) Si {o,B] est une paire prénilpotente de racines distinctes, le groupe [Uq,Up]
des commutateurs est contenu dans Uje,g[ (avec des notations analogues 2 celles de 2.1) .
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2.3 Pour (G,(Ug)) une donnée radicielle jumel€e, on définit des groupes Bg, =HU¢, pour
ae @ ; alors H est l'intersection des Bg et les axiomes (RD1) & (RD5) de [T2] sont
vérifiés (cf [T3] et [T4] ).

Dans ces conditions notons B+, B-, N et v: N—W les groupes et 'homomorphisme
définis en [T2; 5.2 et 5.4] ; il résulte de (RD1) a (RD5) que (G,B+,B-,N v) est un systéme
de Tits jumel€ au sens du numéro suivant (cf [T4] ) :

(Si on a une donnée radicielle jumelée alors Bt = HU* ,B- = HU- , Nestle
normalisateur de la collection des Ug et v est caractérisé par la relation nUgn! = Uvn)e
pour n dans N et o dans @ ).

2.4 Définition : Un systeme de Tits jumelé est un quintuplet (G,B*,B-,N,v) formé d'un
groupe G de trois sous-groupes B* , B-, N et d'un homomorphisme surjectif v de N dans
un groupe de Coxeter W de systéme de générateurs S tel que pour tous s€ S, we W et e=
+ou - (et si on note 2 1a longueur dans W et H=Ker(v) ) on ait :

(TJ1) B*~B-=H et G estengendré par N et BE .

(T12) sB*nB-=O

(TI13) sB&s ¢ BE

(TJ4) sBtwBEt C BtwBt U BeswBE

(TJ5) si £(sw) = L(w)-1 alors sBEwB—¢ C BEswB€

Dans ces conditions si o.e ®O(W,S) et si s=r, est I'élément de S correspondant on

note By = B¥SB- . Dans les conditions des axiomes (RD) de 2.3 on retrouve bien les
groupes en question. Si le systéme de Tits provient d'une donnée radicielle on a de méme
Uq =U*nsU-.

2.5 Les immeubles jumelés :
11 résulte en particulier des axiomes (TJ) que (G,B*,N,S) et (G,B-,N,S) sont des
systemes de Tits avec en particulier les décompositions de Bruhat G = B*NB* = B-NB-.
On en déduit deux immeubles (épais) 9+ et 9- qui sont des ensembles F+ et F- de
facettes ordonnés par une relation appelée inclusion et sur lesquels G agit. Pour € = + ou -
les facettes maximales de 9% appelées chambres sont les transformés de la chambre

standard C§ dont le fixateur est BE ; elles sont en bijection avec les conjugués par G de BE;

leur ensemble est noté GE . Les facettes contenues dans gC§ sont en bijection (par
I'application F—fixateur de F) avec les sous groupes propres de G contenant 2B (des
paraboliques) c'est A dire avec les parties J de S (on note gFe(J) la facette correspondante)

Les ensembles GE€ sont munis d'une distance w : CEXTE - W (cf. [T3] ou [Ro])
vérifiant les axiomes suivants :

(Im0) w(CC)=1& C=C

(Iml) w(CC)=w,w(C,C")=seS = w(C,C") € {w,ws} ;sideplus £(ws)

= A(w)+1 alors w(C,C")=ws .



678 G.ROUSSEAU

(Im2) Si w(C,C)=w etseS alors il existe C"e GE tel que w(C',C") = s et
w(C,C") = ws

Un Appartement de 9¢ est un sous-ensemble A de facettes isomorphe par une
application 0 au complexe de Coxeter 2(W,S) . Si C et C' sont des chambres de A alors
w(C,C) = 8(C)"16(C") . On ne considérera que les appartements du systéme
d'appartements (€ défini par le systéme de Tits : ses appartements sont les transformés
par G de l'appartement standard A§ dont les chambres sont les transformées par N de C§

. Ce systeme vérifie les axiomes classiques suivants :

(SA1)  Deux facettes F et ' sont contenues dans un méme appartement.

(SA2) Si deux appartements A et A' contiennent les deux facettes F et F' alors il
existe un isomorphisme de A sur A' qui fixe FetF' .

Deux chambres (resp. deux facettes) de 9+ et 4~ transformées de C¥ et Cj (resp. C+(J)
et C-(J) ) par le méme ge G sont dites opposées. Deux appartements de 9+ et ¢-
transformés par le méme ge G des appartemnents A7 et A; sont dits associés .

Des axiomes des systémes de Tits jumelés on déduit la décomposition de Bruhat-
Birkhoff G = B+NB- = B-NB* qui prouve qu'une facette de 9+ et une facette de 9- sont
contenues dans des appartements associés. On en déduit I'existence du jumelage de 9+ et
9- qui est une codistance w* : T+XB-U G-XT+ - W définie par w*(gnC§,gn'CH
= v(n"In') pour ge G et n,n'e N ; en particulier la codistance de deux chambres opposées
est 1. Cette codistance satisfait les axiomes suivants des jumelages (pour Ce GE et
C'e B€ tels que w*(C,C)=w ).

an  w'(C.0=w'CC)y!

J2) siC'eTE, w(C,C"=seS et L(ws)=£(w)-1 alors w*(C,C")=ws

(I3) siseSilexiste C'e G¢ tel que w(C',C")=s et w*(C,C")=ws

Jacques Tits montre dans [T3] que les immeubles jumelés, c'est A dire les triplets
formés de deux immeubles (épais) 9+ et 9- et d'un jumelage w* (vérifiant donc les
axiomes (I)) , sur lesquels un groupe G agit de maniére transitive sur les paires de
chambres opposées, sont construits comme ci-dessus i partir d'un systéme de Tits
Jjumelé. Ils sont construits a partir d'une donnée radicielle jumelée si et seulement si ils
vérifient une condition technique dite de Moufang .

2.6 Définition : Soient G un groupe, N,U*,U-H des sous-groupes de G et S une partie -
de N/H . On dit que (G,N,U+,U-H,S) est un "refined Tits System" [KP1] si ce sextuplet
vérifie les trois axiomes suivants :
(RT1) G estengendré par N et U+ ; H normalise U+ et U-, il est distingué dans N .
Le groupe W=N/H est engendré par S qui est formé d'éléments d'ordre 2 .
(RT2) PourseS on pose Ug =U¥SU-; alors, si de plus we W ,ona:
a) Us={1} et SUs-{1}< UgHsUs ;
b) YUgC U* ou WUsC U ;
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c) U*r=Ug(Urnsut) .
(RT3) SiueU ,neNetute Ut vérifient unut=1lalorsu=n=u*=1

2.7 Revenons au cas de nos groupes G et Ug, associés a 'algebre de Kac-Moody g sur

K . IIs forment une donnée radicielle jumelée.

Ceci est prouvé dans [T3] . On peut aussi voir [KP1] ou l'on prouve que (G,N,U+,U-
JH,S) et (G,N,U-, U+ H,S) forment des "refined Tits system”. Puisque d'aprés [KP1;
prop. 4.2] si e @9 et s=rq on a Uy = Ug , il en résulte aussitdt les axiomes
(DRI2),(DRJ3),(DRJ4) ainsi que (DRJ1) en tenant compte de ce que de (DRJ3) résulte
que NCHUg . Enfin (DRJS5) est démontré en [KP1; prop. 4.7] .

De plus on voit facilement que, si dans un groupe abstrait G (G,N,U+,U-,H,S) et
(G,N,U-,U*H,S) forment des "refined Tits system" alors, en posant B = HUE | le
quintuplet (G,B+,B-,N,v) est un systtme de Tits jumel€ (voir e.g. [KP1; lemma 3.1 et
3.2] pour (TJ5)). Il résulte d'ailleurs alors de [KP1; cor. 3.4] que (G,BEN,S) est un
systéme de Tits saturé; ainsi N est le stabilisateur de 1'appartement standard de 9€ et les
appartements de 9€ sont en bijection avec G/N et donc avec ceux de 9-€: il y a unicité de
I'associé d'un appartement de 9€ .

2.8 Description géométrique de limmeuble (cf. [R4]) :

Le cbne de Tits CT+(B) est la réunion disjointe de ses facettes ouvertes . Si F=w.int(Cy)
en est une et si xeF on note P(x) = P(F) = WP(J) et P(x) = P(F) = w.P(J) le groupe et la
sous-algébre parabolique correspondants; la facette F est dite de type fini ou non
dégénérée si J l'est. L'intérieur int(CT+(P)) du cone de Tits est la réunion des facettes
ouvertes de type fini.

On pose 9+ = GXCT+(h)/~ ot (g,x)~(h,y) si et seulement si il existe n dans N tel que y
=nx et g-lhne P(x) . Une base de voisinages de la classe de (g,x) dans 9+ est formée des
images des 8P(x)XV ol V décrit une base de voisinages de x dans CT+(B) ; ainsi 9+ est un
espace topologique. Il existe une action évidente et continue de G sur 9+ et on peut
identifier CT+(B) & son image dans 9+ par I'application x—cl(1,x) . Les facettes de 9+ sont
les transformés par G des facettes de CT+(0) et les paraboliques associés les conjugués
correspondants des paraboliques ; ils sont dits de type fini (resp. pon_dégénérés) si la
facette correspondante de CTH®) l'est. Le stabilisateur dans G de la facette F est aussi son
fixateur ; le groupe correspondant P(F) . Si C = gC} est une chambre on pose U(C)=8U+.
Les appartements de 9+ sont les transformés par G de CT+(h) .

On identifie ainsi 'ensemble des facettes et des appartements de 9+ a I'ensemble F+ de
2.5 et & ses appartements : on a donné une description géométrique de 9+ en recollant les
appartements (qui sont des copies de CT+(B) ) le long des facettes.

On peut faire les mémes choses pour 9- et on définit I'immeuble jumelé 9 comme la
réunion (disjointe sauf pour la facette {0}) de 9% et 4- . L'appartement correspondant & la
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sous-algébre de Cartan § est A(h) = CT®) = CT+HUCT-(B) ot CT-H) = -CT+({) . Les

appartements de 9 sont donc les réunions de deux appartements associés de 9+ et 9 .

2.9 Groupes associés 3 une partie d'un appartement (cf. [R4]) :
Soit Q une partie non vide de A(B) .

On note P(Q) (resp. P(2) ) l'intersection des P(F) (resp. P(F) ) pour F facette ouverte

de A(B) rencontrant Q . ‘
AM(Q) (resp. AU(Q) ) est I'ensemble des racines a.e A(g,9) telles que a(Q) = 0
(resp. a(Q) 2 0et (Q) = 0).
mQ) =d@Yy) ol o déerit ANQ)
WQR) = @Yy ol a décrit A™(Q)
M(Q) est le groupe engendré par H et les Uy, pour « racine réelle dans AM(CY) |
U(Q) est le plus petit sous-groupe de P(Q) normalisé par M(Q2) et contenant
l'intersection des U(C) pour C chambre fermée de A(H) rencontrant £ .

PQ) , P(Q) , M(Q) et U(Q) ne dépendent que de Q . Par contre M(Q) et M(Q)
dépendent de Q et B ; en fait M(Q) = P(Q) et M(Q) = P(Q) ot Q' est 1a réunion de Q et
de son opposé -Q dans A(H) .

On a la décomposition de Lévi en produit semi-direct P(Q) = M(Q)XU(Q) et P(Q) =
mQdUQ) .

Le groupe P(Q) fixe Q mais aussi son enveloppe convexe ec(f) ( c'est A dire

l'intersection avec CT(P) de I'enveloppe convexe de Q dans V() ). De plus P(Q) permute
transitivement les appartements contenant € ; ainsi ec(€2) est indépendant du choix de

A®).
§ 3 L'IMMEUBLE JUMELE DE gg SUR K :

3.1 On considére comme en 1.5 une forme presque déployée gk de l'algebre de Kac-
Moody ¢ et on fixe un isomorphisme de § sur gg® K . Alors le groupe de Galois I” agit
sur ¢ et le groupe correspondant G ; on a §g = g7 . De plus T transforme un parabolique
de signe positif ou négatif en un parabolique de méme signe; donc I” agit sur F+et F-et
donc sur 9 d'une fagon compatible avec ses actions sur § et G . On note 9g = 91" la
réunion (disjointe sauf pour {0}) de 9+ = (9N et Ig~=(9) .

Une partie B de § ou de G est dite définie sur K si elle est stable par ", on note alors
Bx =Bl . On dit aussi, par exemple, que " P est un K-parabolique " au lieu de " P est un
parabolique défini sur K , etc.

3.2 Sous-algébres toriques :
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Une sous-algébre torique K-déployée de gk est une sous-algébre ¢ pour laquelle la

représentation adjointe dans g est diagonalisable. Une sous-alggbre £ est dite torique si et
sculement si £® K est torique K -déployée.

Une sous-algebre de Cartan de gi est une sous-algébre Py telle que bre® K soit une
sous-algébre de Cartan de § . Toute sous-algébre torique de gk est contenue dans une
sous-algebre de Cartan de gg [R4;4.3].

Considérons dorénavant une sous-algébre torique { de gk . On note X(f) le sous 2-
module du dual de t® K engendré par les poids de £® K pour l1a représentation adjointe
dans g® K et V(f) l'espace vectoriel réel des applications Z-linéaires de X(f) dans R .

Sit® K est contenue dans une sous-algébre de Cartan b de ¢ , alors V(%) est un sous-
espace vectoriel réel de V() et on dit que { est générique si V(§) rencontre l'intérieur du
cone de Tits CT(B) ; on note alors CT(f) le sous-ensemble CTH)NV(E) de 9 . Ces
définitions ne dépendent pas du choix de § et CT(t) détermine entidrement § [R4 ; 3.6] .

Sit® K est contenue dans une sous-algdbre de Cartan B de ¢ , on dit que t est

rationnelle si le K -sous-espace vectoriel £® K de B est défini par des équations qui sont
des combinaisons linéaires de racines & coefficients entiers. On définit alors le groupe T
comme le sous-groupe de H formé des h tels que [ aij(h)n® = 1 d&s que ¥, n(i)o;(t) =0 .
Ces notions ne dépendent pas du choix de b [R4; 1.5 4 1.71 . Le groupe T est appelé un
tore rationnel de G ; il détermine entierement £ .

Soit Bk une sous-algébre de Cartan de g contenant £ , alors le groupe de Galois T
agissant sur V() stabilise V(t) et V(t) est fixe par I si et seulement si ¢ est torique
déployée. Si de plus { est générique, l'action de I sur CT(f) < 9 détermine I'action de I’
sur V(£) , donc £ est déployée si et seulement si CT(f) est fixe par .

Proposition 3.3 [R4 ; 4.6 et 4.7] : Les sous-algébres toriques K-déployées maximales (en
abrégé SATDM) de §x sont rationnelles et génériques; elles sont toutes conjuguées par le
groupe GK .

3.4 Fagettes et apparternents de 9K :

Si F est une facette (fermée ou ouverte) de ¢ stable par I" alors FI est non vide et est
appelé une K-facette (fermée ou ouverte). Tout point de 9k est contenu dans une K-
facette. Une K-chambre est une K-facette (fermée) maximale; donc toute K-facette est
contenue dans une K-chambre.

Les K-facettes de 9k sont en correspondance bijective avec les K-sous-groupes (ou K-
sous-algébres) paraboliques; en particulier les K-chambres correspondent aux K-sous-
groupes (ou K-sous-algébres) paraboliques minimaux.

Un K-appartement de 9k est une intersection avec 9k d'un appartement de 9 maximale
pour cette propriété.
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Deux K-facettes sont dites opposées si les facettes correspondantes de 9 le sont .

Proposition 3.5 [R4;4.6et4.7] :

a) L'application t—Ax(t) := CT(t) est une bijection de l'ensemble des sous-algébres
toriques K-déployées maximales de 9y sur l'ensemble CQx des K-appartements de 9k .

b) Le groupe Gx permute transitivement les K-appartements de 9x .

¢) Deux K-facettes sont contenues dans un méme K-appartement .

d) Les K-chambres sont de type fini; ce sont les K-facettes d'intérieur non vide dans
un K-appartement .

¢) Si D estune K-chambre , alors Ug(D) agit simplement transitivement sur les K-
appartements contenant D .

Remarques : 1) Comme toute sous-algébre torique ¢ de g est contenue dans une sous-
algébre de Cartan B de gk , un K-appartement Ag(t) de 9x est contenu dans un
appartement A(f) de 9 que l'on peut supposer stable par Galois. Les K-facettes dans
Ak(®) sont les intersections non vides avec Ag(t) des facettes de A(H) .

2) La dimension commune d des K-chambres et des K-appartements est appelée le
K-rang de gk , il vaut au moins 1 . Les K-facettes de dimension d-1 sont les K-cloisons .

3) Le groupe P(Ak(D)) est le fixateur dans G de Ak(f) , on note L = Pg(Ak(!)) =
PAK(E)NGK qui est le fixateur dans Gk de Ak(!) ; c'est aussi le centralisateur de t dans
Gk [R4; 3.6] . Si D est une K-chambre de Ag(f) on a M(D) = P(Ak(t)), le fixateur (ou
stabilisateur) de D dans Gx est donc L.Ug(D) .

4) Supposons d=1 . Comme les K-facettes positives et les K-appartements positifs
sont des cbdnes, ces derniers sont en fait des K-chambres. Comme deux K-chambres
positives sont contenues dans un méme K-appartement positif, on en déduit qu'il ne peut
y avoir qu'un seul K-appartement positif, Ainsi g€ est réduit & un seul appartement et une
seule chambre. Il n'y a dans gk qu'une seule SATDM et un seul K-parabolique propre de
chaque signe. A partir de 3.7 on exclura ce cas trivial.

3.6 Racines relatives :

Considérons un K-appartement Ag(t) de 9k et un appartement A(H) de 9 le contenant.
Si oie A(Y,) sa restriction o' A ¢ est dans X(f) et on note Ag = A(9k,0) l'ensemble de ces
o'#0 . Si de plus o est réelle on note R(a') = R()NAK(f) = { xe Ag(HHC V() /
a'(x)20} , -R(a") = R(-at') et on définit le mur M(et') = M(a)MAK(L) = { xe Ak(f) /
o'(x)=0} .

La racine o'e A est dite réelle si o est réelle et si de plus M(a') contient une K-facette
de type fini; on dit alors que R(at') est un demi-appartement de 9k et que le mur M(o') est
éel. On note Ok = Pr (9. L) 'ensemble des demi-appartements de Ax(f) . Cet ensemble
est donc un quotient de Ax™ ; si d=1 ces deux ensembles sont vides.

Pour ae @k le groupe U(a) défini en 2.9 est défini sur K et-on note V3 = Uk(a) =
U(a)"Gk . Si a=R(a") on note aussi da = M(ct") son mur.
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Soit D une K-chambre de Ag(f) , on définit Ag* = { o'e Ag / o'(D)20 } . Mais D est
dans I'adhérence d'une chambre C de A(h) et on peut considérer que C est la chambre
standard, alors Ax* ={ a'/ac A+, a'#0}.8iJ = {iel/(a)=0 } , D rencontre
l'intérieur de la facette Cy qui est donc stable par Galois et D = (CpY . Pour ye T il existe

ue U(Cy) tel que uyA(h) = A(h) et we W(J) tel que wuy(C) = C . On note y = wuy , il
stabilise A* et la base correspondante et agit donc par permutations sur I . L'action de ?

sur C stabilise Cj et y induit la méme action que ¥ ; ainsi ? agissant sur I stabilise J et D
est l'ensemble des x dans C tels que 0;(x)=0 siie T et oi(x)=0(x) si il existe ye I tel que

?(i):?(j) - En particulier d est le cardinal de JT et Agx* € ® N(x;)' pour ieJ/T ; de
plus D = { xe V(1) / (0tiy(x)20 , Vie J/T" } est un cone simplicial.

Comme le groupe P(Ak (1)) est transitif sur les appartements de 9 contenant Ax() [R4 ;
3.5], ces notions ne dépendent pas du choix de A() .

Proposition 3.7: 1) Soir o.e ATe(g.b) telle que '#0 , les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) o est réelle.

ii) ¥={BeAre/ IA>0tel que ' =Ao' } est fini.

2) Dans ces conditions on note a=R(to)e Ok et ¥, l'ensemble ci-dessus , alors :

a) Pour tout numérotage {P1,...pn} de ¥y Uapplication produit Tli<ien Up;
—U(a) est bijective.

b) Va n'est pas réduir a I'élément neutre.

¢) Toute facette F ouverte dans da est de type fini; elle est contenue dans
l'adhérence d’'une unique K-chambre D (resp. Dy) contenue dans a (resp. -a). Pour un
tel choixona : Va=Ug(DU-Dy).

Démonstration: 1)Ona ¥ ={ BeAre /20 et R(B") = R(") } .

Supposons ¥ fini. Soit F une facette de dimension maximale (d-1) dans M(a') . Les
racines de A nulles sur F sont nulles sur M(a") , il y en a trois sortes : les racines telles
que o'=0 (en nombre fini d'aprés 3.5d ) et les racines dans £'¥ ; ces racines sont donc en
nombre fini et F est de type fini.

Supposons o réelle. Alors M(a') contient une K-facette de type fini c'est 4 dire M(ar')
rencontre int(CT(H)) .Ainsi une facette ouverte F dans M(e') est de dimension maximale
d-1 et de type fini. Un point x de F est dans int(CT()) , donc F est dans (I'adhérence d)
une unique K-facette de dimension d contenue dans R(a") , cette facette est une K-
chambre positive D ; notons de méme Dj la K-chambre positive de R(-o') contenant F et
D- =-D; € R(a') . L'enveloppe convexe de F et -F est M(a") , donc I'enveloppe
convexe de D et D- (ou D et -F ) est R(a.') . Soient C* et C- des chambres de A()
contenant respectivement D et D-. Si e A, B0 et R(B') © DUD- il est clair que R(B)
D CruC , donc ¥ est formé de racines positives pour les deux chambres C+ et C- de
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signes opposés. Ainsi ‘¥ est prénilpotent et fini (cf [T3] ou [KP1 ; lemma 4.5]) et on a
montré 2)c puisque U(DWD") = U(a) par convexité.

2) Le a) découle des résultats précédents et de [T3] on de [KP1 ; prop. 4.8] . Prouvons
le b) . Supposons de plus B défini sur K . Alors ‘¥ est fini, formé de racines réelles et
stable par Galois. Choisissons x € a-da et soit © l'ensemble des ff € ¥ tels que B(x) est
maximum. Alors @ est stable par Galois et pour tous B1, 2 € ®, onaP1+B2 ¢ ¥ donc
B1+P2 ¢ Are. Soit W =@pee JB ., C'est un sous-espace vectoriel de dimension finie de ¢
stable par Galois, en particulier g = WNgx est non réduit & 0 . Les groupes Up pour
Be ® commutent entre eux (axiome DRJ5) et donc 'application [Texp : U—=U(a) est un
homomorphisme injectif de groupes compatible aux actions du groupe de Galois. Il en
résulte que V, contient I'image de Mg et n'est pas réduit a I'élément neutre.

Proposition 3.8 : Soir a € ®k(L); Le groupe V, agit simplement transitivement sur les
K-appartements contenant a . Si F, D et D1 sont comme en 3.7.2¢ toute K-chambre Dy
de 9Ix différente de D er contenant F (dans son adhérence) est contenue dans un unique
K-appartement contenant a , elle est donc transformée de D1 par un unique élément de
Va.

Démonstration : Soit D- = -Dj la K-chambre opposée 4 D dans A1 = Ag(%) .

Si un K-appartement A contient a il contient da et donc F et -F ; soit Dy 1a K-chambre
de Ag-a contenant F dans son adhérence. L'enveloppe convexe de -F et Dy contient Ag-a
donc Aj est enticrement déterminé par D3 . Réciproquement si D3 est une K-chambre de
9k contenant F dans son adhérence, alors D7 et D~ sont contenus dans un méme K-
appartement Aj et A contient l'enveloppe convexe a de D- et F . On a donc une bijection
entre les K-chambres (#D) contenant F et les K-appartements contenant a . D'autre part
d'aprés 3.5¢e il existe un unique u € Ug(D-) tel que Az =uAj . Alors uD; =DjetuF=F,
donc, par convexité, u fixe a , c'est d dire u € V,; d'ol la proposition.

Corollaire 3.9 : Soient a e @), ue Va,u=1.llexiste u',u" € U, tels que m(u)
=u'ws" € Gy stabilise Ag(f) fixe da et échange aet -a.Si D et Dy sont comme en
3.72c,ona Dy =m@)D et D =m(u)D; .

Remarque : En particulier u ne fixe aucun point de -a non dans da .

Démonstration : Soient F, D et D1 comme en 3.7.2¢ . La K-chambre Dy = uD; est
distincte de D et contient F , il existe donc u' € V_4 tel que u'(D2) =D . Ainsi (u'u)1D =
Dj et la K-chambre D3 = (u'u)-1D; est distincte de D1 et contient F . I existe donc u" €
V.atelque u"(D) =D3 . Ainsiona m(uwD =D7 et m@u)D; =D .Comme u',u"etu
fixent -F C da, on a par convexité m(u)a=-a et m(u)(-a) =a d'ol le résultat.

3.10 Les facettes réelles et le groupe de Weyl relatif
Soient t une sous-algébre torique déployée maximale de gk et A = Ag(f) le K-

appartement correspondant.
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Une K-facette est dite réelle si le sous-espace vectoriel de V(£) qu'elle engendre est
l'intersection de K-murs réels. Une K-chambre est donc réelle; plus généralement une K-
facette de type fini est réelle.

On a vu que les K-facettes correspondent bijectivement aux sous-algébres
pararaboliques ou aux sous-groupes paraboliques définis sur K ; mais si une K-facette F
n'est pas réelle il se pourrait que I'ensemble Pg(F) = P(F)I des points rationnels sur K
du groupe parabolique correspondant soit réduit A I'é€lément neutre.

Choisissons D+ une K-chambre positive de A , on note ®g0 'ensemble des K-demi-
appartements a tels que a contienne D* et da contienne une K-cloison contenue dans D* .
Ainsi ©g0 est en bijection avec lensemble des K-cloisons réelles de D* .

On note Nk = Nk(f) le normalisateur de t dans G ; d'aprés 3.5a il est formé des
éléments de Gk qui stabilisent Ag(t) . 1l contient le fixateur L de Ag(t) cf 3.5. Le
groupe de Wevl relatif Wi = Ng/L agitdonc sur A .

Considérons la partie positive A+ = CT+({) de A , son intérieur est un cbne convexe
int(CT+(%)) formé des K-facettes de type fini de A+,

Proposition 3.11 : Pour ae ®x la classe dans W de I'élément m(u) de 3.9 ne dépend
pas du choix de u et elle est d’ordre deux. C'est la réflexion par rapport au mur da notée
ra . Le groupe Wk est engendré par Sx = {15/ ae ®x0 } ; il agit simplement
transitivement sur les chambres positives (resp. négatives) de A .

Remarques : 1) Ainsi d'aprés 3.5b le groupe Gk permute transitivement les paires
formées d'un K-appartement et d'une K-chambre positive de cet appartement. Mais les K-
appartements contenant une K-chambre D sont en bijection avec les K-chambres opposées
4 D (en effet un K-appartement A contenant D contient une unique K-chambre D~ opposée
a D etl'enveloppe convexe de D et D-est A, donc A est entierement déterminée par D et
D). Ainsi Gk permute transitivement les paires de K-chambres opposées.

2) Si o€ ATe(9.B) est tel que o'#0 et que R(a') et R(-¢¢') contiennent tous deux des K-

chambres de méme signe, alors o' est réelle, c'est 4 dire R(a') € g : En effet grace i
une galerie comme celle de la démonstration ci-dessous on peut supposer que R(a) D Dy
, R(-a) 2 D2 ot D1D7 contient la cloison réelle F ; ainsi M(a') contient la facette de
type fini F .
Démonstration : Soient u ,u’ non triviaux dans V, , alors les éléments m(u) , m(u') et
m(u)-! stabilisent A (et sont donc dans N) et transforment Dy en D . Ainsi m(u)? et
m(u')-Im(u) fixent da , stabilisent A , D et D . Comme ils stabilisent ces facettes ils les
fixent (point par point) ainsi donc que A enveloppe convexe de da , D et Dy : les classes
de m(u) , m(u') et m(u)-! dans Wx sont les mémes.

Soit D' une K-chambre positive. Ainsi D* et D' sont contenues dans le cOne convexe
int{CT*(%)) . Le segment Y, joignant un point x* i l'intérieur de D* & un point x' &
l'intérieur de D' ne rencontre que des facettes de type fini. Ainsi tout point x de . n'est
contenu dans l'adhérence que d'un nombre fini de K-facettes, il posséde donc un
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voisinage ouvert qui ne rencontre qu'un nombre fini de K-facettes. Par compacité de 2 on
voit que 3. (et méme un voisinage ouvert de ¥) ne rencontre qu'un nombre fini de K-
facettes. Ainsi on peut déformer ¥ en un ligne polygonale ne rencontrant que des K-
chambres ou des K-cloisons de type fini (car dans n'importe quel voisinage on peut
tourner autour d'une K-facette de codimension 2 2). Cette ligne polygonale détermine une
galerie Dg =D+, Fp , D1 ,....., Fp, Dp =D’ ot Fj est une K-cloison de type fini
adhérente aux K-chambres Dj.1 et Dj . On peut supposer Dj.1 # Dj , notons alors rj la
réflexion par rapport au mur réel contenant Fj ; il est clair que ri(Dj-1) = Dj . Notons w) = 1
et Wj = Tj_1.....tgr] pour i22 , il est clair que wi(D*) =Dj.1 et que wiri(wy)! est la réflexion
par rapport & une K-cloison réelle de D*, cest & dire que wiri(wi)l € Sk . On en déduit
facilement que le sous-groupe de Wx engendré par Sx agit transitivement sur I'ensemble
des K-chambres positives. Mais un élément de Wk qui stabilise D* le fixe (point par
point) et fixe donc A (car il le stabilise et y agit de manitre affine). D'oli la proposition
puisque le cas négatif se traite de maniére symétrique.

3.12 Soient D = -D+* la k-chambre opposée & D+ dans A = Ag(f) et V* = Ug(D*) , V- =
Uxg(D") les groupes correspondants.

Proposition : (Gk , Ng , V¥, V-,L, Sk ) est un "refined Tits system” .

Remarque : Puisque ici les deux signes jouent des roles symctriques, on a un autre
"refined Tits system" : (Gg , Ng, V-, V*,L,5x). .
Démonsiration : Les groupes V* et V- sont normalisés par L = Mg(D*) = Mg(D") , les
éléments de Sk sont d'ordre deux et il résulte de 3.11 et 3.5¢ que le groupe engendré par
N et V* agit transitivement sur les K-chambres positives, donc est égal 2 Gk puisque le
fixateur de D est L.V* C Ng.V*; d'ou l'axiome (RT1).

Soitae ®gO et s=1¢ Sk, d'aprés 3.7.2c on a V5 = V¥SV- | Ainsi la partie a) de
I'axiome (RT2) résulte de 3.7.2b et de 3.9 ; 1a partie b) est claire et la partie c) résulte de
3.8 : SiDj est la K-chambre de A séparée de D* parle mur daetsiue V*ona uDy=D*
et uD; 2 D*MDy ; il existe donc v e Vatel que (v-hubDy =D etdonc (v u e V*rsv+,

Soient maintenantu € V-,ne Nxetve V¥ ,siunv=1ona ul = nv. Mais u-! fixe
D- donc transforme D+ en une K-chambre opposée a D* et nv transforme D* en la
chambre nD+ de A . On a donc nD+=D*,cestidirene L =Mg(D¥).Onaalorsu =n
=v =1 d'aprés [PK ; cor 5a] d'oli I'axiome (RT3).

Corollaire 3.13 : Soir e==1 ,
a) (Gk,LVE,Nk,Sk) estun systéme de Tits saturé .
b) En particulier (Wg ,SK ) est un systéme de Coxeter; on note A2()sa fonction
longueur.
¢) Soient ae gL er we Wi ,alors,
wDE C a < VYVl © Ve & sl(raw) > el(w)

d) Le groupe V€ est engendré par les sous-groupes Va ,a € Ok qu'il contient.
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Application : Le systtme de Coxeter g associé 2 (WK,5k) a ses chambres qui
correspondent bijectivement aux K-chambres du K-appartement positif CT*(¢) (3.10); il
résulte du c) que l'ensemble de ses racines est en bijection avec I'ensemble @k des K-
demi-appartements de CT*(£).

Démonstration : D'aprés la remarque 3.12 on peut selon les cas supposer € = %1 . Les
assertions a) et b) résultent aussitdt de la proposition 3.12 comme on I'a déja signalé en
2.7 . La premiére équivalence de c) est claire ( cf. prop. 3.8) et la seconde résulte de [KP1
: lemma 3.2] . Enfin l'assertion d) est prouvée en [KP1 ; prop. 3.4] .

Théoréme 3.14 : Le groupe GK muni de ses sous-groupes Va ,a € Ok est une donnée
radicielle jumelée.

Démonstration : On vient de voir que @k est I'ensemble des racines de >k etil est clair
que ®k0 en est I'ensemble des racines fondamentales. D'aprés 3.13c,d les groupes V* et
V- sont les groupes U+ et U~ de 2.2 . Le groupe L= Mg(a) normalise Vj ; réciproquement
si g e Gk normalise chaque V,, a € @k , alors il normalise V*et V-, il est donc dans
LV+nLV- =L daprés [KP1 ; cor 3.1] et I'axiome (RT3) ; ainsi L est le groupe H de 2.2

Le groupe engendré par L et les V, contient Nk (3.9 et 3.11) et V+ (3.134d) c'est donc
Gk (axiome (RT1)) d'oll 'axiome (DRJ1) . Les axiomes (DRJ2) , (DRJ3) et (DRJ4) sont
prouvés respectivement en 3.7.2b , 3.9 et 3.13c . Il reste donc & vérifier I'axiome (DRJS).

Si {a,b} < dx est une paire prénilpotente de racines distinctes, il existe des K-
chambres positive D1t et négative Dy contenues dans aet b . Tout c € [a,b] contient
donc D1t et Dy~ .Soient C+ et C- des chambres de A(B) contenant respectivement D1+ et
D1 . Si ye A™(g.h) est dans ¢, onac =R(Y) , donc R(y) contient Di* et Dy~ ; mais
9R(Y) ne contient ni D1* ni D17, donc R(Y) contient C* et C~ . Notons Y(a,b) (resp.
Y'(a,b) ) la réunion des ¥¢ pour ¢ € [a,b] (resp. ¢ € Ja,b]) ; on vient de montrer que
W(a,b) (et donc aussi P'(a,b)) est un ensemble prénilpotent de racines (donc fini : [KP1;
lemma 4.5]). Notons aussi U(a,b) (resp. U'(a,b) ) le sous-groupe de G engendré par les
Uypour ye ¥(ab) (resp. ye ¥'(ab)).

U'(a,b) est un sous-groupe distingué de U(a,b) qui contient [U(a),U(b)] : Quitte &
permuter a et b, il suffit de montrer que si e W, et Ye W'(a,b) ¥y alors [Ug, Uyl &
U'a,b) . Or [Ug, Uyl est contenu dans le groupe engendré par les Us pour 8 €
(At A(N*a+N*y) ; montrons que ces groupes sont dans U'(a,b) . Mais si S est une
telle racine on a &' = nja' + n2Y avec nj ,ng € N ,np,n2 # 0 etdonc R(3) 2 anb .
Comme ¢ = R(Y) # R(a)) =a, &' ety ne sont pas colinéaires donc &' n'est pas
colinéaire 3 o : 8 ¢ W, . D'autre part Y est positive sur anb donc &' est strictement
positive sur l'intersection de b avec l'intérieur de a ; donc &' n'est pas colinéaire ap :d
¢ ¥y, . Enfin R(8') ne contient pas b (qui est 'enveloppe de ses chambres), il existe donc
une K-chambre (par exemple positive) D2* qui est dans b mais pas dans R(8) ; comme
R(8) 2 anb 2 D+, d = R(8") est dans @k (3.11.2). On a clairement d € ]a,b[ , donc
de¥'(a,b) et Us € U'(ab) .



688 G.ROUSSEAU

L'application produit IT V¢ — U'(a,b)l est bijective pour n'importe que! ordre sur les
ce]ab[ : En effet l'application produit JT U(c) — U'(a,b) est bijective d'aprés 3.7.2a,
[KP1 ; prop. 4.8] et ce qui précéde; mais cette application est clairement compatible aux
actions de I", d'oi le résultat puisque Ve = U(c)! .

1l résulte des deux alinéas précédents que [Va,Vp] est contenu dans le groupe engendré
par les V¢ pour c € Ja,b[ , d'oll 'axiome (DRJS5) et le théoréme.

3.15 Remarque : A cette donnée radicielle jumelée est associé un immeuble jumel€ 9g' =
Ix"UIK" sur lequel Gk opere. D'aprés 3.13a et 3.5.3 ses appartements (resp. ses
chambres) sont en bijection avec les appartements (resp. les chambres) de 9k . Les
facettes de 9k’ sont les conjugués par Gk des facettes dans 9’ de la chambre standard
qui sont déterminées exactement par les a € ®x0 qui les contiennent. Mais d'apres 3.6 la
K-chambre standard D de 9k est un cone simplicial; ses facettes sont donc elles aussi
déterminées par les cloisons de D qui les contiennent. Il résulte alors aussitdt des
définitions adoptées que les facettes de k' correspondent bijectivement aux K-facettes
réelles de 9k .

§4 EXEMPLES :

4.1 On va regarder certains exemples de formes presque déployées d'algébres de Kac-
Moody affines (en un sens légérement généralisé).

Soient K un corps (de caractéristique 0) et L une extension finie de K . On considére un
algebre de Lie réductive déployée g L sur L que I'on munit d'une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée ¢l.) invariante pour la structure d'algébre de Lie (et invariante
par le groupe fini £ que l'on va considérer) par exemple la forme de Killing si g7, est semi-
simple.

On pose I" = I"(§r) = fLOL{tt 1] = @jez Jru et 1 =1(fL) =1"OLcO®LD oh c &1 D
sont deux symboles. Alors [ est une L-algébre de Lie pour le crochet défini par :

[ Xti+Ac+uD , Yek+d'c+uD] = (X, YTk + pkYek - piXe + 84X | Ve

Ainsi¢p =Lcestle centre de |, I' = ["@®Lc est I'algdbre dérivée de [ et 1" = I8 est une
algébre de Lie sous-quotientde [ . Si ﬁL est simple on sait (cf [K] , [R1] et [R3]) que lest
une algebre de Kac-Moody affine (déployée)sur L .

4.2 Le moyen a priori le plus simple de construire des automorphismes K-linéaires
d'algebre de Lie de I" ou I est d'agir séparément sur §1_ et sur L[1,t-1] ;

Le groupe AutK(ﬁL) des automorphismes K-linéaires d'algébre de Lie de ﬁL s'envoie
par un homomorphisme 7; sur le groupe de Galois I" = Autg(L) .

Le groupe Autg(L{t,t-1]) des automorphismes K-linéaires d'algbre associative de
L[t,t-!] s'envoie par un homorphisme 7ty sur I' . Si T € Autg(L[t,t-1]), on a 1(t) = art!
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avec a € L* ; on considérera le sous-groupe Autg+(L[t,t"1]) formé des T tels que T(t) = at
aveca e L" (cf [R3)]).

On considere un groupe fini Z et deux homomorphismes ¢1 : Z ~» AutK(ﬁL) etdp:E—
Autg*(LItE1]) tels que 114 et Ty déterminent le méme homomorphisme ¢ de = dans I
. On note Eg = Ker ¢ qui agit donc par des automorphismes L-linéaires. Le sous-groupe
I'"=Im ¢ = E/Eg de T est le groupe de Galois Gal(L/K') ot K' est un corps KCK'CL .

Le groupe £ agit sur | par des automorphismes de K-algébre de Lie donnés par la
formule :  E(XU+Ac+uD ) = 018X @26 + @B + GEWD .

On note gx = I@L,E) = I(ﬁL)E I'ensemble des points fixes de = ; c'est une algébre de

Lie sur K (et méme sur K').

4.3 1 est clair que [(§1 Kerdp) = [(§") si §" est I'algébre des points fixes sous ¢3(Kerdo)
dans BL .Comme ¢1(Ker¢y) est formé de L-automorphismes g" est une algebre réductive

sur L et donc, quitte & changer ﬁ L , on peut supposer (et on suppose dans la suite) que
Kerdp = {1} . .

Alors Eg est isomorphe 4 un sous-groupe fini de Aut H(L[t,e1) =L, il est donc
cyclique; on note p son ordre et T un de ses générateurs. Ainsi ¢2(T).t = e-lt oll € est une
racine primitive piMme de l'unité (contenue dans L). En particulier ¢2(t).tP = tP et l'action de
T sur LtP est bien définie; d'apres le théoréme 90 de Hilbert on peut supposer (quitte 4
changer t en bt avec b dans L*) que y(tP) = tP pour tous ydans I".

Comme ¢ est commutatif 'expression yty-1 est bien définie pour y dans I et en
regardant les images par 62 on voit que yry' ! = w0 si y(e) = €2 oll n(y) est un entier
modulop .

Onnote 0 =¢1(T) € AutL(ﬁL) , c'est un automorphisme de ﬁL d'ordre divisant p . Pour
je Z onnote ﬁL(j) l'espace propre de 0 dans §L correspondant i la valeur propre i . It
est clair que la L-algebre de Lie g = I@L.Z0) est (jez §L.()6) ® Le ® LD . L'action
de T sur I(ﬁL,Eo) et donc sur I"(ﬁL,Eo) est bien déterminée et graduée. Or on voit
facilement [R3] que g1, est isohorphe au quotient de 1"dL.E0) par l'action de

multiplication par tP . On a donc une action bien déterminée de I'" sur 91 ce qui équivaut 2

se donner une K'-forme ﬁ K de ﬁ L-

4.4 Ainsi 1a donnée de §1 et £ équivaut 2 la donnée d'une K'-algébre réductive §x .
d'une extension galoisienne L de K contenant les racines pitmes de l'unité et d'un
automorphisme L-linéaire 8 de §1 = §x ®k'L d'ordre divisant p tel que Y0y! = 67O pour
tous ydans I".
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Alors la L-algebre de Lie g1 = (Djez ﬁL(i)tj ) @ Lc @ LD est construite comme les

ﬁ(ﬁL,G) de [R3] ou [R1], si ce n'est que ﬁL n'est pas forcément simple. Ainsi gp, est
réductive-affine au sens de [R1 ; 2.12] c'est & dire que c'est le quotient par un sous-espace
vectoriel du centre d'une sous-algébre contenant 'algébre dérivée d'un produit d'algeébres
de Kac-Moody affines et d'une algébre "de Heisenberg infinie” I(V) ol V est une algebre
commutative de dimension finie.

I.a K-algébre de Lie gk estl'ensemble des points de g1 fixes sous ['=Gal(L/K') ; on a
donc gx®kL = (J) K"Kl et gk est une K-forme d'algebre réductive-affine.

La sous-algebre P = (Qje N ﬁL(j)tj ) @ Lc @ LD est une sous-algébre parabolique de
type fini de gy, stable par I'' ; donc gk est une forme presque déployée. On a gg =
(Bie ZIL()T' ) ® Ke @ KD puisque la condition sur 8 montre que I" stabilise chaque

espace propre ;JLQ') .

4.5 On retrouve ainsi tous les exemples de [R3] qui correspondent A K = R et g ¢ simple.
On y a prouvé qu'on trouve ainsi toutes les formes réelles presque-déployées des algeébres
de Kac-Moody affines.

L'exemple le plus simple s'obtient pour p=1 et K'=K , alors, si ﬁK est une K-algebre

de Lie absolument simple, gk = (@je zﬁ Kkt ® Kc ® KD est une K-forme presque
déployée d'une algébre de Kac-Moody affine. '

4.6 Notons k& la K-algébre de Lie §1.(0)" = (§1.)= , R’ son algébre dérivée et £ son
centre. Soit b une sous-algebre de Cartan de ﬁL contenant £ ; on note 31 la sous-algebre de
¢ formée des X e € tels que o(X) € K pour tous o € A(ﬁL,ﬁ) . Il est clair que El ne

dépend pas du choix de f.
Proposition : Kc @ KD est une sous-algébre torique déployée de dx . Toute sous-

algebre torique déployée maximale de 9x contenant Xc @ KD est de la forme t =

tof 1PKc®KD on Y estune sous-algeébre torique déployée maximale de &' .
Démonstration : La premiére assertion est claire. Mais le centralisateur de D dans gk est

Kc®KD@®k , donc la SATDM cherchée est de la forme £ = KcEBKD@%l ol 11 C k est
diagonalisable dans la représentation adjointe sur chaque ﬁL(j)r' c'est & dire sur (ﬁL)r" et
maximale pour cette propriété. Ainsi < tef, pour un certain choix de t . Mais l'action
adjointe de test diagonalisable non seulement sur R mais aussi sur (BT en effet les

restrictions non nulles 4 ¥ des racines de A(ﬁ L,ﬁ) sont des combinaisons linéaires de
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que les sous-algebres toriques génériques rationnelles de § sont maintenant en bijection
avec les sous-espaces génériques rationnels (i.e. définis par une équation dans X®)),cf.
[R4;3.6].
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