Exercices meétriques immobiliers

par Guy Rousseau

Abstract: Euclidean buildings are examples of hyperbolic spaces: their
distance d verify the CAT(0) inequality. This has interesting
consequences for the fixed-point-set of an isometry. Moreover such a
building | is a discrete union of facets; as a consequence one proves

here that ifo is an automorphism of |, with non empty fixed-point-set
. ,0X .
19, there exists a constant k such t%%(IT)) >k>0,forany x in |

\ 19 . Some other inequalities of the same kind are also proved.
AMS classification: 51E24

Les résultats qui vont suivre sont liés au caractére " a courbure négative" de la
métrigue d'un immeuble (essentiellement résumé par la condition CAT(0) des géométres
hyperboliques), mais aussi au caractére discret de celui-ci. Ainsi si on obtient une inégalité
(entre distances ou angles) qui ne peut étre améliorée ( car I'égalité est possible), il doit
cependant étre possible de minorer la différence a I'aide de constantes liées a l'immeuble
chaque fois que l'inégalité se trouve étre stricte. Un résultat semblable a été établi par Anne
Parreau [P] depuis la premiére rédaction de cet article, on I'a ici utilisé pour améliorer les
résultats du paragraphe 4 .

Le paragraphe 1 est consacré a fixer le type précis d'immeubles (les immeubles
euclidiens) que I'on va étudier ici et a prouver certaines de leurs propriétés métriques et
angulaires (caractéristiques de leur "courbure négative"). Les immeubles en question sont
munis d'appartements qui sont des espaces euclidiens; les exemples principaux sont les
immeubles affines (en particulier ceux de Bruhat-Tits) et les immeubles vectoriels (qui
sont des variantes des immeubles-sphériques).

Au paragraphe 2, on montre quesysst un automorphisme d'un tel immeuble | et

si I'ensembled de ses points fixes est non vide, alors pour tout x d& ll\dxiste un
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unique point ¥ de P réalisant le minimum de distance de % §dela découle d'un résultat
général plus ou moins classique) et l'angle (mesurg)edes segments géodésiques
[X0,X] et [Xg0,0X] est minoré par une constante qui ne dépend que de | dans le cas
(générique) ou | est essentiel. Ceci prouve en particulier que si un automorgldame
immeuble-sphérique essentig) 'a pas de point fixe alors la distance @), de x a

ox est minorée par une constante (ne dépendant qug de |

Au paragraphe 3 on introduit deux hypotheses techniques supplémentaires pour
les immeubles considérés: elles permettent en particulier de définir un immeuble-
sphérique a l'infini formé des directions de demi-droites de l'immeuble | en question. On
montre aussi que la réuniop tles droites de | paralleles a une droite donnée D de | est
un immeuble. Si | est I'i'mmeuble de Bruhat-Titg)d'un groupe réducti sur un corps
local, les immeublespl ainsi construits sont les immeublesA(4) associés aux
centralisateurs de sous groupes a un paransétle 4 .

Certaines des inégalités obtenues aux paragraphes 1 et 3 ainsi qu'au début du
paragraphe 2 figurent déja dans [Ru2] ou [Ru5]; vue la diffusion limitée de ces
publications on les a fait figurer ici avec une démonstration.

Au paragraphe 4 on généralise dans le cadre fixé au paragraphe 3 un résultat de
Michael Rapoport et Thomas Zink [RZ] pour les immeubles de Bruhat-Tits . On
considére deux automorphismesett de | commutant entre eux, stabilisanét tels
gue t induise une translation de longueursur D . Alors pour x dans | on conjecture
gu'il existe une constante c>0 telle que :

d(x,(to)x) = 4/ £2 + cd(x,p)?
et on le prouve dans certains cas particuliers. Une version affaiblie de cette conjecture,
suffisante pour prouver le résultat de Rapoport et Zink, est démontrée grace au résultat
d'Anne Parreau [P] .
C'est a la suite de questions de Michael Rapoport , lors d'un séjour a I'Université

de Wuppertal, que ce travail a été entrepris; gu'ils en soient remerciés.

81 Les immeubles dont il sera question :
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1.1 Immeubles combinatoires Voir [T1],[Rn],[Bn] et [Bi] .

Dans [T1] Jacques Tits définit immeuble-combinatoire comme un triplet=

(¥, & ¢, &) d'un ensemble? et de deux ensembles ¢ et & de parties def ¢ vérifiant
certains axiomes. Les éléments @@ (resp.&F ¢, €& ) sont lessommetgresp.facettes,
appartements) de l'immeuble-combinatoire. Rappelons quelques propriétés:

1) Une partie d'une facette est une facette; tout sommet est contenu dans une
facette. Les facettes maximales, appeldesmbrespnt toutes le méme nombre fini
d'éléments: Igang r de I'immeuble-combinatoire. Il existe une unique application, appelée
type , de¥¥cdans un ensemble a r éléments qui est bijective sur chaque chambre.

Ainsi comme ¥ ¢ s'identifie a I'ensemble des facettes non vides minimales,
l'immeuble-combinatoire est déterminé par le cougte, ).

2) Les appartements sont des unions de chambres; deux chambres sont toujours
contenues dans un méme appartement.

3) Unegalerie de I'immeuble-combinatoire est une sug€q ... , G, de chambres
telle que pour touti, £i<n,onalCi..NnCij0 = r-1 ; salongueur est n . Elle est dite
minimale si cette longueur est minimale parmi les longueurs de galeries deonggnee
Cpo et de mémextrémité G . Pour toutes chambres C et C' gé éxiste toujours une
galerie minimale d'origine C et extrémité C'.

Une partieA de L qui est réunion de chambres est dibemvexe si pour toutes
chambres C et C' contenues dAngoute galerie minimale d'origine C et d'extrémité C'
est formée de chambres contenues dandne partie quelcongukde | est diteconvexe
si c'est une intersection de parties gdgui sont réunion de chambres et convexes.

4) Le groupe W(R) desautomorphismes spéciaux (c'est a dig® bijections

conservant les facettes et le type) d'un appartemgesidsimplement transitif sur les
chambres de A; Le choix d'une telle chambre détermine un systéme de générateurs
d'ordre 2 de W) qui en fait un systeme de Coxeter. Ce systéeme détermine entierement
Ac et ses facettes ([T1],2.10) ; il ne dépend pasg iBomorphisme prés, on l'appelle le
groupe de Weyl W() de L .

5) Si Ac et A’ sont deux appartements, alors leur intersection est convexe et |l

existe un isomorphisme spécial desir A:' qui fixe cette intersection.
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6) L'immeuble-combinatoire est die type sphérigue si tout appartement contient

un nombre fini de sommets, c'est a dire si le groupe de Weyl est fini.

7) L'immeuble-combinatoire est die type affine si son groupe de Weyl est le
groupe de Weyl affine d'un systéme de racines avec le systéme de générateurs associé a
une base ( Dans [Bn] on suppose de plus I'immeuble-combinatédihectible c'est a dire
le systeme de racines irréductible).

8) On dira ici (contrairement a [Bn]) que l'immeuble-combinatoireledi/pe
euclidien sison groupe de Weyl est un groupe de déplacements engendré par des
réflexions (au sens de [Bi],V83), le systeme canonique de générateurs de ce groupe étant
formé des réflexions par rapport aux murs d'une chambre.

Un immeuble-combinatoire de type sphérique ou affine est de type euclidien.
Nous ne parlerons ici que du type euclidien.

9) Le produit dedeux immeubles-combinatoires dt |’ a pour ensemble de
sommets la réunion disjointe déc et ', pour ensemble de facett&s =& ¢ (resp.
pour ensemble d'appartementsét’ ) ou (G,G') correspond a l'ensemble G de
sommets du produit.

Le groupe de Weyl du produit est le produit des groupes de Weyl.

Un produit d'immeubles-combinatoires de type sphérique ou affine ou euclidien
est du méme type.

10) Une facette F est dige type fini si dans un (ou tout) appartemegtlia
contenant le fixateur W@ de F dans W(4 est fini; 'ensemble de ces facettes est noté
& . Une chambre, urioison (c'est a dire une facette a r-1 éléments) sont de type fini.

Pour un produit I'ensemble des facettes de type finfestc" .

Si I est de type fini (resp. affine irréductible) onf& = & (resp .&F ¢ \{0O}) .

1.2 Réalisation géométrique

Pour un appartementcAl'un immeuble-combinatoire de type euclidien, il existe
par hypothése :

a) un espace affine euclidien A et un systémé'hyperplans affines appelgairs

satisfaisant aux conditions de [Bi],V83 ; en particuli€rest localement fini et stable par
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le groupe Wg%) de déplacements de A engendré par les réflexions (orthogonales) par
rapport aux murs,

b) un isomorphisme de WEAsur W) qui envoie les générateurs de WA
sur les réflexions par rapport aux murs d'une chambre @é€)(A,

Cet isomorphisme est donc entierement déterminé par le choix d'une chambre de
Ac et d'une chambre de @) (ainsi qu'une bijection appropriée entre les cloisons de ces
chambres).

Les facettes de (&%) sont alors en correspondance bijective W-équivariante avec
les facettes de type fini de:AL'inclusion des facettes de Aorrespond a l'inclusion des
adhérences des facettes correspondantes #€)(Aces adhérences sont parfois appelées

facettes-fermées . Les chambres dedtrespondent donc aux chambres dé{iet les

cloisons de A auxcloisons de (Aj¢) c'est a dire aux facettes qui sont des ouverts d'un

mur.

Les parties convexes de Aui sont union de facettes de type fini, correspondent
aux parties convexes fermées de A qui sont union de facettes.

On construit alors comme dans [Rul] (voir aussi [BIg3 ou [T2]) un espace
métrique | muni d'une partition en facettes indexéespaet réunion d'appartements
indexés parét qui sont tous isométriques a I'espace A ci-dessus. Ce triptetif), est
un immeuble au sens de 1.3 ci-dessous. On ne détaillera pas plus cette construction non
essentielle dans cet article, qui n'est donc indiquée que pour fournir beaucoup d'exemples
des objets que I'on va étudier.

On remarque que A n'est pas entierement déterminé paj) \&t(@donc A puisque
I'on peut multiplier A par n'importe quel espace affine euclidien (qui sera alors un facteur
trivial). Le systeme*t est ditessentiel si I'intersection des directions de murs est réduite a
{0} . Si on impose cette condition, I'appartementdetermine uniquement A et donc
I'immeuble-combinatoirecldétermine uniquement I'immeuble | (a des équivalences de
métriques pres).

On montre dans [Bi],V83 que A peut s'écrire comme produit d'un facteur trivial,
d'un facteur essentiel de type sphérique et de facteurs essentiels de type affine irréductible.

1.3 Immeubles géométriques euclidiens
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(On ne parlera plus désormais que de ceux-ci.)

Un Immeuble (géométrigueuclidien) est un triplet (&, &) (souvent abrégé en )
formé d'un espace métrique | (on note d sa distance), d'une partition par un edgemble
de facettes et d'un recouvrement par un enseéblappartements satisfaisant aux trois
propriétés suivantes :

o) Chaque appartement A est, pour la métrique induite, un espace affine euclidien.
On appellemur de A un sous-espace affine engendré par une facette incluse dans A qui
est un hyperplan. Ce systeri¢ d'hyperplans satisfait aux hypothéses de [Bi],V83
résumées ci-dessus. Les facettes@eontenues dans A sont les facettes déqA,

) Deux facettes sont toujours contenues dans un méme appartement.

y) Si A et A" sont deux appartements, alors leur intersectiqiasst ( c'est a dire
convexe, fermée et réunion de facettes) dans A et A" . De plus il existe une isométrie de A
sur A' qui fixe leur intersection et échange les facettes.

On déduit en fait de ces trois propriétés les propriétés supplémentaires suivantes
(voir par exemple [Bn], VI83) :

0) Pour toute paire (A,C) d'un appartement contenant une chambre, il existe une
rétractionpa c de | sur A qui diminue les distances et est une isométrie sur tout
appartement contenant C .

€) Si x et y sont deux points de | , le segment [x,y] est indépendant de
'appartement les contenant. Ona: [xy] ={lZ d(x,y) =d(x,z) +d(z,y) }.

Side plus m est le milieu de [x,y] , on a pour tout z dans | :

d(x2P + d(zyR = 2d(m,2f + Jd(xyP

Plus généralement | vérifie la condition CAT(0) qui est I'une des conditions de
courbure négative ou nulle considérées par les géometres hyperboliques:

Si x,y et z sontdans I, il existe 3 points x',y' et z' du plan euclidien (E,d’)
tels que d'(x'\y") =d(x,y), d'(x,z") =d(x,z) et d'(y,z") =d(y,z) . Il existe alors 3 isométries
notées u- u' de [x,y] sur [xy],de [x,z] sur [X,z] etde [y,z] sur [y',z].La
condition CAT(0) exprime que, dans ces conditions, on a :

d'(u',v)=d(u,v) pourtous u,v dans PGYk,z]d[y,z]

() L'espace métrique | est complet.
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Il est facile de voir que | détermine un immeuble-combinatgiréé produit de
deux immeubles (¥ ,&) et (I'& ', &") est I'immeuble HI', &= &= d') dont
l'immeuble-combinatoire associé est le produit des immeubles-combinatoires.

On ne répétera pas ici un certain nombre de définitions vues ci-dessus dans un
cadre seulement lIégerement difféerent comme celles de : groupe de Weyl W = W(I) =

W(A) = W(A, %) , type sphérique, type affine, essentiel , chambre, cloison, facette-fermée

La géomeétrie de | est la donnée, a isométrie pres, du coupte) farmé de I'un de
ses appartements et de son systeme de murs; ceci est bien définyéing a
Unedemi-droiteA (resp. unaroite) D de | est une partie d'un appartement qui
dans cet espace affine (donc dans tout autre appartement qui la contient) se trouve étre une
demi-droite (resp. une droite).

Une partie de | eslonvexe si chaque fois qu'elle contient deux points elle contient

le segment qui les joint. éhclos d'une partie d'appartement est la plus petite partie close

de cet appartement la contenant; d'agrefle ne dépend pas du choix de cet appartement.

Un automorphisme de | est une isométrie de | qui permute les facettes et les

appartements, on note Aut(l) le groupe de ces automorphismes.

L'espace vectoriel euclidienaFintersection des directions des murs d'un
appartement A est aussi la direction des facettes de dimension minimale de cet
appartement. D'apré} ety) il est en fait indépendant de A et donc ngjé Eet espace
vectoriel agissant par translation est un groupe d'automorphismes de | qui stabilise toutes
les facettes et tous les appartements. Le quotielat | par lg est un immeuble essentiel
(I'essentialisé de Je méme immeuble-combinatoire que | . On peut écrire | comme le
produit Fpxle (décomposition orthogonale pour la métrique), mais pas de maniére
canonique : on choisit un point O de | et on identfia lensemble des y dans | tels que

[O,y] soit orthogonal ad-(dans un/tout appartement contenantx ety ) .

1.4 Immeubles de type sphérique
C'est le cas ou W est fini. Cela équivaut a dire que le systeme de murs d'un

appartement A est fini et alors tous ces murs contiennent un méme point O.
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Les facettes de A sont alors des cones de sommet O . Ainsi O est commun a tous
les appartements de | : les appartements sont des espaces vectoriels euclidiens tous de
méme origine O ; on dit aussi que ces immeublesvamtbriels (pour étre précis dans le
cas inessentiel, l'immeuble vectoriel est le couple (1,0) ).

La facette g contenant O est I'espace vectoriel de 1.3 contenu dans toutes les
autres facettes-fermées. La décomposition h=dassociée au choix du point O est
canonique : elle est invariante par tout automorphigatriel (c'est a dire fixant O) de I.

Considérons immeuble-sphériguesE {x =1/d(O,x =1}, cet espace est

réunion d'appartements (indexés @arqui sont des spheres et de facettes (indexées par
F\Fq}) . Sil est essentiel les facettes dadnt des complexes simpliciaux elst un
immeuble-sphérique au sens classique. On retrouve facilement | a paytir de |
| ={O} L Isx]0,00[ avec une structure facile a construire ([Rul]).

Les immeubles-sphériques fournissent donc le premier exemple important
d'immeuble (géométrique euclidien).

Sur un immeuble-sphérique cohabitent deux métriques équivalentes : la métrique
euclidienne d (bornée par &)duite par celle de | et la métriqgéodésiqu@ (bornée

parT) qui est en fait un angle (en radians).

1.5 Immeubles de Bruhat-Tits:

Les immeubles discrets construits par Francois Bruhat et Jacques Tits dans [BT1]
sont des immeubles (géométriques euclidiens) de type affine et essentiels. Ce sont des
complexes polysimpliciaux c'est a dire que les facettes sont des produits de simplexes
(comme par exemple des carrés).

Ces immeubles sont en général associés a un groupe semi-gisyiain corps
local; les appartements correspondent aux sous-tores déployés maxingaux de

Si on considére un groupe rédueaiifsur un corps local il est avantageux [Ru2] de
considérer l'immeuble inessentiel produit de I'immeuble du groupe semi-simple dérivé
4 ' et d'un espace vectoriel associé au cent de

On obtient ainsi le second exemple important dimmeuble (géométrique euclidien).
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1.6 Germes de segmenfRu2] ou [Ru5]

Si x et y sont deux points différents de I'immeuble | , on apgellme en xdu
segment [X,y] et on note [x,y) le filtre des parties de | qui contiennent un segment [x,z]
pour z dans ]x,y] = [X,y]{x} . On dira en fait que les parties de | vérifiant cette condition
contiennent [X,y) .

Tout germe de segment est contenu dans une facette-fermée et donc deux germes
de segment sont contenus dans un méme appartement. On peut aindiatéfleirde
deux germes de segment : ([x,y),[X'.¥))0,] ; il ne dépend pas de l'appartement
contenant les deux germes.

Cette notion de germe de segment permet en fait de faire marcher les
raisonnements de cet article pour les immeubles non discrets de Bruhat-Tits ( qui vérifient
les propriété$, y,d, ede 1.3 ainsi que pour un systeme d'hyperplans plus général)
pourvu qu'ils soient completg)(ce qui est le cas si le corps K est maximalement complet

pour une valuation réelle non discrete, cf [Ru2] .

1.7 Etoile d'un point :

Pour un point x de I'immeuble |, on consideére la relation d'équivalence sur | :

y~y e (x=y=y)ou (d(xy)=dxy%0etxy)=[xy))

On notety(y) =y laclassedey.

L'ensemble quotient egétoile de len x : 1(X) = Etx(l) = I/~ . C'est un
immeuble vectoriel d'origine O%. L'ensemble#y de ses facettes est en bijection avec
I'ensemblesy des facettes de | contenant x dans leur adhérencél $Fl , la facette
correspondante eB; ={y 01/ y=xOF ou [xy){x} OF }/~. L'ensembldfx de
ses appartements est un quotient de I'enseftipties appartements de | contenant x . Si
A O ¢, 'appartement correspondant de I'étoilegt={y O 1/ y =x ou [x,y)O A
M~ ; par le choix de son origine O%, 'appartementAy s'identifie & I'espace vectoriel
euclidien des vecteurs de 'espace affine. A

La distance sur kfl) est donnée par d(@,= d(x,y) et pour y,y X

d¥y)? = d(x,yP + d(x,y'? - 2d(x,y)d(x,y")cos([x,y),[x.y)) -
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L'immeuble-sphérique E(I) = 15(x) s'identifie évidemment & I'ensemble des
germes de segment d'origine X ; la métrique géodésique est I'angle de ceux-ci.

Classiquement I'étoile de | en x désigne dans [T1] le coufg(e Et(&jx,&x) qui

est un immeuble-combinatoire de type sphérique; on en déduit facilement les assertions
précédentes. Dans [Bn] I'étoile de | en x est le sous espace métffcﬁqe de | réunion
des facettes fermées d€y ; c'est un voisinage de x qui s'envoie par l'application quotient

Tk iIsométriguement sur un voisinage de l'origine dag@)Et

Il faut voir Et(I) comme l'espace tangental en x..

Proposition 1.8 [Ru5]La projectionty diminue les distances; c'est une isométrie sur
tout appartement déy .

Démonstration: lest clair queat, est une isométrie sur tout appartement contenant
X . On en déduit que pour yiz1, d(y,Z) < d(y,z) en recouvrant [x,y] par des facettes

(contenues donc dans un méme appartement que Xx).

Corollaire 1.9Si([x,y),[x,2)) =1, alorsx (I [y,z] , autrement dit[y,z] = [y,x]0[x,Zz]
Démonstration: En effet alors d(yzp{y,z) = d(x,y) + d(x,z& d(y,z) .

Proposition 1.10 : [Ru2] ou [Ru5]

Soientx,y,z,t quatre points deux a deux distincts de l'immeubkdors :

(xy)[x.2)) + ([x.2).[x.)= ([xy),[x1)) =6

S'il y a égalité alors il existe un appartement contenant ces trois germes de
segment

Si de plu® < 11, tout appartement contenajxty) et [x,t) contient[x,z) .
Démonstration: Noton8; = ([x,y),[X,2)) etB2 = ([X,2),[x,1)) . On peut supposer d(x,y) =
d(x,z) =d(x,t)2 0,01 + B2 < 11Et X,Yy,Z (resp. x,z,t; x,y,t) dans un méme appartement A
(resp. A;A).

1) Supposon81 + 6> <11 . Alors I'étude du cas euclidien montre qu'il existg z'

1x,z] tel que :
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d(x,z")(siB1+sinBy) = d(x,y)sin@1+62) et d(y,z')+d(z',t)=2d(x,y)SJ(?|4-2|r—62 :
On a alors 2d(x,y)si%{ =d(y,t)< 2d(x,y)siﬂelJ2rj ;doncB<61+60> .

Ets'ily a égalité ona d(y,t) =d(y,z") + d(z',t) ainsil y,t] 00 A ; les germes de
segment [X,y) , [X,t) et [X,z) sont dans le méme appartement A .
2) SiB1 + 62 =110n @B <07 + B2 . Supposons de plés= 11. Dans I'appartement
Ao on considere un segment [t,t'] paralléle a [x,z] et de méme sens et suffisamment court
pour que Yy et [t,t'] soient dans un méme appartement. Cet appartement contiendra
automatiqguement x (corollaire 1.9) et on peut donc supposer que c'est A .
Notons z' le point de [x,z] a distance d(t,t')/2 de x .
Alors d(y,z'f = d(x,yP + %d(t,t')2 -d(x,y)d(t,t)co®1 (dans A)
d(y,t¥ = 4d(x,yP + d(t,t'? - 4d(x,y)d(t,t)co8; (dans A)
d(z',t3 = d(x,yP + %d(t,t')2 -d(x,y)d(t,t)co®1 (dans A)
Donc d(y,2) = d(z ) 3d(y.t) etz0 [y.t] DA.

Les germes de segment [x,y) , [X,t) et [x,z) sont dans le méme appartement A .

1.11 Défaut d'un triangle[Ru2] ou [Ru5] : Soient X,y,z trois points distincts de | . On
notex l'angle ([x,y),[x,2)) , de mémg = ([y,z),[y,X)) et 2 = ([z,X),[z,y)) . On note X la
longueur d(y,z) et de méme Y =d(x,z) et Z=d(Xx,y) .

L'angle def(x,y,z) FT-X 9 -7 est ledéfaut du triangle (x,y,z) .

Proposition : a)Le défaut a = def(x,y,z) est positif ou nul.

b) Y2+ 72 - 2YZcox < X2< Y2 + 72 - 2YZcosk + a)
Remarques:

1) Ceci est une propriété supplémentaire de "courbure négative" des immeubles.

2) Si le triangle (x,y,z) est contenu dans un appartement alors son défaut est nul.
La réciproque est sans doute toujours vraie: voir [Ru2] ou [Ru5] pour le cas des
immeubles de Bruhat-Tits d'une donnée radicielle valuée; comparer aussi b) et [BT1] ,

2.8.1.

- TN . Ve - r 7 Y - 7 -/\r
Démonstration : La premiére inégalité de b) résidtd.8 . D'apres cette inégalitéest

inférieur a la valeux' calculée dans un espace euclidien a partir de X,Y et Z (par la formule
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A AN A A A A AN A A A A R
X2=Y2+72-2YZcosk') ). Demémg <y' ,z<zZ' etx+y +z<X+y'+ z' =1, d'ou

a). De plus§<\' <X+a , d'ou la seconde inégalité de b).

1.12 Divergence des demi-droites

SoientA,A' deux demi-droites d'origines u,u’ et v,v' des points,fe. On suppose
les 4 points u,u',v,v' différents et on considere les angll\es ([u,u”),[u,v)) G =
(U U v)) V= (V) v) etV = (Viv)vit) , pour OA\[uy] ettt '\[uv].

. A N N A\

Proposition: v+Vv'>2u +U'
Démonstration : En subdivisant les segments [u,Vv] et [u',v] on se raméne au cas ou ces 4
points (mais pas t,t') sont dans un méme appartement.ll)\}er& = 21-([v,u),([v,V)) -

([v',u'),[v',v))S\’/\ + V' , d'aprés 1.10.
82 Projection sur un convexe fermé

Proposition 2.1Soit C un convexe fermé non vide de l'immeulble
a) Pour tout x del , il existe un unique poinkg = Tic(x) de C qui réalise le
minimum de distance dea C .

b) La projectiontic de I sur Cest continue et méme contractante
T
c) Pour tout x del et touty de C, y# Xg, on a ([Xo,X),[X0,Y)) 25 .

d) Soientx O | et z[ Ctels que ([z,x),[z,y))z’zJ pour tout ylI C \ {z} alors

zZ=x
Remarques La propriété a) et la premiere partie de b) sont bien connues dans un espace
CAT(0) complet.

D'apres cette propriété a) , dans un immeuble vectoriel | une partie convexe
fermée ne contenant pas O a un unique point qui réalise le minimum de distance de O a
C . Ce point est invariant par toute isométrie vectorielle de | stabilisant C . C'est la
situation que I'on rencontre en théorie des invariants ( [Rul] , [Ru3] ) : il suffit
d'appliquer le résultat ci-dessus en prenant pour C I'ensemble H de [Ru3] 2.22 . On
obtient ainsi une démonstration du critére d'instabilité de David Mumford sur les corps

non algébriquement clos, voir [M] appendice au chapitre 2. Cette démonstration est plus
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proche de celle de Georg Kempf [K] que celle de [Ru3] qui utilise le lemme de point
fixe de Bruhat et Tits.
Démonstration:

a) Soit d = d(x,C) le minimum de distance de x a C . D'apres l'inégalitéedesi..3
y et z[1 C vérifient d(X,y)< d+¢ et d(x,z)< d+& , comme le milieu m de [x,y] est dans C
donc vérifie d(x,m% d , on a d(y,2 < 4( (d+)2- d?) = 4(€2 + 2d) . Ceci prouve
l'unicité de x (poure = 0) et son existence (grace a une limite de suite de Cauchy).

b) Soient x,\{1 et Xy ,Yyo leurs projetés sur C . En appliquant I'inégalité 4.8 ,
Yo, X et le milieu m de [xyo] (qui est donc dans C), ona:

d(x,x0)2 + d(x,y0)2 2 2d(¢MP + 5d(0,Y0)2 2 2d(x.30)2 + 3d(0,Y0)°

mais d(x,y) < d(x,y) + d(y,)) < d(x,y) + d(y,%) < d(x,x) + 2d(X,y)

donc  d(x.y0)? < 8d(x,x)d(x,y) + 8d(x,y¥

d'ou la continuité degc .

Pour montrer que dyo) < d(x,y) , par additivité des distances sur le segment
[x,y] , compacité de ce segment et continuité de la projection, on se raméne au cas ou X ety
sont assez proches g}y assez proches. Plus précisément I'expression "assez proche"
signifie que ces points sont dans une méme facette-fermée; c'est bien une notion
topologique car la réunion des facettes fermées contenant un point est un voisinage de ce
point.

Ainsi on peut supposer que X, yo,& Yo sont dans un appartement A; de plus
Xo (resp. y) est la projection de x (resp. y) sur le segmeg)ygkqui est dans AC . On
est donc ramené a un probléme dans un espace euclidien qui est clair.

c) Quitte a rapprocher y de gur [xo,y] on peut supposer que §,&t y sont dans
un méme appartement A . Commgest le point de [xy] 0 AnC le plus proche de x, il
est clair que l'angle indiqué est obtus.

La réciprogue d) est claire d'apres 1.11b .

2.2 Considérons un immeuble-sphériqueruni de sa distance géodésiguePlus
précisément s est I'immeuble-sphérique associé a un immeuble vectoriel | ; en particulier

un immeuble-sphérique au sens classique convient.
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Soito un élément du groupe Auflldes automorphismes dg, Ic'est a dire une
isométrie ded qui respecte les ensembles de facettes et appartemsatprolonge en un

automorphisme vectoriel de | .
Proposition : Si I'ensemblelg des points fixes de est vide , alors il existe une

constante@ > Otelle que : d(x,0xX) =0 pour tout xde Is .
Remarques 1) Sio est d'ordre 2, alo® = 1t. En effet sid(x,0x) <1, le milieu m de
[x,0x] dans I'immeuble | est fixe paret différent de O; le point [O,m) est alors daﬁs I

2) Si I'immeuble | estini (i.e. & ou & fini) un argument topologique simple

donne le résultat est continu ed = inf(d(x,0x)) est atteint sur le compagt tionc6>0
3) Supposons d'ordre n et posor&:g . Sid(x,0x) <0, alors tous les points de

@ = {o'x /i UZ} sont deux a deux a distance géodésique strictement mferlezurdaaa

conjecture de Tits est alors vérifiée pour I'enveloppe convekeddms § eto a donc un
point fixe dans celle-ci ( [Rul], 3.5).

On a donc démontré la proposition dans ce cas av&c ce

4) Si limmeuble est essentiel on va trouver un noimdépendant de et méme

ne dépendant que de la géométriesddeh fait sans supposeiI Vide on va trouve® > 0

tel que pour tout point x vérifiad(x,0x) < 6 I'adhérence de la facette decontenant x
rencontre § .
Démonstration

Ecrivons | = lgxle comme en 1.4, cette décomposition est stable parspet(l
orthogonale. Il suffit donc de démontrer la proposition séparément dans chaque facteur.
Le cas de fest clair d'aprés la remarque 2, on peut donc maintenant supposer | essentiel.

Appelons facette-barycentrique dgun simplexe obtenu par décomposition
barycentrique d'une facette de. ICette décomposition en facettes-barycentriques est
stable par Autg) et si une telle facette-barycentrique est stablepaAut(ls) alors elle
est fixe point par point par ce .

Si N est la dimension des sphéres que sont les appartemenis de Va
construire une suiteqEg,00), ... , (N,En,ON) OU les |, E sont des sous-ensembles glet|

les6; des nombres réels strictement positifs.
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lp est la réunion des facettes-barycentriques de dimension 0 , il est stable par
Aut(lg) et en fait fermé.

On définit g comme ['inf ded(x,y) pour (x,yO lg et x£y) ou (x[1 g ety n'est
pas dans une facette-barycentrique d'adhérence contenant x) . Ce nombre est strictement
positif et ne dépend que de la géométrie fecdr cela se voit dans un appartement.

Eo={x0OI1/0yOlg 9d(x,y) <6g} est la réunion des boules ouvertes de centre
dans p et de rayorfig ; il est donc ouvert et stable par Agk(l

Si x [ Eg et sid(x,0X) <06, alors I'unigue sommetly Ig a distance moins di
de x est a distance moins dégy2lu sommety [ lg, donc y =oy . De plus y est dans
I'adhérence de la facette-barycentrique contenant x .

Supposons construitg, Eg,0g, ... ,k,Ei,6; avec i<N.

li+1 est la réunion des facettes-barycentriques de dimension i+1 privée.deBe
; Il est stable par Autd) et en fait fermé.

On définit dj+1 comme l'inf ded(x,y) pour (x,y li+1 et X,y dans des facettes
barycentriques distinctes) ou (X j+1 et y n'est pas dans une facette-barycentrique
d'adhérence contenant x) . Ce nombre est strictement positif et ne dépend que de la
géomeétrie de gl car cela se voit dans un appartement.

Ei+1 ={x 01/ 0y Oli+1 9(Xy) <6j+1 MEol ... JEj) est stable par Aut) ;

Eoll ... OEj+1 est ouvert et contient toutes les facettes-barycentriques de dimension au
moins i+1.

Si x O Ej+1 et sid(x,0x) < 6j+1 , alors il existe une unique facette-barycentrique F
de dimension i+1 rencontrani{ et a distance moins @g-1 de x ; la distance de Fa&
est alors moins de631 . Donc F =oF et la facette-barycentrique F est fixe point par
point paro. De plus cette facette est contenue dans I'adhérence de la facette-barycentrique
contenant X .

Comme § est réunion disjointe deglEy, ... , By, Si on pos® = inf{80,01,.... BN} ,
on voit que pour x dang $i d(x,0x) <0, alors I'adhérence de la facette-barycentrique

contenant x rencontreg |

Proposition 2.3 :Soient | un immeuble et un automorphisme détels quelo £ [0 .
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a) I° estun convexe fermé de

b) Il existe 6 > Otel que pour toutx 1 1\ 19, si on notexg le point del9 le
plus proche dex , alors: ([X0,X),[X0,0%X)) = 6

c) Pour x dans | : d(xgx) = 2d(x,|0)sin(g)

Remarques: 1) Si | est un immeuble vectoriel et & 4 {O} , cette proposition est
équivalente a la précédente.

2) Ceci s'applique en particulier si | est I'immeuble de Bruhat-Tits d'un groupe
réductif ¢ sur un corps local K et si K est une extension galoisienne non ramifiée
d'un corps local k sur lequel est défini. Le groupe de Galois de K/k est alors
cyclique engendré par un élément de Frobeniust donc ¢ est I'immeuble de Bruhat-
Tits de ¢ sur k canoniquement plongé dans |: [BT2] ou [Ru2] .

3) Si o est d'ordre 2, il est clair quep &8st le milieu du segment {%] et on
peut donc prendr® =1t : d(x,0x) = 2d(x,P)

4) Si | est essentiel on va démontrer la proposition ave nm dépendant que
de la géométrie de | ( en particulier pasalei de P); cela équivaut au résultat d’Anne
Parreau [P] dans le cas @l a un point fixe.

Démonstration : Comme est une isométrie, I'assertion a) est claire (&) 13 méme
c) résulte aussitét de b) etde 1.11b .

Pour montrer b) on décompose | en produit par le choix d'une origind®0O
Alors l'action dec sur | est le produit d'une action sup Et d'une action surel Il
suffit donc de démontrer la proposition séparément dans chaque facteur. Le gassde F
clair d'apres la remarque 2.2.2 appliquée a l'orthogonal gjé ¢(flans . On peut donc
maintenant supposer | essentiel.

On considéere un point gxde P, la projectionT de | sur 9 et I'étoile-

sphérique Iito(l) de l en y avec sa distance géodésique

Soity |, y#Xxgtel que [%,y) = [X0,0Y) , les segments ] et [%,0y] ont une
partie commune [xz] avec z Xg. Ainsi Eﬁo(l)0 est I'ensemble des dx) avec 7]

19\{X g} .

On introduit dans | la subdivision barycentrique des facettes, &nestlréunion
de telles facettes-barycentriques. Dar;s(%(ﬂi)t on appelle facettes de second type l'image



1/

par la projectionrg(0 d'une facette-barycentrique de | dont I'adhérence congemirsi

Et)S(O(I)C’ est réunion de facettes de second type. En particulier la facette de second type F'
de E;(O(I) contenant O Xg est entierement fixe par .

Notons Eio(l)%= {EOEG (1) / 0EN) > MO Et (DO } ; il est clair

gue o stabilise cet ensemble sans y avoir de point fixe. D'aprés 2.1, (38(3%5#

{[xo0.x) / xOt1(xg) x#xp} etil s'agit donc de montrer un résultat analogue a la
proposition 2.2 pour E&(I)% .

Quitte & remplacer E&(I) par (Fy={ x O Et)s(o(l) I [Xo,x] O F'} qui contient
EtiO(I)OD , On peut supposer que F'x@). Alors les facettes de second type minimales

de EEO(I) sont réduites a des points que I'on appellera sommets.

Dans un appartement de)s(gl) on considere tous les hyperplans orthogonaux a

ces sommets, et on appelle facettes du troisieme type les facettes que ces hyperplans

découpent dans les facettes du second type. Il y en a un nombre fini dans I'appartement.
Ces facettes du troisiéme type sont permutées entre elles par I'actio;sgoéw Et

des automorphismes de | fixanP | On peut donc répéter la démonstration de la
proposition 2.2 pour é&(l) et les facettes du troisieme type pour trouver la constante

6>0.
Si yO Et>s(0(l) vérifie d(y,oy) <0, alors I'adhérence de la facette du troisieme

_ . o L
type contenant y rencontre )S(IE(LI)U . Mais il est clair que EE)(')D est réunion de

facettes du troisieme type fermées et on a vu@ugy a pas de point fixe; donky,oy)
> 0 pour tout y dans E&(I)%

Il reste a voir que, quitte a la diminuer, la constaftene dépend que de la

géomeétrie de | . Par construction elle ne dépend que de la facette-barycentrique F
contenant ¥ ( dont I'image dans E&(I) est F') etil n'y a qu'un nombre fini de telles
facettes modulo le groupe de Weyl; d'ou le résultat.

83 Hypothéses supplémentaires sur l'immeuble.

On considere toujours un immeuble (géométrique euclidien) 1.
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3.1 Cheminées [Ru2] , [Ru5].

Une cheminée de lest I'enclos & s de la réunion d'un segment S et d'une
demi-droite A de méme origine et situés dans un méme appartement. Par convexité et
fermeture, elle contient la demi-droite de cet appartement parall&eei d'origine
l'extrémité de S .

Si A est une demi-droite d'origine x et X' un pointAle le raccourci A(x") de la
demi-droite A est la demi-droite A\ [x,XT .

Si A est une demi-droite d'origine x et [x,y] un segment d'un méme appartement
A, unraccourci de la cheminéea§x,y] est défini par un point x' da et un point y' de
Ix,y] (y'=xsiy=x) :c'estla cheminéeafx)x,y] OU [X.y"] est le segment de A
translaté de [x,y'] par le vecteur x'-x.

Le germed'une demi-droiteA (ou d'une cheminée x&) est le filtre & (ou
Ca[x,y] ) des parties de | qui contiennent un raccourci de celle-ci. On dira que les parties
de | vérifiant cette condition contiennent le germe.

Remarques a) L'enclos d'une demi-droite est un cas particulier de cheminée.

b) L'enclos d'un quartier ( au sens de [BT1], 7.1.4 , c'est a dire d'un

"sector" au sens de [Rn] , 9.1 ) est I'enclos d'une demi-amoitsition générale (i.e.

parallele a aucun mur). C'est donc un cas particulier de cheminée et son germe est le

germe de la cheminée.

3.2 Hypotheses On considérera désormais des immeubles vérifiant les deux axiomes
suivants:
a) Une facette et un germe de cheminée sont contenus dans un méme appartement.

) Deux germes de cheminée sont contenus dans un méme appartement.

3.3 Remarques: a) L'enclos d'un germe de segment étant une facette-fermée (et
réciproquement) on peut remplacer dandacette par germe de segment. Ainsi sous

I'nypotheésen) une demi-droite et un germe de segment de méme origine sont contenus

dans un méme appartement (par convexité) et déterminent donc un germe de cheminée.
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b) Ces deux hypotheses sont vérifiées si | est de type sphérique, car alors un
germe de cheminée n'est autre qu'une facette ou une facette-fermée.

c) Ces deux hypothéses portent en fait sur le systéine'appartements. Par
exemple si | est I'immeuble (de type affine) d'un systéme de Tits affine on montre dans
[BT1], 2.9.3 et 2.9.5 que si les cheminées sont des quartiersiaketd) sont vrais en
remplacant "appartement” par "partie de | isométrique a une partie d'appartement”. Si le
systéme d'appartements est complet (ie maximal) alors une telle partie est contenue dans
un appartement, d'atl) etf3) pour les quartiers, voir [Rn] , 9.4 et 9.5. Ces axiomes sont
liés a I'existence d'un immeuble (de type sphérique) a l'infini de | ; voir [Rn], 10.1.

Anne Parreau [P] prouve aussi, pour les immeubles affines (trées généraux) qu'elle
définit, quea) et ) sont vérifiées si les cheminées sont des quartiers.

d) Les immeubles des algébres de Kac-Moody affines sont des immeubles au sens
adopté ici mais (sauf cas dégénérés) ils ne satisfont [pla@reéme pour les quartiers):
dans le cas le plus simple de l'algéste(K[t,t-1]) cela signifie que PGH(K]|t,t-1]) est
transitif mais pas doublement transitif sur I'espace proj@e(ik(t)) . Par contre I'axiome
a) est toujours veérifié (au moins pour les quartiers).

e) Les immeubles de Bruhat-Tits associés a des données radicielles valuées, par
exemple ceux associés a un groupe réductif sur un corps local , satisfont aux exiomes
etp) . C'est démontré dans [BT1], 7.3.1 et 6.1.15a pour des quartiers et en général dans
[Ru2] et [Ru5] . Pour passer du cas des quartiers a celui des cheminées il suffit de
combiner les décompositions démontrées dans [BT1] pour le cas des quartiers a une
décomposition de Bruhat ( [BT1], 7.3.4 ) du sous-groupe de Levi du parabolique

associé a une demi-droite.

3.4 Angles et parallélisme

D'aprés 3.23 on peut définir ingled'un germe de segment et d'un germe de
demi-droite (égal a I'angle en x de ce germe de segment et de cette demi-droite si ceux-ci
ont méme origine x) ou de deux germes de demi-droites : il suffit de prendre un

. 11t .
appartement les contenant tous deux. Si lI'angle estri@resp. O J'[;i) on dit que ces

deux germes sopiaralléles (respnt méme directionsont opposéssont orthogonaux).
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Deux demi-droitegnt méme direction s'il en est ainsi de leurs germes.

Deux droites de | sonparalléles sielles sont contenues dans un méme
appartement et y sont paralleles.

Remarque : Le parallélisme des demi-droites, le parallélisme ou la direction
commune (en un sens évident) des germes de segment ne sont pas des relations
d'équivalence. Par contre le parallélisme des droites et la direction commune des demi-

droites sont des relations d'équivalence comme on va le voir.

Proposition 3.5 : [Rub5] .SoientA , A' deux demi-droites de méme origmecontenant
des pointsy,y' distincts dex . On note (A,A') l'angle des germes des demi-droités
A et (AA ) = ([x,y),[xy)) I'angle "a l'origine” de A, A . On choisit z[CA \[x,y] et
z'[A \[xy] ,alors:
AL < (yy)ly.2) + Iy V) Iy.2) -t < (BA)

Remarques: 1) L'angle a l'origine de deux demi-droites de méme origine est donc
inférieur a leur angle a l'infini. Il n'y a pas forcément égalité comme le montre le cas des
arbres. Il est vraisemblable que I'égalité implique que les deux demi-droites sont contenues
dans un méme appartement. C'est en tout cas vrai si I'angle a l'origine (et donc aussi celui a
I'infini) estt ,cf1.9.

2) Deux demi-droited),A' de méme origine x et méme direction sont donc
confondues : sinon par convexfiéA' est un segment [x,x'] et on obtient une absurdité

en remplacant x par X' dans la proposition.

Démonstration :Appliquons 1.12av =y, Vv' =y d]x,y] etu'd]x,y] tels que x,
[u,y) et [u'y") soient dans un méme appartement. Dans cet appartema/htﬂa'az M +
(AA)y . Donc V+UST+ (AA)y ; d'ou la premiéere inégalité.

Appliquons maintenant 1.12 avecu =y, u' =y',v =2z et V' =z choisis de telle
facon que les raccourci&(z) et A'(z") soient dans un méme appartement A . On a alors
< U+0'= ((Iy,y").ly,2)) + (Iy',y).ly,2))= v+ V' etdans I'appartement A on voit que

N N N « . 7
vV +V <1+ (AA) ; d'ou la seconde inégalité.
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Proposition 3.6 [Ru2] ou [Ru5] Deux germes de demi-droites de méme direction font
le méme angle avec tout germe de segment ou de demi-droite
Conséquence La direction commune des demi-droites est une relation d'équivalence. On

peut donc définir 'ensemble, |desdirections de demi-droites. C'est en général (sans

doute toujours) un immeuble-sphérique : I'immeuble a l'infini de 1, voir [Rn], 9.3. On
peut définir I'angle de deux directions de demi-droites ou d'une direction de demi-droite et

d'un germe de segment.

Démonstration : SoienfA , A' des demi-droites d'origines x , X' contenues dans un méme
appartement A ety un germe de segment ou de demi-droite. D'aprés 3.2 et grace a la
compacité de [x,x] on peut, quitte a raccoufcatA' en remplacant [x,X] par un segment
paralléle, trouver une subdivision x(0) = x , x(1) , ... , x(n) = x' de [x,x] et des
appartements pour 0< i < n-1) contenany et la cheminée £ x(),x(i+1)] OUA(i) est

la demi-droite de A d'origine x(i) et parallelda Comme A contient aussh(i+1) (par

convexité) on est ramené a un probleme dans un espace euclidien et celui-ci est clair.

Corollaire 3.7 : 1)Soient D une droite d'un appartemer , et At ,A- deux demi-
droites opposées contenues dans Si un appartemenfA' contient A* et une demi-
droite A" de méme direction qué\-, alors il contient D .

2) Si deux droitesD; et Do sont telles que les directions de demi-droites qu'elles
déterminent sont les mémes, alors elles sont paralleles (et en particulier contenues dans
un méme appartement).

Conséguence Le parallélisme de droites est une relation d'équivalence qui équivaut a
I'égalité des directions de demi-droites. Une classe de parallélisme de droites (encore

appelédirection de droites) est une paire de directions de demi-droites opposées.

Démonstration : 1) Opeut supposeA* etA- de méme origine x . L'appartement A’

contient une demi-droit&" de méme direction qu& et donc qué- d'origine x . D'aprés

3.5.2o0naA"=A".

2) Considérons dansiresp. ) des demi-droites opposée_éLr bt D'1 (resp.

D, et D, ) de fagon que Det D (resp. [} et D, ) aient méme direction. Quitte & les
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raccourcir on peut supposer qu+f bt I32 sont dans un méme appartement A . D'aprés 1)

A contient D et D etil est alors clair queDet D> sont paralléles dans A .

Proposition 3.8 : 1)Soient D une droite de |, x un point de D et [X,y] un segment
non trivial. On noteA+ et A. les deux demi-droites d'origing portées parD .On a
alors :
(xy).A4) + ([xy)A) 2 = A+A)

2) ([Ru2] ou [Rub]) Il y a égalité si et seulement s'il existe un appartement
contenant D et [Xx,y) .

3) Si on se donne de plus une droparalléle a D et un segment non trivial
[X',y'] d'origine x' dans D' et si, avec des notations évidentes, on a

(x¥).44) + (x.y)A) =1 =([x"y).A) + ([Xy)A-)

alors il existe un appartement contenaby , Do, [X,y) et [X\Y) .
Démonstration : 1) est undaemulation de 1.10 et la partie directe de 2) est claire.

2) Supposons la somme des angles égaletaonsidérons des appartements A
; A_; A contenant respectivement [x,yYet; [X,y) etA ; le germe dé\. et le germe
de la cheminée £ [x,y) (qui existe dans A) . Il existe alors z das, , z' dang). et t
dans ]x,y] tels que: d(x,z) = d(x,z") } BontientA+ et [x,t] ; A contientA. et [xt]; A
contient la raccourci@_(z') deA. et la cheminée &(Z),[X,u] de A- ou u estdéterminé
dans A par u-z = 2(t-x) . Par convexité A contient D et aussi [x,t] d'apres les calculs
de la démonstration 1.10.2 ; d'ou le résultat.

3) Considérons un appartement A contenant les germes des deux cheminées
déterminées respectivement paret [X,y) ;A et [X',y') . D'aprés 3.7.1 A contient en fait

D1 et Dy en entier. D'ou le résultat d'apres la démonstration de l'alinéa précédent.

3.9 L'immeuble associé a une droite
Soient D une droite et d sa classe de parallélisme (c'est a dire sa direction).
On note &y I'ensemble des appartements de | qui contiennent une droite paralléle a

D et |y le sous-espace métrique de | réunion des appartemed de
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On appelle dacette-fermée degl'enclos K d'une facette F d'un appartementlA
&y et de I'une (quelconque) des droites paralléles a D de cet appartement qui rencontrent F
. D'aprés 3.5.2 cette d-facette-fermée ne dépend que de F et d (pas de A) . On appelle d-
facette de l'intérieur relatif (c'est a dire dans le sous-espace affine engendré) d'une d-
facette-fermée. L'ensemble des d-facettes est fil0¢€.

Il est clair qu'une d-facette-fermée est I'enclos d'un germe de segment [X,y)
contenu danglet de la droite (unique d'aprés 3.5.2) paralléle a D et contenant x .

Notonsd™* etd- les deux directions de demi-droites déterminées par D ; pour X
+ - . . .. . .
dans I notondy, etA, les demi-droites d'origine X et de direction respectestd .

Alors d'apres 3.4.1 x est dansssi et seulement si 'angle a l'origine des demi-drdijes

etA, est(et anrsA:m » est une droite paralléle a D : 3.7) . On a de plus [X}gsi
et seulement si ([x,;é);) + ([XY)A) =TT .

Proposition 3.10 : a)Soit A [J & ; les d-facettes contenues daAssont les facettes du
systéme d'hyperplangttg={M 0O % / M parallele a d } Le groupe Wy engendré
par les réflexions orthogonales par rapport a ces hyperplans est donc un sous-groupe
deW .

b) Ig ou plus précisément le triplelg, & g, &g) est un immeuble

c) lg est convexe et fermé dahs
Remarques: 1) L'immeuble § n'est évidemment pas essentiel; il est méme réduit a un
seul appartement et une seule facette (c'est a dire que l'essentialisé est réduit a un point) si
D est "en position générale" (paralléle & aucun mur).

2) Les d-facettes sont des réunions de facettes et elles recogvrent |

3) Si ¢ est un groupe réductif sur un corps local K , on peut considérer son
immeuble de Bruhat-Tits #).Si ¥ est un sous-tore déployé d& on peut
considérer la réunion #,%) des appartements degl correspondant a des sous-tores
déployés maximaux contenant ; c'est I'immeuble (plongé de maniére adéquate dans

(%) ) du centralisateur d& dans £ : [Ru2] ou [Ru5] .
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En fait I(+#¥,4) est un immeuble du type considéré ic¥: détermine une
"direction de sous-espace affine d'appartement” de dimension la dimensign ée il
suffit de prendre pour d une direction de droite "en position générale" dedans.

Si & estde dimension 1, alors la direction de droite d déterminéefpagst
telle que les droites qui ont cette direction sont les enveloppes convexes des orbites de
#(K) dans §: le groupe ¥ (K) agit par translation sur ces droites et on verra en 4.3.3
une caractérisation dgy b partir de I'action de#(K) sur | .

Démonstration: Laartie a) est claire et il est immédiat de vérifier difgy vérifie les

hypotheses de [Bi] , V&3 puisque c'est vrai pédr.

On a donc vu l'axiomea) des immeubles pourg t I'axiomey) est clair car les
appartements dg kont des appartements de | . Enfin I'axi@heésulte de 3.8.3 . Donc
b) est vérifié.

Le c) résulte de ce qug ést un immeuble pour la métrique induite par celle de | et
plus précisément des propriégést . On peut aussi déduire la convexité directement de
3.8.3 et la fermeture du fait qu'un voisinage d'unbest formé des facettes contenant x

dans leur adhérence.

84 Projection et translation

4.1 La situation rencontrée par Michael Rapoport et Thomas Zink [RZ]

4 est un groupe réductif défini sur le corps local k. On considére une extension
galoisienne (éventuellement infinie) K/k non ramifiée, de groupe de Galois engendré par
I'élément de Frobenius . On considere un sous-groupe a un paranretoe 4 défini
sur k ; son image est donc un sous-tore déplgyde dimension 1 . On notgZ =
Z( ) le centralisateur de¥ dans £ .

On a donc d'aprés 3.10.3 des immeubleé#) et k(+#,2) (resp. k(Z) et
I(#,%))de ¢ et & sur K (resp. k). Les groupeg (K) et Gal(K/k) = o>
agissent surkl(%) ; Ik(+¥,2) eststable pao et &Z(K) . Comme l'extension est non

ramifiée de groupe de Galois engendréqamn peut d'apres [BT] ou [Ru2] identifier
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k(%) al'ensemblel(£)° des points fixes par ; cette identification échange( ¥, %)
et k(+,9)9.

Le probleme comporte également un élément $#(K) tel que, pour une
puissance B N non nulle convenable, on aito)=0S\(a) ou a est un élément de k
de valuation non nulle (en fait de valuation s). On note k(s) le corps des points fikes de

Il s'agit alors de montrer qupaur une constante ¢ > 0 il existe une constante C
> 0 telle que :

si xO k(9 vérifie d(x,(B)x)<c , alors d(xysy ¥, $)<C

('mplication en sens inverse, avec d'autres constantes, est évidente).

Michael Rapoport et Thomas Zink démontrent ce résultat d'abord gour
Zx(n), puis ils se ramenent a ce cas en plonggai# ) dans k(£+£(n)) grace a un
résultat d'Erasmus Landvogt [L] .

Il est clair que I'on peut remplacer la condition d@®x} < c par d(X,®)Sx) < sc
et donc supposer que s=1 etMa) .

L'élément t stabilise les quatre immeubles considérés, commute agemduit

sur k(+,4) donc aussi surk(¥#,4) une translation.

4.2 La situation abstraite que I'on va considérer

On se donne un immeuble | (vérifiant les hypotheses de 3.2), deux
automorphismesy et t de | et une direction de droite d dans |. On suppose que :

a) o et t commutent ,

B) o et t fixent la direction de droite d et donc stabilisent I'immeuple |

y) I'ensemblej des points fixes d& dans § est non vide ,

d) t induit sur chaque droite de direction d une translation ,

€) si t estlidentité surgl on suppose qu'il I'est aussi sur | .
Remarquesl) Les vecteurs de la translation t sur deux droites de direction d sont
canoniquement isomorphes puisque t est une isométrie et qu'il existe un appartement
contenant ces deux droites. En particulier on notea longueur de ce vecteur; ainsi pour

X dans gona d(x,tx) =t .
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2) Les ensemblesqgl, 19 et @ sont convexes fermés dans |, mais on ne

suppose pas forcément que les deux derniers sont des immeubles.

3) On va montrer (4.7) qu'il existe une constante k (dépendant de tl et d )
telle que : d(x]) < k.d(x,0) .

Pour cela on essaye de minorer dfqt en fonction de d()ﬁl) .

L'inégalité inverse est claire : d(xg)x) < 2d(x,|g) +42 .

4) On noted* et & les deux directions de demi-droites déterminées par d .

Proposition 4.3 Pour x dans | on notexg le point de Iq le plus proche dex .
a) Il existe une constante [ ]O,g] telle que si x n'est pas dansly alors:

(X0X)3) 25+ et ((0X)5) 25 +¢

b) Supposong non triviale ie £ # 0 ,alors pour x dans | on a:
d(x,t(x)) = £ + 2d(x,»)sinte

Remarques: 1) La constante ne dépend pas de x , mais seulement de la géométrie de |
et de la position de la direction de droite d dans cette géométrie.

2) Cette proposition résout le probleme 4.2.3 dans le cas est l'identité.

3) D'aprés cette proposition est le minimum de distance de x a tx pour X
dans | et ce minimum est atteint uniquement pour les poings de |
Démonstration : a) Considérons la droite D de direction d et contepanbtonsA
une demi-droite de D d'origine x et de directidri= 6t oud™) . Si y est un point
différent de x de A, on a égalité des angles ¢¥),d) et ([x0,X),[X0,Y)) . Mais toute
facette F contenant dyy) dans son adhérence est dan$3.8.2), donc pour z dans F,
Z#Xp,0na ([)g,x),[xo,z))zliT (2.1c) . Le résultat en découle en notaie plus petit des
angles (]¢,Y).[Xo,u)) pour u dans une facette ne contenant pagy)[xdans son
adhérence. L'angle est> 0 car dand(xg) on sait que la réunion des facettes contenant
un point dans son adhérence est un voisinage de ce point.

b) On peut trouver une subdivisiony,x, ... , y=x de [p,x] telle que pour
O<isn-1 [x,xj+1] et [t%,txj+1] soient dans un méme appartement B'aprés 1.12 la

somme des angles ([txi),[xj,Xj+1)) et ([t§,Xi),[tXj,tXi+1)) est au moingt2¢ . On en
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déduit donc dans l'appartement fen se ramenant a un calcul dans un plan euclidien)

que d(¥1,tXi+1) = d(X,tx) + 2d(%,X+1)sir?e ; d'ol le résultat.

Proposition 4.4 :Supposonx [ Ig . Si 8 > 0 est I'angle de 2.3 relatif alg et o, on
a: 6
d(x,(to)x)2 = £2 + 4d(x,g)zsin2(§)
Remarquesl) Cette proposition résout le probleme 4.2.3 dans le cas og. | = |
2) Si t estlidentité ceci se réduita 2.3.

Démonstration : Soit x le point de j le plus proche de x.On noteggPD et D' les

droites de direction d passant par, X etox . D'apres 2.3c on a d@x) = d(tx,(o)x)
. 0 :
> 2d(x,>@)sm§ . De plus d(x,tx) = afx,(to)x) = d(xo,txg) = £ . Il suffit donc de montrer
gue le parallélogramme {&x,tox,tx} qui est contenu dans un appartement est en fait un
rectangle.
Il existe une subdivision g, ... %=0x de [p,0x] et des appartementsp,AA1,

..., An-1 tels que Acontienne D et [xj+1] . On note [ la droite de direction d
passant parijxqui est donc contenue dansed A.1 . Comme ¥ est le point de Pl Ig

le plus proche de x ou @& , [xg,X] et [xg,0%] sont perpendiculaires ag2'est a dire a

d . En raisonnant successivement dans les appartemgAts A ,Ay-1 on en déduit que

X,x1] , [x.x2] , ..., [X,%] = [X,0x] sont perpendiculaires a d ; d'ou le résultat.

4.5 Le résultat d'Anne Parreau :[P]

Si g est une isométrie d'un immeuble affine | (au sens discret de 1.3 par
exemple), on notet (g) = inf{d(y, gy) /yOl} et on définit Min(g) comme I'ensemble
des x dans | tels que d(x, gx#(g) .

Sil'immeuble | est essentiel (mais vérifie des axiomes moins contraignants que
ceux de 3.2 et 3.3) Anne Parreau montre qu'il existe une constante k >0, ne dépendant
que de la géométrie de |, c'est a dire que du groupe W et de la distance d, telle que :

pour tout x dans | d(x, Min(gk) k.(2(g) +d(x,gx) xk 2kd(x,gx)

o
I

Proposition 4.6 : Sous les hypothéses de 4.2, oMan(to ) = 1 .
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Démonstration : Le cag = 0 est clair; supposons domc # 0 . L'isométrie d

translate les droites de direction d dagis dt la réunion des géodésiques paralléles a ces

droites est {; la proposition est donc une conséquence facile du théoreme 11.6.8 de [BH]

. On peut aussi en donner une démonstration directe avec les arguments de 4.3 .

Corollaire 4.7 :Sous les hypothéses de 4.2, il existe une condtant® ne dépendant

gue de la géométrie de (et det, o silimmeuble est inessentiel) telle que :
d(x,IaI )< k.d(x,bx) pourtoutx dansl.

.Démonstration Par le choix d'une origine O dan% I, on décompose

I'immeuble | en produit orthogonal d'un immeuble essengiedt d'un espace vectoriel

euclidien fg. Les actionsde t etde sur | sont les produits d'actions sdret F .
On se ramene donc a traiter séparément le cas d'un immeuble essentiel (grace a la
proposition 4.6 et au résultat d'’Anne Parreau) et le cas trivial d'un espace euclidien (facile

et aussi conséquence de 4.4) .

Remarque4.8 . Auvu de 4.3 et 4.4, la meilleure inégalité que l'on puisse espérer est :

d(x,(to)x) 2;7 1?.2+cd(x,g)2 pour une constante ¢ > 0 dépendant
uniguement de la géométrie de | (et deotdans le cas inessentiel).

Mais seuls quelques cas particuliers ont pu étre prouvés.
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