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Résune

A partir d'une décomposition en cdnes de I'espace ditead@in appartement d’un immeubléiae localement
fini, on définit une compactification de I'immeuble sembéshlla compactification de Satake d’'un espace symétrique.
Comme cas particuliers de cette construction, on retroae®inpactification polygonale classique telle que décrite
dans[[Lan96] ou ses généralisation décrites dans [Vjetdvintérét de la construction présentée ici est de’ekt
totalement géomeétrique : elle est indépendante deskemce d’'un groupe agissant sur 'immeuble. On prouve au pas
sage plusieurs résultats permettant d'identifier cezmparties de 'immeuble qui sont incluses dans un apparteme
par exemple on prouve que deux facettes de quartier sottegaiétre réduites, incluses dans un méme appartement

Abstract

We define a compactification of arfiae buildingZ indexed by a family of partitions of the director spaie
of one of its appartment&. This compactification is similar to Satake’s compatificatdf a symetric space, and it
generalizes the quite well known polygonal compactificatiban dfine building in the sense that it is independant of
the action of a group on the building, and that it allows soméations depending on the choice of the partitionﬂ’of
The diferent choices will mainly lead to fiierent subgroups of the Weyl group acting on the bordek. &flong the
proofs, we get some results to help one find subsets of théibgilich are included in an apartment, for exemple we
prove that two sector facets can always be reduced so thafitireone apartment.
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1 Introduction

Le but de cet article est de présenter une constructiompamegéomeétrique de la compactification polygonale
d’'unimmeuble &ine localement fini, comme celle décrite par Landviogt [L§nOa s’afranchit totalement de 'usage
d’'un groupe agissant sur 'immeuble, ce qui permet de déaifimé compactification pour les quelques immeubles qui
pourraient ne pas étre associés a un groupe muni d’unpdife-

On propose également une généralisation : on définietone famille de compactifications, indexée par I'ensembl
des partitions de I'espace directeur d’un appartementeasassujettis a certaines conditions. Parmi elles sednd

la compactification polygonale classique définie dans g6ou [GRO6] ainsi que celles décrites par Annette Werner
dans[[WerQ[7].

Décrivons rapidement I'espace obtenu. L'adhérence dguh appartement sera I'espace compact obtenu en ra-
joutant a I'infini un polygone, dont chaque face sera un demgde Coxeter avec comme groupe un sous-groupe du
groupe de Weyl de 'immeuble. On peut choisir n'importe qualygone stable par le groupe de Weyl vectoriel, mais
pour un choix quelconque, la structure de complexe de Cosgeta triviale sur de nombreuses faces. La compactifi-
cation de I'immeuble est obtenue en étendant la compaattdic d’'un appartement de référence, d’'une manierergu’o
prouvera &tre unique dans la majorité des cas. Le bordrajesité a I'immeuble est en fait une réunion d’'immeuble
affines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupesupegie Coxeter de 'immeuble de départ. Le choix
de la décomposition en cones au départ détermine l&ssdeees sous-groupes interviennent.

Par ailleurs, quelques résultats intermédiaires pettarair leur intérét propre, certains sont valides darcalire
d’'un immeuble quelconque. Il s’agit principalement desuttats de la partigl4, qui donnent des criteres pour s'as-
surer qu’une partie d'un immeuble est incluse dans un seudrégment. On prouve notamment que deux galeries
tendues sont, quitte a étre réduites, incluse dans unev#partement (du systeme complet d’appartements), puis
on généralise au cas d'une galerie tendue et d'une cleam@éci prouve par exemple que deux facettes de quartiers
guelconques contiennent des sous-facettes incluses danémae appartement, généralisant le résultat sirait#éja
connu pour les quartiers (voir par exemple la propositiof)(@e [Ron89]). Quelques résultats classiques sur lgncl
d’une partie sont également prouvés, dans le cas d’unie p& coupant aucune chambre.

Dans la parti€,]2, on énonce et on analyse brievement fedittmns requises sur une décomposition en cones de

I'espace directeur d’'un appartement pour définir une cantifpzation de I'immeuble. Dans la partie suivante, on défin

la compactification d’'un appartement. L'interlude de latieéd permet d’énoncer les quelques résultats nécessair

la suite qui peuvent avoir un intérét propre. La pdrtiechindf I'ensemble qui sera I'immeuble compactifié, la parti
définit la topologie sur cet ensemble et prouve les petgsiattendues, en particulier la compacité. Dans laepart
[7, on vérifie que la compactification de I'immeuble aindigié est unique lorsqu’une compactification d’un apparte-
ment est fixée et que I'immeuble provient d’'un groupe muoind’ donnée radicielle. Cela fournit un moyen simple
de comparer cette compactification avec d’autres, comnbesceéfinies dans [Lan96].[GRO6] et [Wel07]. Enfin, la
partie[8 décrit le bord qu’on vient de rajouter a I'immeaibil s’agit d’une réunion d'immeubledtines de dimensions
inférieures.

2 Ladonnée initiale

2.1 Conventions, notations

Un immeubleZ sera vu a priori comme un complexe simplicial vérifiant le®mes classique(([Bro89], [Tit74]),
ou comme un complexe polysimplicial comme dans [BT72]. Ciesappartemenit est un complexe de Coxeter, dont
on noteW(A) le groupe de Coxeter. Ce groupe est indépendamt deisomorphisme prés. Lorsqu’on choisit une
chambrec de A, les réflexions par rapport aux cloisonsaforment une parti&s(c) de W(A) telle que W(A), S(c))
est un systéme de Coxeter. La classe d’isomorphisnw¥ (@9 est caractérisée par un diagramme appelé diagramme
de Coxeter. Son ensemble de sommets est en bijections{eget les sommets correspondant aux réflexiopst



sont reliés ssett ne commutent pas. On précise alors sur I'aréte I'ordrstd@e diagramme ne dépend pas du choix
deAnidec.

On définit sur I'ensemble des facettes le type, c’est unetfon a valeur dan®(S(c)) qui permet de caractériser
les orbites des facettes d’'un appartement sous I'actionrdupg de Weyl. Les isomorphismes entre appartements
préservent le type, par définition.

L'ensemble des chambres deest muni d’'une distance a valeur daiigA), appeléaN-distance. En fait] est tota-
lement déterminé par 'ensemble de ses chambres muni\dediatance, c’est d’ailleurs le point de vue adopté dans
[Ron89].

Nous nous intéressons principalement aux immeulfteges. Dans ce cas, on identifié sa réalisation géométrique
affine, qui est un espace métrique complet dans laquelle lesrtapgents sont des espacdénas euclidiens, les
groupes de Coxeter des groupes de transformations orthtegodiines, et les isomorphismes entre appartements des
isométries. Voir[[Bro89], chapitre VI, [BT72], [Tit86]Har00],[Rou08]. C’'est cet espace qu’on se propose de compac
tifier. Si Aest un appartement, le group&A) est engendré par les réflexions orthogonales par rappled hyperplans
appelés murs[([Bou68]). Les murs définissent une pamtdi@A dont les parties sont identifiees aux facetted\des
chambres étant les facettes de dimension maximale.

On noteﬁfl’espace directeur da&, c’est lui aussi un complexe de Coxeter dont le grdm§) est 'ensemble des
parties vectorielles des elements\W¢A). Il est engendré par les réflexions orthogonales parar@pix murs dek,
qui sont les espaces directeurs des mura.dees murs dei définissent une partition d&en cdnes convexes appelés
facettes de Weyl ou facettes vectorielles. Ces partiesidentifiees aux simplexes du complexe de CoxAter
Il existe un systéme de racigec A* tel que les murs d& sont les noyaux des racines et dUvtA) est le groupe de
Coxeter #ine associé, au sens de [Boli68], 2.5.
Si on fixe une chambre de We@l c A, on note, pous € S(C) as la racine correspondante (donc kej)(= Fix(s)).
Alors {as}ses(c) €St une base dgetC = {x € A|Vse S(C), as(X) > 0}. De plus, dans le diagramme de CoxeteAde
deux sommets ett sont reliés si et seulementsi n'est pas orthogonale@. En considérant ce diagramme comme
un simple graphe, on définit les notions de connexité habés.

Lorsqu’on passe du point de vue complexe simplicial au pdentue géométrique d’'un immeublfiae, le voca-
bulaire change un peu :
Un complexe simplicial est en particulier un ensemble miumé relation d’ordre. On notera généralemertette
relation, et on dira que est inclus dansl lorsquec c d. Mais lorsquec = d dans un immeubleffine, alors dans la
réalisation géomeétriqueest inclus dans I'adhérence deavecc c d si et seulement € = d. En généralc c ad.
De plus, dans un complexe simplicial, la facette maximalériaure ac et ad, notéec A d est appelée l'intersec-
tion dec etd. Dans la réalisation géométrique, 'adhérence del est égale a l'intersection des adhérences elgl,
maiscAd ne s’exprime pas de maniére directe en fonctioo el (en fait,cAd est I'intérieur deend dans Vectfnd)).

Si M est un mur et une chambre dans un systeme de Coxatem noteraD(M, c) le demi-appartement fermé
délimité parM et contenant. Sauf précision, un demi-appartement signifiera un dggpagtement fermé. Un demi-
appartement peut aussi étre défini a I'aide de deux chesrdaljacentesetd, ou d’'une raciner (on voit a priori les
racines comme des formeffines sur un appartement) et d’'un entteron notera?(c, d) la réunion des chambres
fermées plus proches dejue ded, et D(a, k) = {X|a(X) + k > 0}.

SoientD* et D™ les deux demi-appartements définis par un fudans un appartemeit On dira que deux par-
tiesa et de A sont séparées pa sia c D* et c D™, ou l'inverse. On notera alorg™s (Donc par exemple,
a c M = a|VB quel que soip). On dira que ces parties sont séparées stricteme saen outrexr ¢ M et ¢ M.

L'enclos d’une parti€e dans un appartemeAtest I'intersection de tous les demi-appartements ferra@sabnte-
nantE. On la note GA(E).

LorsqueA et B sont deux appartements ayant au moins une chambre en commpe@yt naturellement identifier
AavecB. Lorsque la dimension dén B est moindre, on ne peut qu’identifier un sous-espad®alec un sous-espace



de B, voici comment on procede :

Les sous-espaces Vegy € Al x,ye AnB} c Aet Vec{xy € B x,ye AnB} cC B sont canoniquement isomorphes.
On identifie alors ces deux sous-espaces, et on note I'espéeeuA N B. Cet espace vérifie la propriété suivante : si
E est un troisiéme appartementgsi A — E ety : B — E sont deux isomorphismes qui coincident sur un ensemble
b c An B, alors I'espace directelrde Aff(b) est inclus dan&n B, et pour tout’ € b, on ag(V) = (V).

Cette "intersection des espaces directeurs” ne vérifi¢associativite, en fait I'ecriture n B) n C n"a méme aucun
sens, caA N B n'est pas uniquement défini au moyen de la structure veti®deA et B, mais bien de la structure
d’espacesfiines deA et B. (Une notation commAR B serait sans doute plus appropriée.)

RemarqueDans la suiteb ne signifiera pas en général I'espace directeur figop

2.2 (COnes convexes

Dans cet article, tous les cones seront supposé convegxesra Un cone vectoriel convexe dans Brespace
vectoriel E est un sous-ensemble @estable par addition et multiplication par un scalaire s#ritent positif. Tout
cone vectoriel contient 0 dans son adhérenc& &st un espacefiine dirigé parE, un cone convexefine deE est
un sous-ensemble dede la formef = s+ f olis € E et f est un cone convexe d&

Lorsquefﬁest un cdne d& ne contenant pas de droite (on dit aussi "cone pointu”ysalécriture f = s+ f est
unigue, ce qui permet de défiiicomme étant lIsommetle f, notés(f).

Le cone vectorief est quand a lui toujours bien déterming, on I'appellditactionde f. Deux cdnes ayant la méme
direction sont diparalléles Sig est un cbne parallelefaetg c f, alorsg est un sous-cdne parallele fleet on abrége
"sous-cOne parallele” en "scp”.

RemarqueDans [BT72], deux parties d’'un appartement égales alatos pres sont appelées équipollentes au
lieu de paralleles.

2.3 Décomposition d’'un appartement en énes

On fixe désormais un appartemeyt On noteraVvV = W(Ap) son groupe de Coxeter, &' = W(,_A)o) son groupe
de Coxeter vectoriel. On choisit un ensemplele parties non vides d@ vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) K)o = pgs f. (Le symbole signifie "réunion disjointe”.)

(H2) 7 est fini.

(H3){0} e 7.

(H4) Chaque élément dg est décrit par un systeme d’équations et d’'inéquatiioisires : pour touf e 7, il
existen € N, ay, ...,an € K’o* r € N tels quefﬁz {x e K)o| ai(X) = 0, Vi € [Lr], etej(X) > O, Vi € [r + 1,n]}}. En
particulier, chaque élément de est un cone convexe, ouvert dans son support.

(H5) Le bord d’un cond deF est une réunion d’autre cones e qu’on appelle les faces de

(H6) Si f.g e F et sif est une face dg, alorsf = Vec(f) N g.

Lorsqu’on parle du bord d'un cdne, on sous-entend ici l@llans I'espace vectoriel qu’il engendre. Pour un cone

f'verifiant (H4), qui est donc ouvert dans Vdat(on aof = f\ f.
A partir de ces données, on va définir une compactificateofy,dDées qu’on voudra I'étendre en une compactification



de 7, il faudra en outre supposer :

(H7) F est stable par le groupe de Weyl vectokié.

2.4 Congquences directes des hypolises surF

Chaque élément d€ est un cone convexe, ouvert dans I'espace vectoriel qujeadre. De plug0} est le seul
cdne a contenir 0, donc aucun élémentfd@e contient de droite, ce qui permet de définir les sommetxdpres
affines de direction un élément de

RemarquelLa condition (H3) a en fait pour unique but de permettre dendde sommet d’un cdne pour faciliter
les raisonnements dans la suite, mais elle semble supdtfiudions brievement le cas général. Soie F le cone
contenant 0. Commé est un cone ouvert dans Vet}(on af = Vect(f), c'est-a-dire que est un espace vectoriel.
Comme I'adhérence de tout cone vectoriel contient 0, &) on voit quef est dans le bord de chaque élément de
¥ . On vérifie alors que chacun de ces éléments est stabbdgéion parf, on peut donc tout quotienter pampour
obtenir un espace vectoriel muni d'une décompositionares Vérifiant cette fois toutes les hypotheses (H1) -.(H6)
Si d(Ao/ ) est le bord qu’on va définir dans la sectidn 3, alors la mpnoeédure appliquée & et # conduirait a
rajouter exactement le méme bord. En fait, la condition)(Hpose de rajouter &y un bord de codimension 1 et non
supérieure.

Lorsque &i)iciuy est une famille de formes linéaires définiss@lmbomme dans la quatriéme hypothése&uon
notera juste
f'={ai>0,0;=0,i€l, e}

. . . L. e £ . .

La famille (@)iciuy €St nécessairement génératriceddesans quoif ou une de ses faces contiendrait un sous-espace
. red . s

vectoriel deAg non réduit Z0}.

Lorsqueg est une face d§, alors il existe une familleaf)ic;Liuk telle que :

f={ai>0,0j=0,iclul jeK)
0={ai>0,a;=0i€l, jeJuK}

2.5 Exemples

Un premier exemple de telle décompositionﬁﬁen cones est la decomposition en facettes de Weyl, notee
Les cones flines dont les directions sont daAg sont les facettes de quartier, et la compactification qulstiendra
alors est la compactification polygonale classique, t&dans[[Lan96].

Un exemple un peu plus général est celui considéré paeta Werner dans [WerD7], ou il s’agit grosso modo d’en-
lever a la décomposition en facettes de Weyl les cloisams ckertain type. C'est cet exemple que je développe ici.

2.5.1 Decompositions en @nes obtenues partir d’'une partie de S

On fixe une chambre de We§, c K’o soitS I'ensemble des réflexions par rapport aux cloison€glede sorte

que les facettes dEo sont typées par les parties 8e Soit J une partie des, I'idée est de rassembler les chambres
séparées par une cloison de typeavecj € J. Pour assurer la convexité, il faut penser a rajoutersdis facettes

de dimension plus petite qui se trouvent entre plusieursibines rassemblées. Pour s’assurer que (H5) et (H6) seront
vérifiées, il faut aussi rassembler les facettes bordasigurs chambres rassemblées, lorsqu’elles engeridmgme
espace vectoriel. On arrive a la définition suivante :



Définition 2.5.1 Si f une facette de Weyl dﬁ—é de type Ic S, on notef? la reunion de f et des facettes de son bord
de type inclus dansU (J N 14).

_ Sihetf sont deux facettes d'une méme chambre fermée, lndectypel’ et f de typel, alorsh est incluse dans
fJ si et seulement 4t est la réunion dé et d’une partie dg disconnectée de Donc une facettl n’est incluse dans
aucunf?, avecf # h si et seulement si son type ne contient aucune composamex@incluse dang. Une telle
facette sera ditadmissible On dira également que son type est admissible, de sontmefacette est admissible ssi
son type est admissible.

Définition 2.5.2 Si f est une facette admissible@g on pose J =WY_ ..

Jnl
On pose ensuitg” = WY {J.f | f facette admissible dedl "

RemarqueConformément a la notation déja introduite, I'enseentés facettes de Wey! e&f.

Proposition 2.5.3 L'ensembler est un ensemble de cones, qui vérifie les hypothéseg(d2) et (H4-H7). Chaque
facette de Weyl f est incluse dans un unique corng& Heju’on notera Jf. Lorsque J ne contient aucune composante
connexe de S, alors” vérifie egalement (H3).

Démonstration:
Les points (H2), et (H7) sont évidents, (H3) est vrai si eflement si{0} est une facette admissible, ce qui équivaut
bien au fait queJ ne contient aucune composante connex&d# est également clair qua = Usess f, et pour
prouver (H4) et (H5), il sfiit de considérer des élements@é du typeJ.f, avecf une facette admissible @z.

On commence par (H4). Soiefi; }ics 'ensemble des racines délimita@g. Soitl c S et f la facette deCy de
typel, alors
f={ai=0, ;>0 i€el, jeS\I},

et

fl={ai=0ax>0, 120, iel, lednlt keS\(u@@nl)).

NotonsL = JNn 1+ etK = S\ (I U(In1+)). Montrons quel.f = {a; =0, Ww(ax) >0, i el, ke K, we Wy, }. En
attendant, notong ce dernier ensemble. C'est un ensemble délimité par des, mionc une réunion de facettes. De
plus, pour toutv € Wy, ettouti € I, W(a;) = i, on voit donc queE est stable pawy ..

Pour montrer qud.f c E, il suffit donc de montrerqu{a-_J c E. Soitx € f7, il vérifie déja les conditions;(x) = 0,

i €1.Soitk e K etwe Wy .. On sait quas}ss est une base du systeme de racinegfdé)r,w € Wiy =W, et
LN K = 0. Doncw(ak) = ak + X1 Niar, avecn, € N. Il apparait ainsi que/(ak)(x) > 0. Doncx € E.
Montrons l'inclusion inverse. Soit € E, il existew € W, tel quev!l € L, ¢(w.X) > 0. CommekE est stable paw,

w.x € E, et ainsiw.x vérifie toutes les inégalités prouvant qu'il appartiarit. Doncx € W.f? = J.f.

A présent, prouvons que chaque facette de Weyl est incluse ah unique cone d&”. Ceci impliquera directe-
ment (H1) car les élements @€’ sont des réunions de facettes de Weyl.
Soit f € 72 une facette de Weyl, incluse dans deux élements Yedisonsw;.J.g; etw,.J.go. En translatant tout par
un élément d&\, on peut supposdr c Co. Soitl, le type deg; etl, celui deg,. Il existev; € ngf etvy € Wy
tels quef c wivig] et f c wovog). Commef, g; etg, sont des facettes d&y, ceci implique en faif c g} N g;. Le
type def s’écrit doncl’ = 1; U J; = |, U J; ou J; et J, sont des parties dé disconnectées respectivementldet
del,. SoitK une composante connexe du typefdelle est incluse soit darg soit dansJ);. De deux choses l'une :
soit K c J et alorskK ne peut &tre incluse dahgcarg; est admissible, solK ¢ J et alors elle ne peut étre incluse
dansJ;. On voit donc quel; est la réunion des composantes connexek decluses dang, |; est la réunion des



autres composantes connexes. Le méme raisonnementasevabur ; et J,, ce qui prouvd; = I, etJ; = J. D'ou
01 = g2 et Jg; = Jgo. ll reste a regarder; etw,. On sait quevyvy € Fix(f) = W, etl’ = 1, U Jy c U@ N I4).
Dol wyv; € V\/,"U(ml), d'ouw;J.g: = Jg1. De mémew,J.g, = Jg2 = J.g1 = wiJ.g:. Ce qui prouve qué est incluse
dans un unique cone ¢e’.

Prouvons (H5). Soif € 7° une facette de Weyl admissible qu’on peut supposer inclass@, soitl son type.
CommeJ.f est une union de facettes de Weyl, son bord I'est aussi.g3gie facette de Weyl bordadtf. Quitte a
translateig par un eélement d&/y_, qui stabilisel.f, on peut suppose c Co, et doncg c f. Commel.f est ouvert
dans Vect{.f), ona méme c f \ f'. Notonsl.gle cone der” contenant, il s’agit de prouver qué.g c 8J.f. Soit
I” le sous ensemble d&obtenu en retirant au type detoutes ses composantes connexes incluses Hedsit h la
facette deCy de typel’, alorsh est admissible eg c hY ¢ Jh, doncJ.g = Jh. Si J; est une composante connexe de
type() incluse dang) alorsJ; N | est une réunion de composantes connexdsmeuses dang, d'ouJ; N1 = 0 car
| est admissible. Ceci prouve que I’, etdonch c f. Ensuite, Jh = Wj_ ... hcJf carWy .. ¢ Wy . ethd c f.
Etcommelh # J.f cargc Jh,onaJhn Jf =0 douJhc dJlf.

Il ne reste plus qu'a prouver (H6). Sdih une face d'un cénéd.f. Comme dans le paragraphe précédent, on peut
supposer qué et f sont des facettes admissibles@g Soitl le type def etl’ le type deh. Nous procédons par
récurrence sur Cart(\ 1), en commencant par montrer I'hérédité.

On suppose donc Caild(\ I) > 2. Commeh ¢ £, il existel € I’ \ (1 U@ N1+). Soitg la facette deC, de type
| U {l}, elle est admissible. Par récurrence ahge= J.f N Vect(J.g). De plus,J.h est une face dég, differente del.g
carh est admissible et ne peut donc étre incluse @gnBonc par récurrencdh = Jgn Vect(.h). La combinaison
des deux égalités donne bidh = J.f N Vect(J.h).

Traitons maintenant le cas Cartl( 1) = 1. Dans I'egalitel.h = Vect(J.h) n J.f, inclusion ” c " est évidente.
Soitx € Vect(d.h) n J.f, cela signifie, d’aprés la description dé obtenue pour prouver (H4) :

— pourtouti € I, @i(X) =
— pourtoutw € Wy, etke S\ (1 U (I N 1+)), w.ak(x) = 0.
Et le but est de prouver :
— pourtouti € I, @i(X) =0
— pourtoutw e WY, etke S\ (I"U (I 1)), w.ak(X) = 0.
Parmi ces inégalités, celles qui ne sont pas directenzt k& liste des hypotheses sonthesy(x) > 0 lorsque :

ke (S\(I'U@NI)M) N\ (S\(UENTH))) = (UEATN\IUENT) = @I\ ('UENTH)) = (AT (I7UI™)

etlorsquev € WY ..
Soitk un tel indice ewv € Wy ...
l¢Jdnlt.
Alorswke Wy, etl € S\ (1 U (JnI+)) d'ou d’apres les hypothesedka|(x) > 0. Mais :

En particulierk € WY

1o+ Soitl tel quel” \ I = {I}. Commel” est admissible,
wkai(X) = o (kwix) = oy (WX — 201(WX).a V) = a(WX) — 2w (X) (e )

Commel € I’ etw1x € Vect(d.h), on aa;(w*x) = 0. Il reste done-2way(X).{akla) > 0.
Maisk # | carl € I’ etk ¢ I’. De plus, sik était orthogonal &, il serait orthogonal &', ce qui est exclus. Ainsi,
{aklay) < 0, ce qui entraTnaag(x) > 0. O

2.5.2 Comparaison avec [Wer(Q7]

On peut des a présent vérifier de fagcon élémentaieeles partitions de?o en parties convexes définies dans
[WerQ7] sont précisement du type précédent. Ces sastiat définies, pour 'immeuble de Bruhat-Tits d’'un groupe



G(K) avecK un corps local, a partir d'une représentation linéairfidele et de dimension finie d8(K), mais ne
dépendent en fait que de la facette de WeyAgelans laquelle se trouve le plus haut poigéA) dep une fois fixée
une base\ du systeme de racine_([Wer07] theoréme 4.5). Sdi type de cette facette (il est indépendaniAje
Commep est fidele,J ne contient pas de composante connex8.deourA la base du systeme de racines correspon-

dant a la chambr€y, on aJ = {s€ S | {(ag|10(A)) = 0}. Nous allons vérifier que la partitic(p) deK’o définie dans
[Wer07] estr.

SoitA une base du systeme de racine¥ et A. Il estimmédiat d’aprées la définition donnée dans [Wai@éfinition
1.1) queY y est dit admissible si et seulement si il exibte S admissible (au sens défini plus haut) tel &ue {a;}iq .

Les parties définies daris [Wei07] sont notE€sgpour A une base du systéme de racine¥ et A une partie ad-
missible. Ce sont des réunions de facettes de Weyl ([Wepd@position 4.4), ouvertes dans leur support, qui réatis

une partition dd?o stable par le groupe de WeWl'. SoitA la base correspondan€g, etY c A une partie admissible.
Soit f la facette deCy de typel, avecY = {«j}ic, Nous allons voir qu§$ = J.f. Pour commencer, la proposition
[Wer07] 4.4 montre qué4 NCo = ¥ = J.f N Co.

Montrons queF$ est stable paWw;~ .. Soitse Jn I+, alors la facette d€y de typel U {s} est incluse dang, N F$.

Or F¢§ est ouverte dans son support, qui @gt; ker(e;) et donc qui est stable parAlors F§ doit contenir la facette
sf. Dol F§ nsFJ # 0, d’'ou s stabiliseF$. On déduit de ceci quéf c F4.

Pour l'autre inclusion, soi € F$. En choisissant € f de maniére générique, on peut s’assurer gug pe rencontre
gue des facettes de dimension di¥ 1. Soitg la premiére facette fferente def rencontrée par ce segment en partant
dey. Comme k. y] c FJ, par convexité d&4, on obtient quegy c f N F$ = fJ. Commeg est de codimension 1 dans
f, le type deg estl U {s}, avecs e JN1+. Alors la facettes f est incluse dand f, et elle contient "la suite” du segment
[x,y], c’est a dire un intervalle ouvert]Vv[ tel que u, V[U([x,y] N @) U ([x,y] N f) est connexe. On &f = J.(sf),
etFY = sF{ = F{ (car ces deux cdnes contiennent la facetfe On peut appliquer la proposition [Wef07] 4.4,
dans la chambre.Cp, on obtient queF$ N sCp = J.f N sCy est la réunion des facettes dd de type inclus dans

I U(JINnI1+). Alors la prochaine facette rencontrée par le segmeni pst de typd U {t}, avect € Jn 1+, elle est bien
incluse dansl.f, la facette de dimension maximale suivantesdt qui est aussi dand f car st € Wy .. Ainsi de
suite, on vérifie que tout le segmerty] est inclus dans.f (puisque k, y] ne rencontre qu’un nombre fini de facettes).

2.5.3 Dessins, autres exemples

Voici les dessins de quelques décompositions en coneamgartement vectoriel de typk. On notes ett les
réflexions par rapport aux cloisons de la chambre de base.

Fic. 1 — Décomposition en facettes de Weyl. Je la laisse eerarglan dans les exemples suivants.



Fic. 2 — Décomposition de typg's : on retire les cloisons de type

Fic. 3 — Un autre exemple de décomposition vérifiant (H1)-(H7)

3 Compactification deAg

3.1 LensembleA,

Définitions 3.1.1  — Un¥-cone g/ine dans A est un cdne dont la direction est dais On notef,, I'ensemble
des¥ -cbnes gines de A.
— Deux¥-cbnes gines sont équivalents lorsqu'’ils sont paralleles et que latersection est non vide. L'inter-
section contient alors un autrg-cone gine, paralléle aux deux premiers. On note~f, g, ou juste f~ g
lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.

Proposition 3.1.2 La relation "étre équivalent” est une relation d’équilence suifa,.

Remarquons également que les relations "étre un saus*ed”étre un sous-cone paralléle” sont des relaticoside.

Définition 3.1.3 On poseAy = Fa,/ ~a,- Pour f € Fa,, on note[f]a,, ou juste[ f] lorsqu'aucune confusion n’est
possible, la classe de f. Et si=[u + ﬂAO avec ue Ao, f € ¥, on appellefﬂle cbne directeur ou la direction de x (il
est uniquement déterming).

Pour f € #, on note Arl'ensemble des points e de cone directeuf, c’est la "facade” de typefﬂde 'appartement

Ao. La projection A — A,p est notée R .fOU juste . Lorsqu’un cone f de directiofi est fixe, on pourra noter pour
simplifier A = A¢.
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Proposition 3.1.4 Soit fe Fa,- La facade A¢ est un espacefne isomorphe a @(Vect(fj, et son espace vectoriel

. —> rd =
directeur estA, o ~ Ag/Vectf.

Lorsqu’un cdne vectorief € 7 s'écrit f = {a; > O, aj =0,i €, j e J}avec ()iaus une famille de formes
linéaires, alors lesj, j € J s'identifient a des formes linéaires siyy;, elles forment méme une famille génératrice de

rund . . . , . ..
A, Quand auxy;, i € I, on sait qu’elles envoient tout représentant de tout e, - sur un voisinage deco dans
R, on dira donc qu’elles prennent la valerso surA ..

3.2 Topologie surA,
3.2.1 [Efinitions

Définition 3.2.1 Soit U I'ensemble des voisinages dedans,?o stables par le groupe de Weyl"WPour U un tel
voisinage, et & Fa,, On pose : _
Va9, U) ={xe Ag|dne xtqghc g+ U}

C’est I'ensemble des points dg ayant un représentant inclus dans-dJ.
Lorsqu'il n'y aura pas d’ambiguité, je noterai justg(g, U).

RemarqueComme le produit scalaire d% estW'-invariant, les boules de centre 0 sont des exemplesri&iés
ded.

Proposition 3.2.2 Il existe une unique topologie sé telle que pour tout X Ao, I'ensemble des/a,(g, U) pour
U € Up, et ge x soit une base de voisinage de x.

Démonstration: _
Il suffit de vérifier que pour tout € Ag, U,V € Ua,, 9,9 € X, il existeW € Up, eth € x tels queVa,(h,W) c
Vao(9, V) N Va, (9, U). Mais commeg ~a, 9, g N g’ contient un autre représentdntle x. SoitW = U NV, alors
h+Wcg+Ung +V, douVa(h, W) c Va(g, V)N Va(g,U). O

RemargueLa fonctionV,a, ainsi définie est croissante en les deux variabled): siV et f c galorsV(f,U) c
V(f,V) etV(f,U) c V(g,U).
On remarque aussi qu’on peut rempla¢épar n'importe quelle base de voisinages de 0 dﬁ’n@n obtiendra alors
encore une base de la méme topologieAgirOn peut notamment choisir une base dénombrable de vgisinde
0, ensuite si on se limite par exemple aux cbnes dont lesdoooées du sommet sont rationnelles, on obtient une
base dénombrable de la topologieAle: Ay est & base denombrable d’ouverts, les caractérisgimmses suites sont
possibles.

Afin de pouvoir raisonner a I'aide de suites dans la suitejaodonner une caractérisation des suites convergentes.
Commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.2.3Soitf € F et soit{e; = 0, aj>0,iel, j e J}unsysteme d’'équations et d'inéquations détermirfant
Soit U € U. Soit(x,)n une suite dans ftelle quea;(X,) —n- Opourie |, etlimge aj(Xn) = +co pour je J.
Alors a partir d’un certain rang, les xsont dans U+ f.

Preuve du lemme:

La seule dificulté provient du fait quéu; Jicius est une famille génératrice mais pas forcément librédesoit 1’ c |

maximal tel que{a;}ic- soit libre. Soit ensuite)’ c J tel que{eilic-uy Soit une base déy. Il existe e tel que
U ={X|ei(X)| <eViel’UJ}cU.

Pourn assez grand, on|a;(x,)| < € pouri € I’. Soit alorsy, € Ag tel queai(yn) = ai(X) pouri € I’ etaj(yn) =0
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pourj € J. Le pointy, est alors danb, et il sufit de vérifier quex, — y, € f

Or pour touti € I’, ai(% — yn) = 0. Comme touty;,i € | est combinaison linéaire des, j € I’, on obtient que
@i(%» — Yn) = 0 pour touti € I. Enfin,U’ est borné, donc pour toiite J, aj(yn) aussi. Comme;j(x,) tend verso, on
veérifie bien quer;(x,) — aj(yn) est positif des qua est assez grand. O

Il est maintenant facile de prouver la caractérisationsig®s convergentes suivante :

Proposition 3.2.4 Soit (X,)nar UNe suite dedy dont tous les élements ont la méme directforsoit | = [a+d] € Ao.
Alors (x,)n converge vers | si et seulement si les deux conditions sigigaont réalisées :

— f'est une face dg.

— Pour toute famillgailiciuiuk C Ay, de formes linéaires telle qu= {Xai(X) = 0,aj(x) > 0,i €, je JuK} et
= {Xai(x) = 0,aj(x) >0,ielud jeK}onalimpe (X)) = ai(@) pourie | etlim,. aj(X,) = co pour
j € J. (Il existe une telle familléy;} car f est une face deg).

Démonstration:
On commence par supposer qug) tend verd. Si f'nest pas une face dg alors il existe une forme linéairetelle
quea(f) c R* eta(d) c R-, et un vecteuv € f tel quea(V) > 0. Donce(f) contient un voisinage de I'infini (dans
R U {#o0}), etil en va de méme de tous leth) pourh un représentant d'ury. Il est donc impossible qu’un télsoit
inclus dans un ensemble de la forlhe a+ gdes queJ est borng, il est alors impossible ggesoit dans le voisinage
V(a+ g, U) del correspondant. Ei{ contient bien des éléments bornés, prendre par exereplbaliles.
Soit ensuite un ensemble de formes linéaftefc ik € A tel queg = {Xai(x) = 0,2j(X) > 0,i € |, j € JUK]}
etf = {Xai(X) = 0,j(X) > 0,i € I U J, j € K}. Soiti € |, montrons quei(x,) tend versy;(a). Soite > 0, il existe
U € U tel quea;(U) c] —¢, €. Et pournassez grand, € V(a+d, U) doncx, a un représentantinclus dads-a+g.
Maisai(U +a+ @) Clai(a) — €, ai(a) + €], cara;i(g) = {0}. On en déduit quiri(a) — aj(Xn)| < €. On a ainsi prouvé que
lIMpoe @i(Xn) = @i(a)
Soit j € J, vérifions quexj(x,) tend vers l'infini. Soitm € R. Commexj(g) est un voisinage de l'infini, il existée g
tel queaj(a+ V) > m+ 1. SoitU € U tel queej(U) c] — 1, 1[. Commea+ V+ g est un autre représentantidé partir
d’un certain rangx, doit étre dansV(a + V+ g, U). Et cela impliquey;j(x,) > m.

A présent, supposons que les deux conditions sont \é&sifi@ar la suitex,) et montrons qu’elle converge alors
versl.
Commeak(F) contient un voisinage de pour toutk € K, on peut choisiy, un point d'un représentant dg pour
toutn, de sorte que les suitek(y,) tendent verso. Les suitesy;(y,) pouri € | etaj(y,) pourj € J tendent quand
a elle obligatoirement vers leg(a) et oo, respectivement. Sol € U, qu’on peut supposer ouvert, et sait+ g un
représentant die on peut supposer’ € a+ d. On a pour tout € 1, ¢j(a) = «;(&) cara eta different d’'un éléement
ded. Alors le lemme indique qug, est dandJ + & + g a partir d’'un certain rang. Mais commyg est un point d'un
représentant dg,, yn + f'est un représentant dg. Ety, € U + & + @, avecU + & + g un ouvert, eff ¢ g implique
quey,+ fc U+ & +d. D'oll X, € V(@ + g, U).
Ceci étant vrai pour toutl € U ouvert, et pour toud’ € a + g, cela prouve la proposition. O

3.2.2 Sparation

Proposition 3.2.5 L'espace topologiqué, est sépare.

Démonstration:
Soientx ety dansAg, X # Y, et soientf € x, g € y des représentants. Il faut troumdyV € Up,, f' ~a, T €19 ~a, O
tels queVa,(f',U) N Va,(d', V) = 0. D’apres la définition d&/a,, il suffit de s’assurerqu& +UnNg +V =0.
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Pour commencer, supposons q‘ﬁe g, c'est-a-dire qud etg sont paralleles. Alor$ N g = 0 car sinon on aurait
f ~a, gpuisx =y. Soient{a;}ie et{Bj}jes des formes linéaires suy, telles quefﬂz {ZVi, ai(2) = 0 etV}, Bj(2) > 0}.
Soite > 0 tel quedi € |, |ai(X) — ai(y)| > 2¢, soitB une boule centrée en 0 telle qu€B) C] — ¢, €[. AlorsU =V = B,
f’ = f etg’ = g conviennent.

Etudions maintenant le cas dti# gd. Alors fn g = 0. Les adhérences de ces deux cbnes ne sont pas égales,
supposons par exempf?az g, soitd e - g. Pour toutl > O, f + A0 c f. Soita une forme linéaire séparaﬁtet@:
supposons par exempi¢f) c R~ eta(q) c R*. Alors (t) < 0, et pour assez grand:, + A0 etg sont séparés par un
hyperplany~1(k), k € R. Quitte & choisiil encore un peu plus grand, on peut supposetguef + Ad, a(2) < k-1 et
VYze g, (2 > k. Soitalorsl € U, tel quea(U) c]-1/2,1/2[,onaf +A0+Ung+U = 0, ce qui achéve la preuve.

3.2.3 Linclusion canonique
A - A

X = [{xl]a _
injective. On I'appelle I'injection canonique deyAansAy.

Définition 3.2.6 Soit i: . Cette fonction est bien définie cfl} € F. Il estimmédiat qu’elle est

Proposition 3.2.7 L'injection canonique est continue, ouverte, d'image @edansA. De plus, pour Ue U, et
f e Fag, ITHV(f,U)) = f +U.

Démonstration:

L'assertioni~1(‘V(f,U)) = f + U découle directement des définitions. On voit alors qué est ouvertj~*(V(f, U))

est ouvert. Comme une base de la topologiéglest constituée de¥’(f,U) pourU € U ouvert, ceci prouve quie
est continue.

L'image est dense : di € Fa,, U € U alors pour touk € f + U, {x} € i(Ao) N V(f,U)

Enfini est ouverte car les ensembles de la fosmeU, x € Ag, U € U forment une base de voisinagesAlget ont
pour image lesV({x}, U). O

On identifie donc au moyen dé\ a un ouvert dense d&,. Une fois cette identification faite, on peut remarquer
l'égalité suivante YU € U, f € Fa,,

Va(f,U)=f+U
3.2.4 Compacié
Proposition 3.2.8 L’espace topologiquéo est compact.

Démonstration: .
Il reste a montrer que toute suite admet une valeur d’atoer. Soit doncxg)nay UNe suite dangy. CommeF est

fini, on peut supposer que tous lgsont une méme directiofi. Fixons une origine = Ag et identifionsﬁo et Ao.
Alors chaquex, a un représentant inclus dans un conerdéCommey~ est fini, on peut supposer qu'il existee F
tel que chaque, a un représentant daf's On a forcemenf c F.

Choisissons un systeme d’inéquations peur
F={xeAlai(X) >0Viel, ai(X)=0Vie J}
les{ai}iciuy €tant une famille génératrice @g. Un systeme d’'inéquations deest alors de la forme :
f'={xe Aglai(X) > OVi € Iy, ai(X) = OVi € JU I}

oul = I;ul, estune partition dé Pouri € J, on aai(xn) = 0 pour toutn puisque les, ont un représentant inclus
dansF. Et pouri € I3, on aa;(X,) = co.
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Quitte & extraire une sous-suite dg)( on peut supposer que pour towt |5, soitai(x,) converge vers une limite;,
Soit @ (X,) tend verso. SoitC = {i € I5|limpe ai(Xn) = A} etN = {i € I5|limpe ai(Xn) = oo} (C pour "convergent” et
N pour "non convergent”).

Posons
g=1{xeAglai(X) >0VieluN, a(x) =0V¥ie JUC}.

Nous allons maintenant montrer qu'il existe Ag tel queVi € C, @;i(u) = 4, puis quey := U+ g € Fa, puis enfin que
la suite{x,} converge versd] a,. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.9 Soit E un espace vectoriel de dimension fiig)ic;,y une famille génératrice finie dans Hx), une
suite dans E vérifianti € |, (ai(X,))n est bornée, e¥j € J, ¢j(xn) tend verseo. Alors il existe ze E tel queVi € I,
() =0etV¥je J,aj(2 > 0.

Preuve du lemme:
On montre le lemme par récurrence glile cardinal del. On peut supposer que les coordonnéesxgsglonJ sont
toujours non nulles.
Si|J] = 0 alorsz = 0 convient.
Si|J| = 1, soitj I'element delJ. Soitz, = aj)é;n). Alors pouri € I, @i(z)) — 0, etej(z,) = 1 pour toutn. Tous lesw;(z,)
convergent donc, et comme la famille desest génératrice dg*, la suitez, admet une limite dang. Et cette limite
vérifie clairement les conditions requises.
Supposons maintenaldt = k > 1. Quitte & prendre une sous suite &gy, il existe une énumeératioh= {aj,, ..., @j,}

telle que :

—VneN,aj,(%) < ... < a@j (Xn).

— Yu e [1,K], la suite %)n converge.
On pose alorg, = ﬁ la suite g,) converge vers une limitg, € E. Cette limite vérifienj(z.,) = 0 pour touti € I,
et elle a au moins une coordonnég, | strictement positive. Soil; = {j € Jlej(Z.) > 0}.
En retirant auxx, un multiple convenable de,, et en prenant éventuellement encore une sous suite, dmerelie
bornées un ensemble non vifig }jcx de nouvelles coordonnées, aw€oc J;, sans changer las(x,),i € I, et en
s'assurant que les;, j € J; — K qui ne sont pas devenue bornées tendent toujours versiliafors par hypothése de
récurrence, il existe, € E qui annule lesy, i € | LK ettel quexj(z:) > 0 pourj € J- K. Alorsz = z + z,, convient,
ce qui prouve le lemme. O

montrons I'existence d’un telu

Posonsy; = 0 pouri € J. Si la famille{q; }ic.c est libre, I'existence da ne pose aucun probleme. SKitc JuUC
tel que{a;}ick SOit une sous famille libre maximale @& }ic;.c. On peut alors trouvar tel quea;(u) = A; pouri € K.
Sii € (JuC) \ K alorsa; est combinaison linéaire des, j € K. Disonsa; = ¥’k ajj. En appliquant cette égalite
auxx, et en passant a la limite, on obtieht= 3« aj4;. Doncai(u) = Y ek @jaj(U) = X jek @jd; = 4;. Ainsi, u
convient bien.

montrons que g ¥ :

Pour montrer qug = u+ g € Fa,, il faut montrer queg € #. On ag c F, et est l'intérieur de Vectf) N F. Donc
g est une des faces dig d’'apres les hypothéses faites gurkn fait, la seule dficulté est de montrer qug+ 0. On
va pour ce faire construire directement un poingdepartir de la suitexq).
Pour toutn € N, on peut chaisit, € Ag un point d'un représentant dg de sorte qué, € F eta;(th) —=ne o pour
touti € 11. On a alorsy(t,) — oo pouri dansl; LI N, ai(ty) — A; pouri € C eta;(ty,) = 0 pouri € J. Alors le lemme
prouve l'existence d'un point dg
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Montrons que la suitéx,), converge vergu + g)a, :

Résumons : on dispose d’une famille génératriggde Ay, indexée pat; UCUN L J, avec:

ai(X,) = 0 pouri € J.
ai(xn) tend versy; pouri € C.
— aj(Xn) = oo pouri € 1.
— ai(X,) tend verso pouri € N.
De plusg = {Xai(X) > 0,aj(X) = 0Vie l1uN, je JuC} et f= {(Xi(X) > 0,aj(x) =0,Viely,je juNUC), et
doncf c g.
Nous sommes donc exactement dans la situation de la priopZi2.4, et la suitexy)ney tend vers {i + @] a,- O

3.3 Structure du bord de A,
3.3.1 Prolongement des automorphismes

Pour que les automorphismesAtese prolongenten des homéomorphismeagjé est nécessaire de supposer que
F est stable par le groupe de Weyl vectowél (hypothese (H7)), ce que nous ferons dorénavant. Unaépgement
est forcement unique puisqiég est dense dank,.

A - A
[fla, ~ WDl
qui prolonge w, c'est donc l'unique prolongement continwda Ay.

Proposition 3.3.1 Soit we W, et soitWw: . Alors\V est un homéomorphisme bien définiAde

Démonstration:
Sif = x+ f e Fa,, alorsw(f) = w(x) + W(f) € Fa, carw € W¥ préserver. DoncW préservefa,. On voit également
queW préserve la relation d’équivalensg, doncw est bien défini. Comme de plusest bijectif surfa,, on obtient
guew est bijectif.
Soitx = [f]a, € Ao, etV(f,U) un voisinage de, montrons quev-1(V(f,U)) contient un voisinage de*(x) =
[w(f)]. On calcule :W(V(f,U)) = {(w(g)llg c f+U} = {[gwg) c f+U}={gdllgcw?if+U). Mais
wL(f + U) = wi(f) + U doncw 1(V(f, U)) = V(W L(f), U}, qui est un voisinage de *(x). Doncw est continue.
CommeA, est compact (donc en particulier sépavédst automatiquement fermée, ¢’est donc un homéomorgiism

. . - . " s . . :
Bien entendu, I'action d8VW surAg s'étend elle aussi de la méme maniére en une action pagdrmorphismes
surl s~ A, ;- L'action &fine et I'action vectorielle sont compatibles au sens suivant/ € W envoieA - surAgg, Si

W € W' est sa partie vectorielle, alofsenvoieA - sur Ay eth/‘A-ot est bien la partie vectorielle d@a .
f

3.3.2 Coeurs de 6nes

Pour faire le lien entre les cones fieet les facettes de Weyl vectorielles, la notion du coeur diume développée
dans ce paragraphe est utile. Il s’agit d’attacher a ur cfia¥ une facette vectorielle, ou une partie de facette vecto-
rielle, qui le caractérise.

rappel : Dans un complexe de Coxeter abstraitf gst une facette, alors" est le complexe de Coxeter formé de
toutes les facettagpsupérieures &, c’est-a-dire telles qué C g.
Pour définir la notion similaire dans le cadre de la réetibisagéomeétrique d’'un immeuble abstrait, nous prenoss le
conventions suivante : 8ic Aest un cone inclus dans une facette de Weyl, on apptliEedes dansA etS’; (parfois

justes*) I'union de toutes les chambres fermées contefiatest un cone convexe fermé d'intérieur non vide. tiket
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desala propriété que tout mur coupant son intérieur doitenins. De plus, sip : A — B est unisomorphisme alors
$0)s = $(3p)-

Si f = x+ f'avecf un cone inclus dans une facette de Weyl, on pigse x + f;.

Définition 3.3.2 Soit f € F, soit W = Stalw(f) le stabilisateur def. On poses(f) := 7 = (x e f | Yw e
W‘fi, w(x) = x} = fn FixAO(V\/‘fi), c'est le coeur def.

Voici quelques propriétés simples du coeur d'un cOnen&eguons qu’on obtient des informations non triviales
sur les cnes d€, en particulier sur leurs stabilisateurs das

Proposition 3.3.3 Soitf € . Alors :
1. Ywe WY, s(w.f) = w.s(f).
2. 5(6 est un cone vectoriel convexe non vide.
3. Sif £g e F, alorss(f) N 6(g) = 0.
4, 5(6 est inclus dans l'intersection des murs coupﬁmt Wficontient les réflexions par rapport a ces murs.

5. WY = Fixu (6 f)), c’est a dire qu’un élement de Vétabilise f ssi il fixes(f).

(o]

. 6(6 est inclus dans une facette de Weyl.

7. fcs(f).

8. (amélioration de 4.)5(f$ est égal a l'intersection dé” et des murs coupan‘E et Wfi est le sous groupe de
Coxeter engendré par les réflexions selon ces murs.

9. Sige ¥ etsi fc a alors il existe une facette de Wd?ylelle que&(ﬁ ué(g c ﬁ

Démonstration:

1. Comme\/\/\:’vfﬁ = WMWl, les points fixes de/\/\:’V'F sontw.FixAO(\N}i). D’ou &(w. f3 =w.fn W.FixAO(V\/‘fi) =
w.(fn Fixa (WY) = w.s(f).

2. Lensemble des point fixes d'une application linéairewescone vectoriel convexe. Htaussi. Dongj( f3 est
une intersection de cénes vectoriels convexe, c’en est doraussi. Soit € f. Comme\/\/‘fﬁ est fini, on peut
définirg comme le barycentre de/(2)|w € V\/‘fi}. Par convexité dé’ ge f etc’estun point fixe pong, Donc
5(f) 0.

3. Ceci est clair caﬁ(ﬁ cf.

4. SoitM un mur coupanf, soito la réflexion selorM. CommeF est stable paw", o(f) € F. Mais o fixe au
moins un point def, doncf'n o(f) # 0, donco(f) = feto e WY Alors 5(f) c Fix{o) = M n f.

5. Soitw e W', Siw € Malorsw fixe 6(5 par définition. Réciproquement, sifixe 5(f§, alorsw fixe au moins
un point def, doncw(f) = f'(on a déja fait ce raisonnement).

6. Il s’agit d’abord de prouver que pour tout mur vectoNﬁalé(F) est soit inclus danM, soit inclus dans un des
deux demi-appartements ouverts délimités IﬁarMais c’est une conséquence de la convexités(dé et du
quatriéme point. Ensuite, d’aprés le point precédéstffit de vérifier que Fiyy (5(f)) = Fixw(d), olig est la
facette de Weyl contena&ﬁj. Ceci découle du fait qu&/¥ préserve I'ensemble des facettes de Weyl, et que si
w e WV stabilise une facette, alors il la fixe.
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7. SoitC une chambre fermée coupaﬁtMontrons queC contient&(fﬁ. Supposons par I'absurde qu'il existe
ye 6(5 \ C. Soitx e Cn f, alors Kk vyl c f. Soitztel queCn [x yl =[x, 2. Onaz + ycary ¢ C. Alors zest
dans un muM qui bordeC et qui ne contient parq y]. Mais z € f, doncM coupef donc d’apres le quatrieme
point,5(f) ¢ M. En particuliery € M, d’oli [x,y] € M, ce qui est une contradiction.

8. Notonsg la facette de Weyl contenaﬁ(fq). Alors W‘fi = Fixw(g), c’est un sous groupe de Coxeter \d&,

z z . . . =4 age
engendré par les réflexions selon les murs contehduidis ces murs sont justement les murs coupdatiliser
4.), d'ou la seconde partie de 8. On sait alors de plusg@ast I'ensemble des points fixes W%L, et aussi

lintersection des murs contenaitOn obtient alors qué(f) = gn f puis ques(f) et l'intersection def et des
murs coupanfﬁ.

9. Sif c g, alorss(f) c g c 6(g)*, d’ou le résultat. O

Lorsquef*e 7, f nest pas forcement inclus dans une facette de Weyl. On @geutmoins posef?‘ = ¢(f)*. Ceci
contientf, par le point 7. de la proposition. On notera alord, & Fa,, f* = 5(f) + f*.

Exemples

— Dans le cas oif = 7° est I'ensemble des facettes de Weyl&eon a6(f3 = f, pour toutf € F.

— Dans le cas oiF = F? comme danE 25, i est une facette admissible Gg de typel, alors par définition,
WY_ = c Stab(. fﬁ. D’autre part, il est clair qu&V)’ = Stab(f) c Stahl.f. Il est facile de verifier gu’en fait

Jnl+ N/
Stab@.f) = Wi Deés lors, le coeur d& f est la facette d€, de typel U(JNI+). De maniére plus géenérale,

si f est une facette admissible, alo(s. fj est la sous-facette de Weyl deale typel U (3N 14).

— La figurel4 représente les coeurs des cones de la décitimpals troisieme exemple deZ.5.3. Les coeurs de
dimension 2 sont hachurés, ceux de dimension 1 sont enilf@iRour faciliter la lecture, la figure de gauche
rappelle cette décomposition en cones.

Fic. 4 — Les coeurs d'un autre exemple de décomposition erscone
Pour finir, définissons le coeur d’un con@e :
Définition 3.3.4 Soit f = x + f un cone #ine. On définit alorg(f) = x + 6(6, c’est le coeur de f.

Le coeur d’'un coneféine est toujours caractéristique du cone :

Proposition 3.3.5 L’ensemble des coeurs de confre possibles egik + 5 | X € Ao, 6 € 6(F)}. Et chacun de ces
coeurs est le coeur d’exactement un cofime.
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Démonstrationil est évident que chacun des+ 5, pourx € Ag etd le coeur d’un cone vectoriel est le coeur d’un
cone dine. Etudions l'unicité. Supposor ) = 6(g) avect,g € Fa,. Commes(f) ets(g) sont des sous-cones de
etg, ils ne contiennent pas de sous-espace vectoriel nonltelvant donc chacun un uniqgue sommet, tout confme
etg. On peut alors conclure, d’apres la définition du coeund@ine, que le sommet deest aussi celui dé(f), de
méme poug. Commes(f) = §(g), on obtient que tous ces sommets sont égaux. D(dﬁ‘lz 6(Q), puis f= gdapres
I'étude du cas vectoriel, d'ou enfih= g. O

Définition 3.3.6 Soits € 6(Fa,) un coeur de cone dansAOn appelle coneffine de A engendré pas I'unique
f e Fa, tel ques(f) = 6.

Voici quelques propriétés immédiates du coeur d’urecéfine :

Proposition 3.3.7 Soit f € 7a,. Alors :

— Sis est un coeur tel qué c 6(f3 ets c f, alors le cone engendré parest inclus dans f. Sic 6(5 eto c f,
alors le cdne engendré parest inclus dang.
— Pour tout we W, w(f) = f si et seulement si w fix#&f).

3.3.3 Structure de complexe de Coxeter vectoriel sur une fade

Fixons un cond € . Dans ce paragraphe, on notéra= A, la facade deé, de typef. C’est un espacefiane

dont I'espace directeur ebt = K)O/Vect(F). On munitF du produit scalaire obtenu en l'identifiant ave‘?)”(. Nous
commencons par étudier la structureFdeNotonsp = Pa,.f la projection sufF, etp: K’o — F sa partie vectorielle.

Soit MY I'ensemble (fini) des murs vectoriels contenénBi M € M, alorsp(M) est un hyperplan dE. Nous

\"
dirons que lep(M), pourM € M" sont lesmursdeF. La fonction pyy: i - {mupr(smd)elf}
(g

permettant d’identifieM” & 'ensemble des murs d@ Cet ensemble de murs fait &eun complexe de chambres,
nous voulons prouver qu'il s'agit en fait d’'un complexe dex€r. Il nous reste donc a trouver un groupe de Coxeter
agissant simplement transitivement sur I'ensemble desibhes deF.

est injective, nous

Rappelons que le group®" agit suru A_fof» et que le stabilisateur dEestW‘fﬁ ={we \N"|W(f3 = f}. Pour

fer
\UAS V\/}i on notep(w) 'application induite sufF. Le groupep(W‘fi) préserveM et le produit scalaire dE, c’est le

candidat naturel comme groupe de CoxeteFdMontrons que c'estféectivement un groupe de Coxeter et qu'il agit
simplement transitivement sur 'ensemble des chambré&s @ observe la suite exacte courte

Jy

0 — Fixws(f*) — W 5 pWY) — 0

D’aprés le paragraphe précédeMé est le fixateur dang/"’ des(f), ou encore le fixateur de la facette de Weyl

contenantS(fs. Choisissons une chamb@econtenan( f3 dans son adhérence, s6Bitle systeme générateur ¢
formé des réflexions par rapport aux murs@eAlors il existel c S tel que\/\/‘fi =W =< gs e | >. De plus,

| = {se SIs(6()) = s(f)).

CommeW" préserve le produit scalaire SKE, les élements dW‘fi stabilisent Vect{) et (f)*. Dans une base

yw) 0
0 ¢(w)

est la matrice dev restreint a 6{ c’est aussi la matrice dg(w).

Soits € |, sest diagonalisable et préserve les espaces I@e«-:t((fy. On peut donc choisir une base adaptée comme

adaptée, leurs matrices sont du tyyat(w) = , OU (W) est la matrice d&v restreint & Vectf) et p(w)
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précédemment en imposant en plus ¢{s et¢(s) soient diagonales. Le spectre slest composé d'un seull et les
autres valeurs propres sont 1, donc g8 est une réflexion ef(s) = id, soit¢(s) est une réflexion ek(s) = id.
Notonsl; I'ensemble des réflexions dese trouvant dans le premier cas, c’est-a-dire qui agismm‘fet fixent f*.
Notonsl, I'ensemble des réflexions se trouvant dans le second cifsxent f’et donnent une réflexion st

Alors W, c Fixw(f), Wi, n W, = {id}, et Pw;, estinjective. De plus, tout éléement @, commute avec tout élement
deW, etW‘fﬁ =W, =W, est engendré pal,, etW,,.

Par conséquerW‘fi =~ W, x W, avecW,, ~ Fixv\,v(F) ~ p(\/\/}i) (11 etl, sont deux parties disjointes du diagramme de

Coxeter def). En particulier,p(\/\/‘fﬁ) est un groupe de Coxeter.

A présent, on vérifie que le complexe de chambres définjgasur F est isomorphe au complexe de Coxeter
W,,.C. On dispose d’une fonctiow,,-équivariante d&\,.C dans les chambres d@: il s'agit de la fonctionpe qui a
une chambr® danswi,.C associe la chambre d@contenanp(D).

Cette fonction est injective car les murs\g.C contiennent tous les points fixes @&, donc en particulierfﬂ, donc
ce sont tous des éléments d¢ Deux chambres distinctes daws,.C sont donc séparées par un mur &g, elles
donnent donc deux chambres distinctes dans

Enfin vérifions quepe est surjective. Toutes les réflexions par rapport & un neubtd sont des éléments da,.
Comme ces derniéres agissent transitivement sur les eeateb et commepc estW,-invariante, on obtient bien la
surjectivité.

Résumons :

Proposition 3.3.8 Soitf e 7, alors I'espace vectoriel directeur de la fagadg-&st muni d’une structure de complexe
de Coxeter ou :

— les murs sont les hyperplans du typ@i) ot M est un mur dé contenantf.

— le groupe de Coxeter es(\N‘fi) ~ Fiva(ﬁ (isomorphe a W avec les notations précédentes).

Si C est une chambre fermée conten’f(rlﬂ, alors ce complexe de Coxeter est isomorpM(f}C, via I'applica-
tion pe : W.C —la chambre deF contenant pw.C).

RemarqueCe complexe de Coxeter n’est pas forcément essentiel. $ @xta@me est atteint lorsqufeest une
droite, incluse dans une chambre. Aldrs (0, doncA, - est trivial comme complexe de Coxeter, et pourtant il est de
dimension dim{) — 1.

En fait, A, est essentieks  Fixa,(W,) = Vect(f3 =3 Vect(f3 = Vect(CI(fq)).

En particulier A, est essentiel i est une réunion de facettes de Weyl.

Dans la décompositioW‘fi ~ W, x W,,, le premier facteur est donc le groupe de CoxeteFd€oncernant le
deuxiéme facteur, on montre facilement le résultat suiva

Proposition 3.3.9 SoitE le supplémentaire orthogonal dect(s( f}) dansVect(F), de sorte qu’en identifiarf avec
f*, on aAy = Vect(3(f)) @ E @ F, et la somme est orthogonale.

Alors les murs de contenanﬁ(ﬁ contiennent soiE, soitF. On sait déja que les premiers induisent les mur§de
les second définissent un complexe de CoxeteE sdont le groupe de Coxeter esi,WCe complexe de Coxeter est
essentiel.

En terme de diagrammes de Dynkin, disons qu® @st le diagramme déy, | (qu’'on identifie & un sous-
diagramme deD) est obtenu en enlevant les noeudsiieorrespondant au type de la facette de Weyl contenant
6(f3. Le diagramme obtenu est séparé en deux parties neeselé digramme deE et le diagrammé, deF.

Notons que si le diagramme de  est connexe, aloiE ouF doit &tre trivial, c’est-a-dire sans mur, ce qui corraspo
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aux situations suivantes :

— Etrivial © 13 =0 o Stahw(f) = Stabw(5(f)) & f < CIS(f)). Commes(f) = CI(§(f)) N f, ceci équivaut
en fait af = 6(f) donc aE = {0}.
— Ftrivial & 1,=0 o Fixw(f) = {g} o CI(f) contient une chambre.

3.3.4 Structure de complexe de Coxeterffine sur une facade

A présent, soitM = {M mur deAy | M € M"}. Alors M est un ensemble discret d’hyperplans.
Le sous-groupe d&/ qui stabilise la fagcad& = A,r estWy = {w € WIW € \N‘fi} = {w e W|vT/(f$ = f}. Ce sous-

groupe contient les symeétries par rapports aux murdld préserve la structure euclidienne Beet cet ensemble
d’hyperplans. En notani(w) I'élément del son(F) induit parw, on voit donc quep(W;) agit surF en préservani,

et qu'il contient les réflexions orthogonales par rappaxt yperplans deé.

Ceci sufit a prouver queM définit un complexe de Coxeteffime surF, et quep(W¢) contient le groupe de Coxeter
correspondant.

Définition 3.3.10 L'ensemble des facettes A_eest la reunion des ensembles de facettes de chacune deadeda

3.4 Compactification de chaque appartement

Soit A un appartement d& soit¢ : Ay — A un isomorphisme ef : KS — Asa partie linéaire.
On notera encorg I'ensemble deg(f), f € . Comme deux isomorphismes enfkget A différent d’'un élement
du groupe de WewWV, le choix deg n’intervient pas dans cette définition. De la méme manién notera encorgf
I'ensemble deg(U), U € U, ou si 'on préfére, 'ensemble des voisinage de 0 d&sgables pawV(A).
Comme dans la partie précédente, on défiaitensemble des conesimes deA, Ale compactifie de, {Ar | e F)
I'ensemble des facades deV, la fonction qui & un cdne d€x et un élement dé/ associe un voisinage daAsle
coeur d'un cone, etc...

Un isomorphismey : A — B entre deux appartements induit un isomorphisme entre chdewes objets pour
A et I'objet correspondant pow. Il s’étend notamment en un unique homéomorphisma gar B, noté encore.
Explicitement, on &([ f]a,) = [#(f)]a.
Pour toute facadéy deA, i induit une isometrie entrdy et B 5, cet homéomorphisme induit une bijection entre les
murs deA; et ceux deBJ(fj, c’est donc un isomorphisme de complexes de Coxeter.
Dans la suite, on appelleraisomorphismes d’appartementpactifiés les applications tell@gjui sont des homéomorphismes
entre deux appartements compactifiés qui induisent sguehfacade un isomorphisme de complexe de Coxeter.

4 Quelques Esultats genéraux sur les immeubles

Le but principal de cette section est de donner des crifggaaettant de s'assurer qu’une partiefdest incluse
dans un appartement. Les résultat§ dé 4.1 sont vrais dainsnueuble quelconque, nous cesserons donc pour cette
partie de supposer affine.

A défaut d’une réalisationfline, il sera toujours possible d'utiliser la réalisatiomgne cdne de Tits d'un complexe

de Coxete quelconque. Il s’agit d’'un cone convegalans un espace vectoriel de dimension finiéont le sommet

est 0. Les murs dE correspondent a des hyperplans vectoriel¥ dgui rencontrent I'intérieur d€), les facettes sont

des cbnes convexes de sommet 0, les facettes de dimerssiohdes cdnes ouverts dans un sous-espace vectoriel de
dimension (voir [Bou6€] 4.6).

La notation(f) pour une facettd dans un complexe de Coxefreprésentera l'intersection des mursXiqui
contiennentf. Si £ est un complexe de Coxeteffiae, identifié a sa représentatioffime, alors(f) = Aff(f), et si
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est un complexe de Coxeter quelconque identifié a sondéds, alorg f) = Vect(f).

On rappelle d’abord quelques résultats classiques, squéds s’appuie toute la suite :

Proposition 4.0.1 Soit 7 un immeuble, de systeme de Cox€WlrS). Son systeme complet d’appartement est I'en-
semble des parties deisomorphes au complexe de Coxete(\deS).

A partir de cette proposition, on montre le résultat fondatal suivant (voir[Ron&9], théoréme 3.6 page 31) :

Théoreme 4.0.2Soit Z un ensemble de chambrefldsométrique pour la W-distance dead une partie d&(W, S).
Alors il existe un appartement du systeme complet d’agpaehts dg contenant Z.

On note immédiatement deux conditions équivalentedla dennée par le théoreme :

Corollaire 4.0.3 Soit Z un ensemble de chambres d&nkes conditions suivantes sont équivalentes :

— Pourtout ¢cd,e€ Z, §(c, ) = §(c, d)s(d, €), ous est la W-distance dé.
— Trois chambres quelconques de Z sont incluses dans un afragement.
— Il existe un appartement contenant Z.

Voici deux situations particulieres ou s’applique cedréme :

Corollaire 4.0.4 — Si Z est une galerie tendue (pas forcément finie), alors Zorgenu dans un appartement du
systeme complet d’appartementside
— Si D est un demi-appartement délimité par un mur M, et staiae chambre dé dont une cloison est incluse
dans M, alors DJ c est inclus dans un appartement du systeme complet d’'sgpants de’.

Enfin, voici une version assez générale du résultat saafapelé« lemme fondamental des immeubles

Lemme 4.0.5 Soient etY’ des complexes de chambres. On suppose quetiatmite cloison est dans au plus deux
chambres. Soit ¢ une chambre Heet d une chambre dE’. Alors il existe au plus un morphisme de complexes de
chambres injectif d& dansX’ qui envoie c sur d.

En patrticulier, siX c ¥’ et ¢= d, un tel morphisme est forcément I'inclusion.

4.1 Parties closes dans un appartement

Voici quelques rappels sur la notion de partie close, ppigeiment issus de [BT72] pour le cafirge. Pour le cas
général considéré ici, on peut se reporter a [Re0RB50n donne une preuve de deux résultats classiquemia lsa
cléture de l'intersection de deux appartements et I'exiseé d’un isomorphisme entre deux appartements fixant leur
intersection dans le cas général ou I'intersection ggseements ne contient pas forcément de chambre.

Définition 4.1.1 (rappel) Une partie Z dans un appartement A est dite clos€estaine intersection de demi-
appartements de A. Si Z est une partie quelconque de A, onQigt€) (ou juste C{Z)) et on appelle enclos de
Z la plus petite partie close contenant Z. C’est aussi ltiséetion de tous les demi-appartements de A contenant Z.

Proposition 4.1.2 Si Z est la fermeture d’'un ensemble E de chambres, alors Aasssicet seulement si E contient
toutes les galeries minimales entre deux élements de E.

Démonstration:
Le sens= est clair. Pour l'autre sens, il s’agit de montrer que sst une chambre d&qui n’est pas dang, alors il
existe un mur séparantde toutes les chambres He
Soitdy, ..., dk, c une galerie minimale dE ac. Alorsd; € E etd; ¢ E. SoitM le mur entred; etd,. Soite€ E, siM
séparait; etealors il existerait une galerie minimale en&retd; passant pad,, ce qui impliquerait quel, € E, ce
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qui est impossible. Donbl séparec etE. O

Cette proposition permet une définition de la cldture dangour des ensembles de chambres, cohérente avec la
précédente:

Définition 4.1.3 Un ensemble de chambres fieest dit clos s'il contient toutes les galeries minimalesedeux de
ses chambres. L'enclos d’'un ensemble de chambres est Ipgtitensemble de chambres clos le contenant.

La proposition précédente prouve qu& st un ensemble de chambres inclus dans un appartéyantsZ est clos
(au seng4.113) si et seulemenZ st clos dané (au sen§ 4.111).

L'enclos d’'une partie, méme convexe, d’'un appartemergtrpas toujours évidente. Par exemple dans un appar-
tement de typd3, on trouve facilement des parties convexes de toute dimemsio nulle, dont I'enclos contient des
chambres qui n'ont aucun point en commun avec la partie pardé

4.1.1 Projection

Pour étudier la cléture d’ensembles de facettes qui negforcement I'adhérence d’'un ensemble de chambre,
la notion de projection est treés utile. Rappelons-en legjpales propriétés.

Définition 4.1.4 SoitX un complexe de chambres, soient c et d deux simplexes@e appelle projection de d sur c
et on note prqj(d) I'intersection des chambres finales de toutes les galeriasmales de d a c.

Proposition 4.1.5 SoitX un complexe de Coxeter, et ¢, d deux simplexes ééors :

— proj.(d) c Cl(cu d)

— Soit g la chambre terminale d’'une galerie minimale de d atgoit M I'ensemble des murs contenant c et d.
Alors proj.(d) est I'intersection de g et des murs 4¢.

— L'étoile de proj(d) est formée des chambres terminales des galeries tenduka det des intersections de ces
chambres. Son groupe de Coxeter, c'est-a-Hirgys) (proj.(d)) est le groupe engendré par les réflexions selon
les murs dem.

— dim(projc(d)) > dim(d) avec égalité si et seulement stqd)s.

Remarqueta dimension d’'une facettedans un complexe de Coxe®est son nombre de sommet. Ceci coincide
avec la dimension de Vedf dans le cdne de Tits, et avec la dimension d& f3 plus 1 dans une réalisatioffiae siz
est de type fline et irréductible. Dans le cas non irréductible, la espritation fine deX contient des polysimplexes
qui engendrent un espace de dimension moindre que leur eatelsommets moins 1.
Cependant, la proposition est encore vraie dans ces caseaimuace la dimension d’une facette par la dimension de
'espace &ine qu’elle engendre.

Démonstration:
Pour le premier point, soiM* un demi-appartement délimité par le nMret contenant et d. SoitI" une galerie
minimale ded ac, siT n'est pas incluse darid*, alors en la pliant le long dil on obtient une autre galerie minimale
ded ac qui elle est incluse dandgl*. La chambre finale de cette galerie contient gh)j d’ou proj.(d) c M*. Ceci
prouve que prfd) c Cl(cu d).

Passons au second point. Joit g, ..., gk une galerie tendue dkac avecgy = g etk = d(c, d). SoitM € M, no-
tonsoy la réflexion selorM. Alors oy (') est aussi une galerie minimaledac, donc proj(d) c gAom(g) = gA M.
Nous prouvons ainsi que pgéjl) € g A Apem M.

Pour montrer 'inclusion réciproque, il s’agit de prouvgre toute galerie tendue dea c se termine par une chambre
contenang A Apem M. Soit® = hy, ..., hg une telle galerie. Il sffit de prouver que les murs sépargrde hy sont
dansM. SiN est un tel mur, il contierg A hy donc en particuliec. De plus, il ne peut couper hini ® sans quoi on
pourrait réduire ces galeries par un pli le longMleDoncN séparey, dehg, donc contiengyy A hg, et en particulied.
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Ceci prouve qué\ € M, et conclut la démonstration du second point.

Notons7 I'ensemble des chambres terminales de galeries tenduta deNotons aussW’ le groupe engendré
par les réflexions selon un mur @d. Nous venons de voir que tout mur séparant deux chambrésekt dansM.
Nous avons vu juste avant qM¢ stabilise7". Ceci entraine qué& = W'.g, et que7 contient toutes les galeries ten-
dues entre deux de ses éléments. De plus, I'actiof’dgur 7~ est simplement transitive puisque celleWE) sur les
chambres d& I'est. SoitS’ I'ensemble des réflexions selon les mursMebordant7. Siw € W/, soitA une galerie
tendue deg awg, elle estincluse darg. Le premier mur qu’elle rencontre correspond a une réftegie S’, et alors
[(sw) < I(w). On prouve ainsi par récurrence & est engendré p&@’, c’est donc le sous-groupe parabolique de
W(Z) correspondant & la chambgeet aux réflexionss’. C'est donc le fixateur de la facette ddixée parS’. Mais
Fixz(S") = Fixgs(W’) = Nwew WY, C'est l'intersection des chambres @e et par définition, c’est prgfd). Au final,

W = Fixw) (proj.(d)), et7 = W’'.g est I'ensemble des chambres de (gid))*. Ceci prouve le troisi€me point.

Pour le dernier point, on considére la réalisation géigueC c V deX comme cdne de Tits.

Soit My I'ensemble des murs def qui bordeny, ils correspondenta une famille d’hyperplans linéaeetindépendants
(au sens ou les formes linéaires les définissant soepemtdantes). Nous avons vu que gid)jest I'intersection dg

et des murs dél,, d’ou Codim(proj(d)) = Card(Mg) = Codim("\mep, M). Comme tous ces murs contiennenon

ad c Nyem, M, d’oti dimd < dim(Mmep, M) = dim(prog(d).

Le cas d’'égalité est atteint lorsque tous les murs comtgheontiennent également pg@j). On a alors c proj.(d) c
(d)z. Réciproquement, st c (d)s, alors tous les murs contenagitcontiennent ausst et donc sont dans\.

Au vu du point précédentM est I'ensemble des murs contenant gid) On a donc(d)s = (proj.(d))s d'ol
dimd = dim(proj.(d)). O

4.1.2 Les parties closes sont des complexes de chambre

Proposition 4.1.6 Une partie close dans un complexe de Coxeter est un compaexteadnbre.

Démonstration:
Soit E une partie close dans un complexe de Coxgter
Soit ¢ un simplexe dee, choisissonsl un simplexe de dimension maximale ddnd.a propositiod 4.1]5 montre que
proj.(d) est inclus dan£& et est de dimension supérieure a celledd€ommed est de dimension maximale, les di-
mensions sont en fait égale, ceci prouve gest inclus dans un simplexe de dimension maximale.

Il reste a prouver qu’entre deux simplexesElee dimension maximale existe une galerie dBnSoientc etd
deux tels simplexes, on procede par récurrence sur kantisf dang, entrec etd.
Sid(c,d) = 0, cela signifie que etd sont inclus dans une méme cham@rdeX. Soit alorsc v d la plus petite facette
deC contenant etd, elle est incluse dans @l(d) donc dan€. Commec etd sont de dimension maximales daas
onadimg¢ v d) = dim(c) = dim(d), d'ouc = cv d = d. La galerie de longueur 0 formée uniqguement de la chambre
reliecad.
Sid(c,d) > 0, soitl" = go...0k, K > 1, une galerie tendue daBsled ac. Commec i gk_1, le simplexer := C A gk_1
est de codimension 1 daegc’est une cloison d&). Maintenant prgj(d) est une chambre dé adjacente & et
strictement plus proche daBsgded quec. Ce qui conclut la récurrence. O

Le cas particulier d'une intersection de murs est int@ispuisqu’on prouve alors qu'il s'agit d'un complexe de
chambre "au plus mince” :

Lemme 4.1.7 Une intersection de murs dans un complexe de Coxeter estraplexe de chambres dans lequel une
cloison est incluse dans au plus deux chambres.

Démonstration:
Soit M un ensemble de murs dans un complexe de CoXgtetE leur intersection. En particulier, c’est une partie
close de& donc un complexe de chambres.
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Soito une cloison déE. On considere la réalisation géométrigiieomme cdne de Tits du complexe de Coxeter
formé des simplexes dgcontenant-. La facette minimale de* esto, elle correspond §0} dans le cone de Tits. Les
chambres d& contenant- correspondent a des demi-droites issues de 0. Nous vomonser qu'il ne peut y avoir
gu’au plus deux telles demi-droites.

Les demi-appartements decontenant soit contiennent soit contiennentr dans le mur qui les bordent et in-
duisent alors un demi-appartemenixte Ceci prouve qu& N o* est égale a I'intersection des demi-appartements de
o induits par les demi-appartementsXleontenantE n ¢* et dont le bord contient. DoncE n o* est une partie
close der*. DansV, c’est I'intersection d€ avec des demi-espaces, c’est donc un convexe. Daressiune chambre

de E contenantr, alorsE n o* c Vect(d), en identifiantE N o* etd a leurs images dané. Ainsi les chambres de

E contenand- sont, dan¥/, des demi-droites issues de 0 incluse dans la droitedjedtfr’y en a que deux possibles.

Ce dernier résultat permet de prouver la caractérisggameétrique des parties closes suivante :

Proposition 4.1.8 SoitX un complexe de Coxet&r, c V sa réalisation comme cone de Tits dans I'espace vettorie
V. Soit E un ensemble de facettes dont I'image daast fermée et convexe. Alors E est une partie close.

Remarque:
— Réciproquement, une partie closestdest clairement convexe et fermée dénet égale & une union de facettes.
— Ce résultat est encore vrai dans le cadre d’un complexeodet€ dfine en remplagant la réalisation comme
cone de Tits par la réalisation comme espdiea (et en remplagant dans la preuve VecHar Aff(f) ).

Preuve du lemme:
On identifieE a son image danS. Soit f c E une facette de dimension maximale. Soi f. Pour touty € E, le
segmentx, y] est contenu dang. Commef est une facette maximale & ce segment doit rester, au voisinagexde
dansf. Donc [x,y] c Vect(f). Ceci prouve qu& c Vect(f).
A présent, soig ¢ Vect(f) une facette qui n’est pas incluse ddhsmontrons qu’il existe un muM tel queEMg.
Soitx € f,y € g CommeE est fermée, il existe € [x,y] tel que [x,y] N E = [X, Z]. Quitte a déplacer le point
dansf, on peut supposer queest dans une facettec Vect(f) de dimension dimf() — 1. Il existe un mumM tel que
h = M n Vect(f), vérifions queM convient. S'il existait un poina € E tel quex|Ma, alors le segment] 7] serait
inclus dan<. Mais il existe au plus deux facettes de dimension dinrfcluses dans Vect] et contenant dans leur
adhérence, par le lemrhe 4]1.7. @r7] et [a, Z] coupent deux telles facettes distinctes. Ceci prouve y&h a deux,
et qu’elles sont dank. Mais ceci contredit la définition decar I'adhérence de leur réunion contient un voisinage de
zdans Vectf) inclus dan<E. O

4.1.3 Intersection de deux appartements

Proposition 4.1.9 L'intersection de deux appartements A et B est une parteedie A et de B.

Démonstration:
Soit f une facette maximale damsn B, c’est a dire une facette qui n'est incluse dans I'adhé&satiaucune autre
facette incluse dan& N B. Montrons queA N B c (f)a.
Soitg une facette dan& n B. Soientl's = ay, ...,ak etI'g = by, ..., bx deux galeries minimales dea g, I'une dans
A l'autre dansB (deux galeries minimales entre deux facettes ont forcémaeméme longueur). Sok = (a; =
ds, ..., d = by) une galerie minimale de; ab; etZ un appartement la contenant. OniaA b; = f puisquef est une
facette maximale dansn B, et toutes les chambres decontiennentf.
Soitp = paa, p(I's) €St une galerie minimale entfeet g dansA. Si ¢ est I'isomorphisme d& sur A fixantay, les
murs séparard et p(b;) sont les images pa¥ des murs d& séparant; etb;. Si M est un tel murM ne sépare
pasf etg puisquef c M. Doncg c M, sans quoi une des galeries ou p(I'g) traverseraitV et ne serait donc pas
minimale. Il reste donc a prouver que l'intersection deroess est f )a, ou de maniere équivalente, que I'intersection
des murs d& traversés pah est(f);.
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Soit S le systéme générateur du groupe de CoxXétete Z formé par les réflexions selon les cloisonsageSoit
| c Sletype def, W, =< | > le fixateur def dansW. SoientMy, .., M, les murs traversés pa#, o, ...,0q les
réflexions correspondantes,@tle groupe qu’elles engendrent. lIfitide montrer quéJ = W,. Pour commencer,
o1 € | puisqueM; est un mur dey; et queo; fixe f. Notonss, = 1. Ensuite, on @, = 01 0 $ 0 01, avecs, € S.
On constate alors que fixe f. En continuant ainsi jusqu'@;, on constate qub =< s;, S, Sg, ..., § > oU less sont
des élements dB qui fixent f, c’est a dire des élements tell ne reste plus qu'a prouver que chaque élémerit de
apparait danssy, ..., §}. Soits € |, supposons par I'absurde qae {si, ..., §}. Soith la facette de typé — {s}, c’est
une facette strictement plus grande dyet elle est fixée par toutes Igs Elle est donc fixée par toutes les, mais
ceci entraine quk c a; A by, et cela contredit I'hnypothese de maximalité $ur

Nous avons ainsi prouvé qéen B c (f)a. On peut conclure par récurrence sur la longueleA.

Sil = 0, alorsf est une chambre. Il est alors bien connu que dans ceAcas est I'adhérence d’'un ensemble de
chambres, et que toute galerie minimale entre deux chardbrés B est incluse danA N B. DoncA N B est clos.

Sil > 0, utilisons le corollaire4.014 pour trouver un appartet@grcontenant un demi-appartementaldélimité par
di A dz ainsi qued; etd,. Cet appartement contient le mur Aeléfinit pard; A da, il contient donc en particuligif )a,
doncAn B. DoncAn B = (AN A;) N (BN A;). Par hypothese de récurrenge) A; et A; N B sont deux parties closes
deAs, donc AN A;) N (BN Ay) est close dand,. Mais il existe un isomorphisme dig sur A qui fixe An A, donc
en particulier An A7) N (BN Ag), ce qui conclut la preuve. O

4.1.4 Isomorphisme entre deux appartements

Proposition 4.1.10 Soient A et B deux appartements, alors il existe un isomsmpép : A — B fixant An B. De
plus, siy : A — B est un isomorphisme fixant une facette de dimension maxifeadn B, alorsy fixe An B.

Démonstration:

Paf4.1.D i 4.T16A N B est un complexe de chambre. Sitne chambre d& N B. SoientC et D des chambres d&

et B, respectivement, contenathtSoitZ un appartement contenadtu D. En composant un isomorphisme Aeur
Z fixantC puis un isomorphisme d& sur B fixant D, on obtient un isomorphismg: A — B fixantd. Montrons que
¢ fixe An B.

Le dernier point de la propositidn 4.]1.5 montre gliey B ¢ (dya et AN B c (d)g. Or ¢({d)a) = (d)g, d'ol

#(A N B) c (d)s. Comme(d)g est un complexe de chambre "au plus mince”, [par #.1.7, et¢queluit un mor-
phisme injectif entré N B et(d)g le "lemme fondamental des immeubl€s™4]0.5 montre gfige AN B. O

4.2 Chemirees

La notion de cheminée permettra d'utiliser pleinemenhkotemé 4.5]2 (ci-dessous). Nous en donnons ici une
définition ainsi que les propriétés éléementaires. @Qppose dorénavant queest dfine.

Lemme 4.2.1 Soit A un appartement, ¢ une facette defAine facette dé. Alors les points de @t + fj restent a
distance bornée de€ f.

De plus, si d est une autre facette degAine autre facette d& telles que Qd + g) c Cl(c + f), alorsg c ?

Preuve du lemme:
Soit{a;liciuy des formes flines surA telles quedlic g Soit une base du systeme de racineddwecf = {@; > 0, :
@;=0,i€l, jed}ettelles que les murs dede direction kew; sont lese;({n}) pourn € Z. Alors :

c+fciy> infe(ai), ajeaj(c),icl, jed)cla=m, ieje[n,m],icl, jed)
en appelant, poure | L J, n; la partie entiére de igfe;) et pourj € J, m; le plus petit entier supérieur a sui;).

Le troisieme ensemble est une intersection de demi-agpartts donc une partie close, donc contient G—:IO Il est
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de plus égal & + f avech = {ai = i, aj € [nj;, mj]}. Comme{@i}ieiuy est une base d&* et gu’elle reste bornée sbr

on déeduit qué est borné. Mais est également borné, on voit alors facilement que lestpdieb + f sont & distance
bornée de + f. Et ceci reste en particulier vrai pour les points deGI(f).

Maintenant sig ¢ f, cela signifie qu'il existe € g\ . Alors d(¥, f) > 0. Pourx un point ded, les points de la
formex+ AV sont dans CH{+ g) et peuvent &tre rendus arbitrairement &loignés-gé, carc est borné. Ceci contredit
que Cld + @) c Cl(c + f). O

Définition 4.2.2  — Une cheminée dans un appartement A est une partie de A deria R= Cl(c + fﬁ, ou c est
une facette de A dt une facette d&. La facettef est uniquement déeterminée par R d’aprés le lemmel4R.1,
'appelle la direction de R.

— Soient R et Rdeux cheminées. On dira qué &t une sous-cheminée de R lorsqueRR. On dira que Rest
une sous-cheminée pleine, abrégé en scp, lorsque d&k@uf ont la méme direction & ff(R) = Aff(R').

On abrége de la méme maniére sous-cheminée pleine ®céoe parallele, mais les deux notions ont a peu prés
le méme sens, I'une dans le cadre des coffeses et I'autre dans le cadre des cheminées.

Proposition 4.2.3 Soit R= Cl(c+ f3 une cheminée dans A, soit d une facette de A incluse danefR. G{d + f$ cR,
c’est donc une sous-cheminée de R.

Démonstration:

Soit D un demi-appartement decontenanik, montrons qu’il contientl + f Ceci n'est pas tout a fait évident adyr

et doncd + f n’est pas forcément incluse dans: f. Soite € A*, k € Z tels queD = D(a, k) = {x € Ala(X) > k}.
Nous savons déja quec R ¢ D. SoitV € f, x € d, montrons quex + V € D. Dans le cas contraire, nous aurions
a(x) > keta(x+V) < k, d'oua(V) < 0. Choisissons alors un point quelconguec, on aurax(c) > k carc ¢ D, mais
a(c+ AV) < 0 poura un réel assez grand. ceci contredit le fait guef’ c D. Doncx + V € D. O

Le lemme suivant permet dans certains cas de se ramenechatamées dont la base est une chambre.

Lemme 4.2.4 Soit R= Cl(x + f3 une cheminée. Soit x une chambre dont I'adhérence cdrtjeri R = Cl(x + fj.
Alors toute sous-cheminée pleine decBntient une sous-cheminée pleine de R.

Preuve du lemmeSoitR; = Cl(y + f$ une scp déy;. Le cbney + f* contient une scR deR, et pour montrer que
R c R}, il suffit de prouver qu’aucun mur dont la direction contidme sépare strictemeRtde R]. SoitM un tel
mur. CommeR et R} sont deux parties incluse daRs = Cl(x + fq), si M sépare strictemerR de Ry, alorsM doit
séparer strictement deux partiesxde f. Mais c’est impossible pour un mur dont la direction corttien O

Définition 4.2.5 Soit R= Cl(c + ) une cheminée. Une demi-droite caractéristique de R esti@mi-droites dont
I'extrémité est dans c et dont la direction est incluseglaifen particulier,é c R).

RemarqueSi ¢ est une demi-droite, alors @G)(est une cheminée dodest caractéristique.

Proposition 4.2.6 Soit R= Cl(c + f3 une cheminée dans un appartement A. &aite demi-droite caractéristique de
R. Alors :

- R=CI(5)
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— Aft(CI(6)) est I'intersection des murs contenait
— Si¢’ est une demi-droite incluse dafisalors CK¢’) est une scp de R.

Démonstration:
Pour le premier point, la proposition 4.2.3 prouve ques)CH{ R. Pour montrer I'autre inclusion, sdi? = D(a, k) un
demi-appartement contenainimontrons qu’il contienR. Soitx le sommet dé, é sa direction, de sorte gue= X+ 5.
Le fait quex est dans prouve queD contientc. Et le fait queD contient une demi droite dirigée paprouve que
a(g) C [0, ool. Mais§ estinclus dan$, eta est une racine, d’o&‘n(F) C [0, o[. On obtient alorg+ f'c D, doluRCc D.

Pour prouver le second point, sdis I'ensemble des murs contenantSoit M € Ms, alorsé est dans les deux
demi-appartements délimités pl, donc CI¢) est dans l'intersection de ces deux demi-appartemergst-a-dire
dansM. Ceci prouve que &(CI(6)) € Nmem, M.

Pour I'inclusion réciprogue, comme la répartition degsmleA est discrete, il existg € § qui n’est inclus dans aucun
autre mur que ceux d#1;. Soite la distance minimale entreet un mur n’appartenant pasMs, on ae > 0 encore
par la réepartition discrete des murs. Alors la boule dags,,, M de centrex et de rayore est incluse dans GiJ, ce
qui prouve quéyep, M C Aff(CI(6)).

Enfin pour le troisieme point, il faut montrer queffCI(s)) = AfF(CI(6’)). Ceci provient directement du point
précédent. O

RemarqueGuy Rousseau définit les cheminées comme I'enclos datisne demi-droite, et d'un germe de seg-
ment de méme origine. Dans le cas d’'un immeuble ou les nmmtsrépartis de maniére discrete, c’est une définition
équivalente au vu de la proposition qui précéde.

Ainsi, une cheminée peut-étre caractérisée par une-desiie. Nous allons maintenant voir qu’'une demi-droite
est incluse dans une galerie tendue, ce qui permettra deneates raisonnements sur les cheminées a des raisonne-
ment sur les galeries tendues.

Proposition 4.2.7 Soits une demi-droite et s son origine, dwn segment et s une extrémitédeé\lors pour toute
chambre g contenant s dans son adhérence, il existe une galerie &endmmencant paracontenanty dans son
adhérence. De plus, 'adhérence de toute chambre ouariaile cette galerie rencontte

Preuve du lemme:

Soit M I'ensemble fini des murs contenaht Soit E I'intersection de tous les demi-appartemefté\, cp) pour

M e M. La demi-droite est incluse dank. Elle est découpée en segments d’intérieur non vider(faotopologie
induite surs), et chacun de ces segments est inclus dans une unique ehfarbée incluse darts. En dfet, si un

tel segment est inclus dans deux chambres, alors il existeunM séparant ces chambres et contenant ce segment.
Comme le segment est d’intérieur non vidk contients, doncM € M, donc au plus une des deux chambres est dans
E. Soient (k)ken CE€S Segments, rangés de maniere que le sommesdit danslg et quevk, Iy N ly1 # 0. Soient
(ck)kery les chambres correspondantgsest bien la chambre donnée dans I'énoncé. RoalN, soitI'y une galerie
minimale entreck etcy,1. C'est une galerie incluse daiscar E est clos. On définit enfiii comme la concaténation
desl'y auxquels on a retiré leurs derniéres chambres, c’eseadi, pour éviter qu’elles n’apparaissent deux fois de
suite. Cette galerie contient biénil reste a vérifier qu’elle est tendue.

Remarquons pour commencer que puisjueE, les murs deM ne séparent pas les chambred'd8upposons qu'’il
existe un muM coupant deux foiF, entred; etd, puis entreg; ete;. Il existek etl tels qued; Ud, c T ete;Ue, C T
Toutes les chambres dg contiennent dans leur adhérence le pointide ly,1, doncM contient aussi ce point. De
mémeM contient le point d&, N I;,;. Mais M ne peut contenir deux points distinctssleans conteniA, donck = |.
Alors M coupel'k deux fois, mais c’est impossible puisgileest une galerie minimale. O
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4.3 Inclusion d’'une partie d’appartement et d’'une chambre dans un appartement

On suppose dorénavahtmunit de son systeme complet d’appartements.

Considérons une galerie tendlie= ¢, ..., C, de longueum. Soit A; un appartement contenacy, le but est
d’'étudier quelles parties d&; sont incluses dans un appartement contenant égalemnedh peut supposer que
n'est pas dangy. Soit M; le mur deA; contenant la cloisow; A c,. Alors d'aprées le corollaire 4.d.4, chacun des
deux demi-espaces dg délimités parM; est inclus dans un appartement contenant égalemeSoit A, un tel
appartement contenant un demi-appartemem;det c,. On définitM, comme étant le mur d&, contenant la cloi-
sonc; A cz. Alors chacun des demi-appartementsfdeeut &tre inclus dans un appartement contecaritlais ces
demi-appartements contiennent en quelque sorte des diagtmrtement déy. En continuant ainsi jusqu’au bout de
la galeriel’, on prouve la:

Proposition 4.3.1 Soit A un appartement et ¢ une chambre. Soit n la longueumnmaile entre une chambre de A et c.
Alors il existe un découpade c P(A) de A en2" parties fermées, (certaines pouvant étre vides) tel que
— P est obtenu en coupant A en deux le long d’'un mur, puis en cdupacun des demi-appartements obtenus
encore en deux le long d’autres murs, et en répétant ceéeation encore - 2 fois
— chaque élément d@ est inclus dans un appartement contenant également c.

RemarqueCette proposition est vraie dans un immeuble quelconque.

Voici deux résultats qui seront tres utiles par la suitectement obtenus grace a cette proposition.

Corollaire 4.3.2  — Soitl’ = ¢y, €y, ... une galerie tendue infinie. Soit d une chambrdddlors il existe g € N et
un appartement A contenant d et tous lepaur i > no.
— Soit f une facette de quartier, et c une chambre. Alors dtexiin scp de f qui est inclus dans un appartement
contenant également c.

Pour prouver ce corollaire, il §it de remarquer que #i est un appartement conten@hsi M est un mur deA alors

un des deux demi-appartementsid@éfinis parM contient tous les; a partir d'un certain rang, car une galerie tendue
ne peut étre coupée deux fois par un méme mur.

Et de la méme maniére, Bicontientf, alors un des demi-appartements définisiarontient un scp dé. O

Nous voulons maintenant préciser la proposifion 4.3. Hé&tarminant certaines zonesAgui seront obligatoire-
ment incluses dans un élément de la partiforPour cela, il s’agit d'identifier des parties dequi ne seront jamais
coupées par un mur "séparaktec’. Commencgons par donner un sens précis a ceci :

Proposition 4.3.3 Soit Ae A, soitT" = (¢)ic) une galerie tendue telle qug € A, avec | un intervalle d&l contenant
0. Soit Z un appartement contendntet¢ : Z — A un isomorphisme fixanpcSoits une partie de A, connexe,
contenant g, telle qu'aucuny(M) pour M un mur de Z traversé parne sépare strictement deux pointsale

Alors il existe un appartement contenan{g}IUT.

Démonstration:
On construit par réecurrence une suite d’apparteméfls(telle que pour touite I, onaitBucoUc U ... UG C Y.
Pouri = 0, Yo = A convient. Supposons a présefitconstruit, aved € | tel quei + 1 € |. Soit M; le mur deY;
contenant; A ¢i;1. Si nous prouvons quigl; ne coupe pag alors ceci entrainera qaJ ¢ U ... U ¢ € D(M;, ¢), et
le corollaird 4.0 prouvera I'existence d’'n; convenable.
Supposons par I'absurde qiv rencontres. Soity; : Y; — A lisomorphisme fixanj (il est unique cap contient
la chambrep). Alors yi(M;) rencontrg3. Mais yi(M;) = ¢ o yi(M;), ouy; : Y; = Zest l'isomorphisme fixanty. Et
¥i(M;) est un mur d& coupant. Ceci contredit les hypotheses, et prouve donc I'existatey;, ;.
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Chaquey; contient en fait C|§), carANY; est une partie close. Et B)est égal a 'adhérence de I'ensemble de ses
chambres car il contient une chambre. A présent, pour tiple {c, d, €) de chambres incluse dans &I T, il existe
Y; contenantudue. Ceci prouve, en utilisant le corollalfe 4.D.3 I'existericen appartement contenant Clf) UT.O

Passons a présent a quelques situations particubérs'applique ce résultat.

Définition 4.3.4 Soit A un appartement étun cone inclus dans une facette eSoits = a + 6 un cone de direction
6. On appelle base d& et on note £) I'intersection des et des demi-appartements contenant un voisinage de a pour
la topologie induite sub.

Cette définition est indépendante de I'appartendarintenand choisi. De plus, comme les murs Aeont répartis
de maniére discrete(s) contient un voisinage depour la topologie induite su. En particulier, la base decontient
une basefine de Afg(6), pour tout appartemeit contenans. Dis autrement, £g(b(5)) = Affs(5). Enfin,b(s) est
inclus dans une facette de
RemarqueCette définition sera utilisee h 6 pour définir la top@dagur I'immeuble compactifié.

Proposition 4.3.5 Soit A un appartement,une facette d& non triviale, ac A, on notes := a+ 6. Soit b la base de

§. Soit B un autre appartement contenant byet A — B un isomorphisme fixant b. Soit x une facette de B incluse
dans a— J(SZ) et telle qu’aucun mur dont la direction contiehe sépare strictement a de x.

Alors pour toute chambr€ c A incluse dans®, il existe un appartement Z contengat+ C) U {x}.

En particulier, pour tout point t dé7, il existe un appartement contenantt, a et x.

Remarque:

— ¥(6) ety(8) sont indépendants du choix gde

— Commeb c An B contient une baseffane des, on a en fai ¢ An B. Cependant, pour les demonstrations de
cette sous-partie, il me parait plus clair de ne pas faire tgéntification, c'est-a-dire de distingugde 7/(5).

— Dans la suite, on pourra notes = a—4 le cone opposé & et de maniére généralefsest un cone ne contenant
pas de droite- f = (f) — f.

Démonstration:
Soitcy une chambre dé, coupant + C et dont 'adhérence contiebt SoitT = c, ..., ¢k Une galerie tendue entog
et x. SiZ est un appartement contend@tetyz : A — Z un isomorphisme fixarl, alorsx est une facette dg, les
seuls murs d& dont la direction contienfz(5) et qui séparera dex contiennen ou x, et enfinx € —yz(5)*. On est
ainsi ramené au cas ou I'intersection des deux appartsroensidérés contient la chamloge

Soitg = (a+ (f) U Cg, C'est un connexe contenagy il faut maintenant vérifier que pour tout mit deT, y5*(M)

ne coupe pag.
Soit M un tel mur. Alorsy;1(M) sépare strictemeia et x, donc coupe-6*. Si en plusy;*(M) coupes alors il coupe

=2 . . . .. . - — .2 .
a+ C donc en particulier 'intérieur d&*. Ceci impliques c y5'(M) puisé c M. Mais alorsx ¢ M oua € M. Le
premier cas est exclus chl sépare strictementde cy. Quand au second cas, il impliqéiec M, ce qui empéche que
M coupea + C. O

Dans la variante suivante de ce résultat, on veut obterappartement contenafitu x. Pour cela on peut renfor-
cer I'hypothese sur les murs dont la direction contiéren imposant par exemple que les seuls murs sépaudk
contiennenk.

Cependant, nous nous contenterons de I'hypothesey(5), qui présente I'avantage qu’en poussant un tout petit peu
le raisonnement, on arrive a trouver un appartement cantermon seulement mais en fait* U —y(6). Ceci donne le
résultat :
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Proposition 4.3.6 Soient Ag, a, b, B,y comme précédemment.
Alors il existe un appartement contenaijtu —y ()

Démonstration:
On commence, comme pour la preuve précédente, par se eaagegas oA N B contient une chambre. Soienet
d deux chambres contendntincluses respectivement daAst B. Soit A = d, dy, ..., dy, C une galerie entrd et c.
En utilisantk + 1 fois le corollaird 4.0}4, on trouve une suBg = B, By, ..., Bx,1 d’appartements tels quik c B; (en
notantdy = d etdy,;1 = ¢) et tels queB; N Bj,1 contient un demi-appartement délimité par le Mjrde B; contenant
di A diz1. Or ce mur contiertb, on vérifie alors par une simple récurrence que pouritddt contient—y ().
Soit Z = By, : cet appartement contiert)(s) et une chambre de An Z. Soit¢ : Z — A fixant ¢, alors

—y(6) = —¢71(9).

Soitl une demi-droite dang passant paa, dont la direction est intérieure-a-(5), et dont I'origine est danis.
Elle est donc incluse danrs)(6) U b. Soitl” = (¢)iey Une galerie tendue le long dedonnée par la propositien 4.2.7
telle quecy = c. Soits = Cl(coU6})  A. Pour pouvoir appliquer la propositibn 4.8.3, il nous réspgouver que pour
tout murM traversé par, ¢(M) ne coupe pags.

Soit M un tel mur, il coupé sans la contenir, dorioz M, d'oti 5‘1(3) NM=0etM ne peut coupaﬁ"l(g*).
NotonsM* et M~ les deux demi-appartements dedélimites parM en choisissang1(5*) ¢ M*. SoientM* et
M~ les demi-appartements decorrespondants, nous avons alogsc M*. Passons du cdté de: nous savons que
Co C ¢(M*) etd* c F(M™). Doncg c Cl(co + 6*) C #(M*). Ainsi, $(M) ne coupe pas.

D’aprés la proposition 4.3.3, il existe un appartemérbntenanB UT. Alors| c Y nZ d'ou CI(l) c Y N Z. Mais
CI(l) > —¢~2(5) : c’est une conséquence de la proposifion .2.6 (en féi} &t égal a la cheminée b — 1(3))).
Comme—¢~1(6) = —(6), la proposition est prouvée. O

4.4 Retractions par rapport a deux chambres adjacentes

Nous étudions ici comment change une rétraction lorsgtéonplace la chambre de base par une chambre adja-
cente.

Proposition 4.4.1 Soient g et ¢, deux chambres adjacentes dans un appartement A. Soit fitoolg A c; et M le
mur de A contenant fg la réflexion selon M. Soient encqeg = pc, a €tp2 = pc,.a. Alors pour toute chambre d 7,
— p2(d) = pa(d) ou bienpy(d) = o o pa(d).
— Sip1(d) est du méme cdté de M queadors po(d) = p1(d).
— Sip1(d) est du méme cdté de M quealors les deux possibilités peuvent survenir, et gn@) = p1(d) si et
seulement sicest dans I'enclos de d es.c

on peut aussi énoncer un résultat un peu moins précisphes<lair :

Corollaire 4.4.2 On reprend les hypothéses de la proposition. Aljer&l) = p1(d) si et seulement si il existe un
appartement contenani,cc, et d.

Remarquele sens= du corollaire est de toute fagon une conséquence diredte definition d’une rétraction.

Démonstration:
Soit B un appartement contenastetd, soit¢ : B — Al'isomorphisme fixant;. Alors p;(d) = ¢(d).
Si p1(d) est du méme coté deé quec; alorsd est du méme coté dgt(M) quec:. En vertu du corollaire4.0.4, il
existe un apparteme#tcontenant, c; etcy, ce qui prouve qugs(d) = p»(d).
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Dans l'autre situation, appelog§ la chambre adjacenteca le long def dansB. Cette chambre), est donc dans
I'enclos dec; et ded. Sic), = ¢, alorscy, ¢, etd sont dans un méme appartement, dog(d) = p2(d) etc, est bien
dans I'enclos de; et ded. Il ne reste donc qu’a veérifier que & # C, alorsp,(d) = o o p1(d) etc, n'est pas dans
I'enclos dec; etd. Le deuxieme point est prouvé car nous disposons d’unrggpant,B qui contientc; etd, mais
pasc, sans quoi il y aurait trois chambres contenfidiansB.

Pour prouver le premier point, constatons que la formule&) = o o p1(X) est vraie lorsquel = c,. Soit B* le
demi appartement délimité par'(M) et contenant,, donc égalemerd. Par le corollairé¢ 4.014, il existe un autre
appartemenB’ contenanB™ etc,. Si¢’ : B’ — Aest I'isomorphisme correspondant, alpg$d) = ¢'(d) et I'égalité
p2(C2) = o o p1(Cy) devientg’(c;) = o o ¢#(Cy). Restreignons o ¢ et¢’ a B* : nous obtenons deux morphismes de
complexe de chambre injectifs @ dansA, qui coincident ert,. CommeB™ est convexe, ceci entraine qéeet
o o ¢ coincident suB*. O

4.5 Inclusion de deux galeries tendues dans un appartement
4.5.1 Letheoreme

Définition 4.5.1 SoitI" = (¢j)ie; une galerie. Une sous-galerie fieest une galerie obtenue en enlevant un nombre fini
de chambres &. Dans le cas ou k N et ouI” est tendue, une sous-galeriedest donc de la formé )i, pour un
io € N.

Théoreme 4.5.2Soientl” = (¢)ien €t A = (dj)iaw deux galerie tendues. Alors il existe une sous-galeri€ éeune
sous-galerie de\ qui sont incluses dans un méme appartement.

Démonstration:
Notations :
Soit A un appartement contenantPouri € N, soitp; = p; A, Mi le mur deA entrec; etci.1, o la réflexion selon
M;, de sorte que pour toutet pour toute chambrede 7, on a en vertu de la proposition 44el.1(c) = pi(c) ou
pi+1(€) = oj o pi(c). Remarquons que par continuité ge;, la méme formule s’applique pour le calcul ge; pour
deux chambres adjacentes, sauf dans le cas ou ces deuxrelanbt projetées par sur des chambre adjacentes a
M;.
Choisissons un point spécial 0 pour identiffeet A. Quitte & réduird’, cette galerie est incluse dans une chambre
vectorielleC. Grace a la proposition 4.3.1, on voit que, quitte a lduiée, la rétraction d’une galerie tendue est
une galerie tendue. En particuligf(A) est incluse a translation prés dans une chambre velito@hoisissonD;
une chambre vectorielle a distance maximal€dmntenant un translaté ggA). Notons enfirs; la distance entre la
chambreC etD;. Comme le complexe de Coxeter vectoriel est finiglesont majorées par une certaine constapte

plan de la preuve :
Pendant cette déemonstration, nous allons étudier encgpeut diférer dep;, ;. Nous verrons qu'il y a trois cas a dis-
tinguer : soito; etp;.1 coincident sur presque toutes les chambres, dmit elles diférent sur un nombre infini de ces
chambres &fi,1 > 6i, soit elles diferent sur un nombre infini de ces chambre$.gt= 6;. Nous allons commencer par
traiter le cas ou seul le premier cas intervient (prélemi@ 1). Ensuite, nous allons vérifier que les trois casscont
effectivement les seuls possibles, nous en profiterons polysanan peu plus en détail le deuxieme cas (préliminaire
2). Alors nous verrons qu’on peut réduifeoour se ramener a une situation ou le deuxiéme cas n'afipes, puis
gu’on peut la réduire une seconde fois pour que le troisieas n'apparaisse plus non plus.

Préliminaire O : le cas tres facile :
Supposons que pour tout N et pour toute chambréde A, pi(d) = pi,1(d) = p(d). Cela implique par le corollaire
[4.42 qued, ¢ etciy1 sont inclus dans un méme appartement pouritetit. Par ailleurs, quitte a réduirk, on peut
supposer qua est incluse dans un appartement contenant ayskiégalité desw-distancesi(a, c) = (a, b)s(b, ¢)
est alors réalisée dans le cas{alb, ¢} = {c;,d,d’}, avecd, d’ € A, et dans le cas ofa, b, ¢} = {¢;, ¢i;1,d}, aveci € N
etd € A (et bien sOr aussi dans le cesb,c} c I'ouf{a b,c} c A). Le cas{a,b,c} = {c,cj,d},i,j € Netd € A,
s’obtient aisément par récurrence §ur j|. Le dernier cas esg, b, c} = {d,d’, ¢} avecd,d’ € A, il se traite a partir
des cas précédents(d, d’) = §(d, c1)d(cy, d’) = 6(d, ¢)d(ci, c1)d(c1, Gi)d(ci, d’) = 6(d, ¢)d(ci, d').
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Il ne reste plus qu'a appliquer le théoreme 4. 2t A sont incluses dans un méme appartement.

Préliminaire 1 : le cas facile :
Supposons que pour toytei(d) = pi+1(d) = p(d) pour toutes les chambrelsde A sauf un nombre fini (ce nombre
pouvant a priori varier aveR. Nous allons construire par récurrence une sous-galérite A de sorte qué” et A’
soient dans la situation treés facile du préliminaire QsRbrécisément, nous allons construire pour toatN une
sous-galerie\; de A telle quevk < i, ¥d € A;, pk(d) = pk:+1(d). Pour des raisons techniques, nous allons imposer en
outre quepi(Aj) = p1(Ai) est une galerie tendue. Ensuite, nous vérifierons quetka(@y) est stationnaire a partir d'un
certain rang, alors la "limite” de cette suite conviendra.
Commencons par choisir poss une sous galerie dé telle queos(A;) est tendue. Supposons ensuite constriite
et construisond,;. Supposons qu'il existdy € A; tel quepi1(dk) = oi o pi(dy). Par la proposition 4.4 1; (d)
est dans le demi-appartemef{M;, ¢;.1). Comme par hypothese seul un nombre fini de chambrksA vérifient
pi+1(6) = o o pi(e), il existed, € A; tel quepi;1(d) = pi(d). Nous pouvons choisi et d, adjacentes, c’est a dire
I = k£ 1. Alors pi(dy), pi(d) = pir1(dh), pi+1(dk) est une galerie de longueur 2 dalsdoncd(pi(dk), pi+1(dk)) < 2.
Mais pj;1(dk) = oi(pi(dk)) doncd(oi(d), pi+1(dk)) est impair. En ffeto; induit une involution sur 'ensemble des murs
séparanp;(dy) et pi+1(dk), et cette involution n'a qu’un point fixéyl;, car un mur stabilisé par; ne peut séparer un
point et son image par;. Il y a donc un nombre impair de murs séparady) et pi.1(dy).
Ainsi d(po;i(dk), pi+1(dk)) = 1, les deux chambres(dy) et p;,1(dk) sont de part et d’autre dd;, etp;,1(dk) = pi+2(d) =
pi(d). Commep;(Aj) est tendue, elle ne peut coupdr une autre fois k etl sont donc les seuls indices adjacents
tels quepi;1(dk) = o o pi(dk) etpiz1(d) = pi(d). Nous en déduisons que la premiére formule est vraie fous
les indices inférieurs &, et la seconde pour tous les indices supérieltgen particulier] = k + 1). Nous avons
donc une description précise de la situation : une partie iep;(A) est dans le demi-appartemef{M, ci.1), et
c'est précisément cette partie qui va étre déplacéeda passage @.1. On posei;,1 = (d;)j=«, et cela conclut la
construction de la suite\().
Il reste a vérifier qu’au cours de cette construction, yl @a'qu’'un nombre fini d’étapes ou on a réellement retiré de
chambres @, pour obtenirA;,;. Soitl I'ensemble des indicestel queA;,; est diférent deA;. Nous allons montrer
qu'il ne peut y avoir deux indiceiset j dansl tels queM; = M,—, ce qui prouvera qukest fini puisque I'ensemble des
murs vectoriels est fini. Supposons par I'absurde I'existate teld et j, aveci < j. Lors de la construction d&;, 1,
on a fait en sorte que;1(Ai+1) soit inclus dan®D(M;, ¢;). Commel est tendue eMi = I\ﬁ,—, D(Mi, c) € D(Mj, c)).
D’apres la construction, la galeig(A;) est une sous galerie ggA;), elle est donc incluse da¥(Mj;, ¢;). Mais cela
implique alors que;j,ia; = pjja; €t cela contredit le fait quge 1. Ce qui prouve le cas facile.

Préliminaire 2 : que se passe-t-il lorsque# pir1 pour un nombre infini de chambres 4&
Il s'agit a présent d’étudier ce qui se passe lorsgue+ pi pour un nombre infini de chambres dec’est a dire pour
toutes les chambres dea partir d’'un certain rang, puisquegA) est tendue a partir d'un certain rang. Supposons que
di+1 < 6 (C'est le seul cas qu'il est utile d’étudier, comme nousraslle voir).
Tout d’abord p;i(A) est a partir d’'un certain rang dans le demi apparte®¥M;, i, 1).
Par ailleurspi.1(A) est alors a translation pres dans la chanah(B;), doncd(C, D;) > d(C, &(D;)). Cela signifie que
M sépareC et D;. Mais M; est un translaté del; dans la direction d€. (Pour résumer les placements defadentes
parties étudiées par rapport aux deux mrset M, je note T, Ci;1, pi (A)M cil'\zi D;, ot |M symbolise le muiM.) Le
point qui nous intéresse est celui-ci : un translat@;(#) est danD(M;, ¢i,1) donc dansZ)(Mi, C) et un autre trans-
laté est dan®; donc dans-D(M;, C). Cela implique que;(A) reste a distance bornée ik, au sens o il existe un
majorantM a la distance entre une chambrecg@) et M;.
Alors 2M est un majorant de la distance entr@l) et p;.1(d) pour les chambred € A. Ceci implique que;,1(A) est
incluse a translation prés dans la méme chambre velbtogigep;(A), c’est-a-dire danB;. Mais commeji,1 < 6j, on
trouve quei.1 = 6; et on peut choisib;,; = D;.

le coeur de la démonstration :
Lorsquep; = pi+1 pour presque toutes les chambres\dd est clair ques; = i1, et qu’on peut choisibj,; = D;.
Lorsquep; # pi+1 pour un nombre infini de ces chambres, nous venons de voifiqug 6 implique quesi,; = d; et
gu’on peut encore supposBr,; = Dj. Donc la fonction +— §; est croissante. Comme elle est bornéedaay, elle
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est constante a partir d'un certain rang. Quitte a raagpliy on peut la supposer constante. Nous sommes alors pour
touti soit dans le cas étudié dans le préliminaire 2, soit darado; = pi+1 pour presque toutes les chambreg\d&n
particulier on peut supposer que pour tgud; = D;. Il s'agit bien slir de se ramener a présent au cas duprélire 1.

SoitF la facette vectorielle égale a I'intersection de tousmess vectoriels a distance bornée desquels pate.
Soit M I'ensemble des murs vectoriels contenBnsoit WY = {w € W'|wF = F}. Nous allons montrer que pour tout
i, M est égal a I'ensemble des murs a distance bornée desgséd;(A).

Commencons par= 1. SoientMy, .., My les murs & distance bornée desquels regi#), il s’agit en fait de vérifier
gue M = {Mq,..., My}. Soientay, .., ax des formes linéaires tels q; = keraj. SoitM = kera un mur dansM.
Alors o est combinaison linéaire deg. Mais chaquerj est bornée sys1(A), donca est également bornée sur(s),
c’est a dire que;(A) reste a distance bornée ik

Supposons a présent le résultat vrai au nargj p; et pi,1 ne diférent que sur un nombre fini de chambresidée
résultat reste évidemment vrai au rargl. Sinon, nous sommes dans le cas étudié dans le prélmmhaonce;(A)
reste a distance bornée g, et par hypothése de recurrenth,e M, eto; € WY. Lensemble des murs a distance
bornée dei,1(A) est donari(M), mais ceci vauM puisquer; fixe F.

On utilise maintenant la compactification dedéfinie parF = {facettes vectorielles de Way(c'est a dire la
compactification polygonale classique). Spia projection deA sur I'espace fline Ag ~ A/Vect(lf). On prendp(0)
comme origine danég pour l'identifier a son espace vectoriel directeur. Lenbée M s’identifie (viap) & I'en-
semble des murs vectoriel de, WY = Staly~(F) est le groupe de Coxeter vectoriel. Lensemble des mitirees de
Ar est{p(M)|M mur dfine deA et M € M}, et siM € M on notera encor®& au lieu depe(M). Enfin, siw € W
verifiew € WY alorsw agit surAr en préservant les murs, notoms GA(Ag) I'automorphisme fiine induit pamw sur
Ar. (Attention : la fonctionw — W n’est pas injective at h'est pas forcement dans le groupe de Coxetekdg
Chaque galerig;i(A) est tendue a partir d’'un certain rang, et reste a distanceée des murs d#1, elle ne coupe
donc qu’un nombre fini de murs paralleles a un muppdeDonc a partir d’'un certain rang, sa projection sgrreste
dans une unigue chambre Ag, notons cette chambgg. Les chambres vectoriell€set D, sont également projetées
dans des chambres vectoriellesAle (de maniére pas nécessairement surjective a prioripmgobtera encor€ et
D; pour simplifier. Nous avons vu lors du préliminaire 2 qﬁesépare(: etDy, Sipi1 # pi pour un nombre infini de
chambres d&. Commel\ﬁi € M, M; est un mur dé?g, et la relation M; sépareD; etC” est encore vraie dansg.
On a de plus dans ce cas quie; = &i(g;). Mais M; est un translaté dil; dans la direction d€, doncM; sépareg; et
D;. Ceci entraine qug 1 est strictement plus proche &g queg;, au sens ou pour toute chamigrimcluse dan®;,
d(e, gi+1) < d(e g).

Et s'il existei tel queg; € D4, alors la suite degi est constante polr> i. Car sigx c Dy, il n’est plus possible que
Mg sépareD; degy, donc plus possible qug.1 = 6«(0k)-

Nous avons donc prouvé que la suigg est finalement stationnaire. Nous pouvons raccolirdie sorte qu’elle soit
complétement stationnaire. Cela implique que pour itqut# pi.1 Seulement pour un nombre fini de chambredde
Mais c’est précisément le cas, facile, du préliminairdalpreuve est faite. O

4.5.2 Congquences

Nous voici en mesure d’énoncer les résultats les plus figtcette partie. Nous allons voir par exemple qu’étant
donnés deux cdnegsfamesf et g, il existe un appartemem contenant non seulement des sous-cones paralléles de
f etg, mais encore un "épaississement” de ces sous-conesabesaPrécisémenf contiendra des cheminées de

direction f et g, contenant des scp deetg et dont les bases sont des chamtres (4.5.4).

Pour commencer, le théoreme permet de prouver que deuixdieites peuvent &tre réduites pour étre incluses
dans un méme appartement :

Proposition 4.5.3 Soient; etd, deux demi-droites. Alors il existg et¢’, deux demi-droites incluses respectivement
dansé; etd, et un appartement Z tel qué U 6, ¢ Z. Des lors, Z contient @) U CI(5%).
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preuve :Cela découle de la propositibn 42.7 et du theorémel4.5.2 O

Ceci permet de traduire le théoréme en terme de cheminées

Proposition 4.5.4 Soient R et R, deux cheminées, dans les appartement respeqtiés A. Alors il existe R scp R
et R, scp R deux sous cheminées pleines qui sont incluses dans un apfragement.

Démonstration:
Soients; etd, des demi-droites caractéristiquesRieet R,. Soit B contenant une demi-droitg incluse dang; et
une demi-droit@, incluse dansg,. Alors B contient CI;) qui est une scp di; et Cl(,) qui estune scp d&,. O

Le méme procédé permet quelques variations :

Proposition 4.5.5 1. Soit R une cheminée et ¢c une chambre, alors il existe uartgpent contenant c et une scp
deR

2. Soient deux cones=f x + f et g=y+gou f'c A etd c B sontinclus dans des facettes de Weyl. Alors il existe
un appartement contenant des sous-cones parallélesd de f et g.

3. Soit f= x+ f comme au point précédent, et soit c une chambre, alordsteun appartement contenant c et
un scp de f.
Démonstration:

1. Soits une demi-droite caractéristique Bel” une galerie tendue la contenant dans son adhérence d5a4&.D,
il existeZ € A contenant et une sous-galerie d& alorsZ contientc et une scp d&.

2. Soitéy = x + 61 ets, = y+ 5, avecd; c f etd, c d. SoitB € A etd,, &, des sous-demi-droites dg et 5,
tels ques’; U ¢, c B. Alors Cl(¢7) U CI(65) c B. Mais nous savons que @}) = Cl(c + ﬁl) ouc est la facette
affine contenant le sommet deet ﬁl est la facette vectorielle contenant la directiorzﬁge:’est-é-direﬂ. Alors
f'c hy. De plus,c; contient le sommed; ded’, qui est un point dé. Donc au final, Cl¢; + ﬁl) contient un scp
s, + f de f. De méme, Clt;) contient un scp dg.

3. Ce point est semblable aux précédents.

Faisons tout de suite le lien avec les coeurs de coffiegs :

Corollaire 4.5.6 Soient fe Fa et g€ g deux cdnesjiines. Alors il existe un appartement Z contenant un scp de
6(f) etun scp dé(g).

Ceci provient du fait que Gi(f)) et CI(§(g)) sont des cheminées.

RemarqueTout ceci généralise le fait bien connu que deux quartiensiennent des sous-quartiers inclus dans un
méme appartement ([Ron89] proposition 9.5 page 121).

4.6 Sysémes d'appartements

Rappelons que selon les conventions adoptées ici, un itmest muni par définition d’'un systéme d’appar-
tements, de sorte que rigoureusement, 'immeuble étdelgait &tre dénoté pad (A), I n'étant que I'ensemble
sous-jacent. Si la définition des facettes est indépdrdin systeme d’appartements choisis, celle des quaeiers
autres cones lui est au contraire tres liée.
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Jusqu'ici, nous avons toujours supposeé cfuétait le systéme complet d’appartements, mais il paetigtéressant
de noter que les résultats précédents sont encore warsdautres systemes d’'appartements (la construction d’
compactifie de/ ne sera cependant possible qu’en munisgadé son systeme complet d’appartements). Nous al-
lons étudier ici le cas d'un systeme d’appartemefitqqui permet la définition d’un immeuble sphérique a l'imfin
(I, A, c'est-a-dire que deux quartiers dg (A’) contiennent toujours des sous-quartiers contenus dansgume
appartement d&t’. Un tel systeme d’appartements pourra étre qualifié da&cent” ou "double” car c’est le type de
systéme d’appartement qui provient d’'un systeme de Bitsbkk selon la terminologie de [BT[72] 5.1.3.

Fixons avant tout un peu de formalisni@ ést toujours le systeme complet d’appartements) :

Deéfinition 4.6.1 Un systeme d’appartements pdur, A) est un sous-ensemf® de A tel que deux chambres de
sont toujours incluses dans un élémentfile

La proposition suivante est alors immédiatement véxifié

Proposition 4.6.2  — SiA’ est un systéeme d’appartements p@iifA), alors (7, A’) est un immeuble.
— Soit Ae A et B une partie bornée de A. Alors il existé AA’ contenants.

Définition 4.6.3 Un systeme d’appartement pour (7, A) est dit double, ou cohérent, si pour tous quartiersed
Q2 de(Z,A'), il existe des sous-quartiers)@t Q, ainsi qu’un appartement & A’ tels que QU Q, C A.

D’apres la proposition 4.3.5, le systeme complet d’afgraentsA est double.
Pour tout systeme double d’appartements, on peut défmimieuble sphérique a l'infinig, A’)*, voir [Wei09].

On fixe a présent un systeme double d’appartements. L@opition suivante est la proposition 10.28 de [Wei09]
(ou un systeme d’appartements est par définition doeble) un systeme “plein” est un systeme ou la conclusien d
la proposition suivante est vraie), ellfieme que le deuxieme point du corolldire 410.4 est encoriedanas ¢, A’) :

Proposition 4.6.4 Soite un demi-appartement d¢, A’), et c une chambre ayant une cloison dansalors il existe
Ae A telquea U cc A

\oici les grandes lignes de la démonstration :

Soit m la cloison dec incluse danga, on peut supposer qua contient un sommet spécial Alors I'immeuble a
linfini (7, A’)> est isomorphe a I'ensemble des facettes de quartier de sbmnet I'applicationp : (7, A)* — o*

est un morphisme surjectif.

Soit Z contenantr, soientx ety les chambres d& contenantn, avecx € a, y € —«. Soitd la chambre opposéeya
danso* N Z.

SoientQy, Qy, Qq les quartiers inclus darfs de sommed, contenank, y etd respectivement, ces quartiers définissent
des chambres a I'infin®, y* etd™. Lintersection dex™ ety™ est la cloisorm™ de (7, A’)* correspondant au cone
inclus danga, de sommeb et contenanin.

Nous voulons a présent montrer qu'il existe une charoBre (m™)* telle quep(c™) = c. Ceci provient de [WeiQ9]
29.53, on reproduit ici 'argument.
SoitY € A’ contenank etc, soitx’ I'opposée dex dansY, donc il existe une galerie minimalede x a X’ passant par
¢, de longueur égale au diamettele o* et de ¢, A")*. SoitX* € (I, A")* telle quep(X™) = xX'. Commep est un
morphisme de complexes de chambres, aidax’) < d(x®, X'*), mais commel(x, X') = d est déja maximale, on a
en fait égalite. Donx™ et X sont opposeées, et il existe une galdifereliantx® a X de méme type quE. Cette
galerie est alors envoyée pasurl’, par conséquent on peut choisir patirsa deuxieme chambre.

Ensuite, il existeA tel que I'appartement a 'infinA* contientc™ et d*, doncA contient des scp d€. et Qg.
Comme ces quartiers sont opposé®geA contient en failQ. U Qq et donc en particuliec. D’autre part A* contient
toute galerie tendue d#° ac™, et il en existe une qui passe pét. DoncA contient un scp d€y, mais commeA
contient le sommet de Qy, on obtientQy c A. Alors par cldture d&AN Z, a C A. O
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Corollaire 4.6.5 Le résultat d€ 4.3]1 est encore vrai pour un immeuble mum dysteme double d’appartements.

Les corollaires de la propositign 4.8.1 sont eux aussi eneis pour un systeme double d’appartements, si on part
d’'une galerie tendue ou d’'une facette de quartier déjaigecdans un appartement g :

Corollaire 4.6.6 — Soitl" une galerie tendue incluse dans un appartemern#tet c une chambre, alors il existe
A e A’ contenant ¢ et une sous-galerielde
— Soit f une facette de quartier dans un appartemenfiiet ¢ une chambre, alors il existe AA’ contenant ¢
et un scp de f.

La proposition 4.5} reste elle aussi vraie dans un systkable d’appartements :

Proposition 4.6.7 Soient R et R, deux cheminées d&, A’), alors il existe Ae A’ contenant des sous-cheminées
pleines de Ret R.

Démonstration:
SoientA;, A, € A’ des appartements contenditet R,, respectivement. Quitte a raccourBy et Ry, il existe un
appartemen¥ dans le systeme complet d’appartements tel qu&, U R, c Z. Par le lemm&4.214, on peut supposer
queR; et R, ont pour bases des chambres, disBps= Cl(c; + f;) etR, = Cl(cy + f;). Soients, = 5 + R*V,; et
62 = S + R*V, des droites caractéristiques pdiretR; ; le fait de supposer que les bases de ces cheminées sont des
chambres entraine g contient un voisinage d&, pouri € {1, 2}. En particulierZ n A; contient un ouvert, ce qui
fournit un isomorphisme canonique enffetA;.
NotonsMi = s + tV;, pouri € {1,2} ett € R*. Quitte & déplaces, a I'intérieur dec,, on peut supposer que paur

assez grand\itM? = S;S; + t(V, — V;) est dans une chambiedeZ. En raccourcissars etd,, on peut supposer que
c’est le cas pour toute R*.

Soit 5i la chambre correspondanﬁdansﬁi. Alors s; + 51 ets, — I32 sont deux quartiers de (A’), et il existe
A € A’ contenant des sous-quartiefs+ Dy ets, - D,. Montrons queA contients; U &5.

Soitt € R*. Il existe N}, NZ e]M?, MZ[ tels que ME, N [c A; N Z et N2, M?] c A, N Z. On peut donc prolonger de
maniére unique le segmer¥f, M?] en un ensembl®;, dans I'appartemen’; d’un coté et dang\, de l'autre, de

. . . > = 2 2 . -
sorte queD; N A; etD; N A, soient des demi-droites. ComrwN{ € D et MZNZ € —D», on voit queD; N (S| + D1)
etDyN (s, - 52) sont deux demi-droites (non vides).

Montrons queD; est une droite. On not®; = D; N A et Dz = Dy N Z, doncD; N Dz est un segment non trivial.
Soiti € {1, 2}, on commence par montrer glg U D7 est une géodésique.
Soitc une chambre d& N A telle quec contient un segment non trivial d@ N Dz, et soitp la rétractionpz. Alors
p(Di U Dz) est une demi-droite dars Soientx,y € D; U Dz, notonslp, (X, y) (resp.l,oy(0(X), p(y)) ) la longueur
de la partie deD; entrex ety (resp. dep(Dy) entrep(X) et p(y)). Alors, en utilisant successivement gu@; U D7)
est une demi-droite, que induit une isométrie sub; et surDz et quep diminue les distancesd(p(X), o(y)) =
Loy (0(X), p(¥)) = lo. (X, y) > d(xy) > d(p(X), p(y)). Par conséquend(x, y) = d(p(x), p(y) pour tousx,y € Dj U Dz.
Commep(DjUDz) en est une, ceci prouve qeuDz est une géodésique, grace al'égalkg] = {z| d(x, 2+d(z y) =
d(x y)}. _
Ainsi, D; U Dz et D, U Dz sont des géodésiques. Soitine chambre dg telle qued contient un segment non trivial
de Dz, alorspgz(D1 U Dz U Dy) est une droite d&. Le méme raisonnement que précédemment prouve mairitena
queD; = D; U Dz U D, est une géodésique, donc une droite.

CommeA contient deux demi-droites opposéediieil contientDy, donc en particulierl‘{/ltl, Mtz]. Doncé1 U b, C

A douURiUR, C A O
Corollaire 4.6.8 — Soit R une cheminée ¢é&, A’'), et ¢c une chambre, alors il existe AA’ contenant c et une
scp de R.

— Soient f et g deux cbnes de direction incluse dans unetéagetWeyl, alors il existe A A’ contenant un scp
de f etun scp de f.
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— Soient’; etl'; deux galeries, chacune incluse dans un appartemerft’ddlors il existe Ac A’ contenant des
sous-galeries d&; etT,.

DémonstrationLes deux premiers points forment I'analogué de 4.5.5, it sairs. Le troisieme point est I'ana-
logue d€_4.5]2 a ceci pres qu'il faut bien suppdsget I'; incluse a priori dans des appartements#ie Pour le
prouver, il sdfit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.6.9 SoitT" = ¢, ¢y, ... une galerie tendue infinie dans un appartement A. Alors 8texine cheminée R
contenant une sous-galerie Heet telle que toute scp de R contient une sous-galerie de

Preuve du lemme:
Pour toute racine vectoriell@, une et une seule des trois possibilités suivantes esiteeéfles racines sont vues ici
comme des demi-appartements) :
1. Il existe une racine de direction? contenant une sous-galerieldeet toute racine de direction? ne contient
gu’une nombre fini de chambres He
2. ll existe une racinea de direction-@ contenant une sous-galerieldest toute racine de directiaine contient
gu’une nombre fini de chambres He
3. Il existe une racine de direction? telle quex et—a — 1 contiennent des sous-galeriedtdéJne telle raciner
est alors unique.
SoitN I'ensemble des racinegtnes obtenues dans le cassditig le premier indice tel que, € Nen(@ N (—a —1)).
Pour chaque racine vectorieffedans le cas.]soit/ la plus petite racine contenafat}i»i,, Soit P 'ensemble de ces
racines. Soit la facette vectorielfe= {@ = 0 et3 > 0, Ya € N, 8 € P}. Alors la chemine® := CI(c,, + f) = Nuenop @
convient. O

4.7 Parallelisme

La notion de cheminée permet, grace a la propodifiodl4d®etendre la notion de parallélisme a des cones qui ne
sont pas forcément dans le méme appartement :

Deéfinition 4.7.1 Soient f et g deux cones chacun inclus dans une facette ddegude sorte qu'il existe un appar-
tement contenant des scp dt g de f et g. On dit que f et g sont paralleles lorsquee$t parallele a gdans cet
appartement.

On vérifie facilement que la définition est indépendaetestp et de I'appartement choisi f®tg sont paralleles,
alors dés que deux sdp etg’ sont inclus dans un méme appartem&nt’ est un translaté dg.

Nous savons qu'il existe toujours un appartement contetesscp dd etg lorsquef etg sont (inclus dans) des
facettes de quartiers. Lorsqtie/ g, on peut encore améliorer ce résultat : il existe un appaeht contenant un des
deux cdnes en entier. On peut méme remplacer un des dees par une cheminée.

Proposition 4.7.2 Soient fg deux facettes de quartier paralléles, eeRCI(c + f$ ou c est une chambre ¢ contenant
s(f) dans son adhérence (dona=fR). Alors il existe un appartement contenant R et un scp de g.

Démonstration:

Soit Z un appartement contenant une &p= CI(c’ + f$ deRet un scpy’ deg. Soit f” un scp def inclus dansR'.
Commeg’ = f7, et quef,* est un cone d’intérieur non vidg, doit couperf,*. Soity € g'Nf,". SoitC c Z une chambre
vectorielle, contenarft’ dans son adhérence et telle que f” +C. Alorsy+g = y+f’ c f/+C. Or, par la proposition
4335, il existe un appartemeXtcontenant U (f’ + C), donc en particuliely + g est un scp dg inclus dansx. Si
A est un appartement contendnta cléture deAn X implique queR = Cl(cu (X + f7)) est égalementincluse daXs

RemarquesSi f etg ne vérifient pasféz g mais seulementt ¢ a alors le résultat de la proposition est encore vrai.
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Proposition 4.7.3 Le parallélisme est une relation d’eéquivalence.

Démonstration:

Il est évident que le parallélisme est une relation réflert symétrique, montrons la transitivité. Sbif/ getg / h

trois cones inclus dans des facettes de quartiers. On pppivserf etginclus dans un appartemehteth inclus dans

un appartemerB contenant un scg’ deg. Montrons quef // h. On remarque que puisque le parallélisme a I'intérieur
d’'un appartement fixé est une relation d’équivalencéegiste un appartement contenant un scp de chacun des trois
conesf, geth alors le résultat est vrai.

Soitx le sommet dd etz celui deh. SoitT" = ¢y, ..., ¢, une galerie minimale entre une chambrefdentenank dans

son adhérence et une chambreBdmntenantz dans son adhérence. On raisonne par récurrence sur ladorgler.

Sil = 1, alorsx etz sont dans une méme chambre fermé&e An B. Alors AN B > {x} U g’. Mais la cloture de
ceci dansA contientf, d’'ou f ¢ An B. Alors B contientf, hetg’, et dansB, f est translaté dg etg’ est translaté de
h. Ceci implique quée // h.

Supposons > 1. Soitx’ € ¢; A ¢ et f’ le cOne deA paralléle af (et donc &g) de sommek'. Soit A, contenant
C; et un scpye deg. Alors An A; D g2 U {X'}, d’ou par convexitéef’ c A,. Alors la galeriec,, ..., ¢ est de longueur
| — 1, elle part d'une chambre d& contenant le sommet di, et f c Ay, nous pouvons utiliser 'hypothése de
récurrence pour obtenir qué / h. Enfin, siR est la cheminée Gif + f} dansaA, il existeZ > RU h,, avech, un
scp deh (propositioi4.7.2). Par convexité deZ, f’ ¢ Z. Et par transitivité du parallélisme al'intérieurdef // h.O

5 Construction de7

On procéde de la méme maniére que pour la constructidg déensemblel sera un ensemble de cones quotienté
par la relation d’équivalence signifiant que deux condsiar intersection de dimension maximale. Ensuite cess;one
légérement elargis, fourniront une base de voisinade tigpologie.

5.1 Préliminaires

Voici regroupés quelques résultats techniques quikarplusieurs fois dans la suite.

Lemme 5.1.1 Soient AZ,Z’ € A, soientp : Z — Aet¢’ : ZZ — A deux isomorphismes qui coincident sur une facette
bcznZz.Alors il existe we Wj qui fixeg(b) et tel que¥x e ZnN Z/, ¢(X) = w.¢’(X).

Preuve du lemme:
Soité : 2/ — ZfixantZ’ N Z. Alors pour toutx e ZNZ’,onag(X) = poéod Lod'(X). Onposav=goéogd 1:w
fixe bieng(b) = ¢’(b), doncw convient. O

Proposition 5.1.2 Soient Ac A, xe A,y C A un cone inclus dans une facette de Weyl, et b une partiedacette
de A. On suppose que b est incluse darsyxcontient une basefine deAff(x + y) et que xe b.

On considere un point &€ 7 inclus dans un appartement Z tel quecbA N Z. On suppose que t est envoyé par un
isomorphisme : Z — A fixant b dans une partie de A de la forme §, ouig c A est convexe et incluse dayis On
suppose également q0e é etd est stable par le fixateur dédans W, qu’on note W.

N

—
Si b est une autre partie incluse dans une facette, telleque Aff(b’), etd c b— ¥
contenant bet t et si¢’ est un isomorphisme’ Z» A fixant b, alors¢’(t) € X + @.

*, si Z est un appartement

RemarquePar continuité, on obtient directement qué siZ vérifie ¢(t) € x + g, alorsg’(t) € X + g.
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Dans le cas ob etb’ sont des chambres (c’est le cas essentiel comme on va leaslie début de la preuve), cette
proposition s’exprime beaucoup plus clairement :

Corollaire 5.1.3 Soient x;y etg comme dans la proposition. Soit c une chambre de A telle que &t ¢ une autre
chambre telle que’az x — y*. Soit t un point dd tel quepca(t) € X+ § alorspe a(t) € X+ g.

Démonstration de la proposition
SoitT" = ¢y, ..., ¢k une galerie tendue deab’, notons; = pa la rétraction suA centrée em;. Commeb contient une
base dex+ ¥, x + g est stable par Fix, (b). On déduit alors du lemme précédent gué) € x + g, et que le résultat
sera prouve si nous prouvons qt) € x + §. Montrons par récurrence que pour tbet [1, K], pi(t) € x + g, le cas
| =1 estdéjavu.
Soitl € [2,k], supposong;_1(t) € X + g. Soit M| le mur deA contenantc, A ¢_;. Si M, sépare, pas forcément
strictementg et p_1(t), alors on est dans la dispositiom;: |[M ¢_1, p_1(t). Alors la proposition . 4.4]1feirme que
pi(t) = pia(t) € X+ 4.

Dans l'autre cas, onla, ¢, pi_1(t) |™ ci_1, b, etpi_1(t) ¢ M,. Notonsc la réflexion selorM;, les deux possibilités
o1(t) = pi-1(t) oup(t) = o o p_1(t) sont alors possibles. Dans le premier cas, on a évidenmpy(En¢ x + g, étudions
le second cas. On noye= p;_1(t), doncp(t) = o (y).

Soit@ € A* tel queM, = ker@). CommeM, est un mur d’'une galerie minimale entret by, il ne peut contenib,

donc il existeu € b’ tel quea@(xu) # 0, on peut supposei(xu) > 0. Par ailleurs, avec ce choix de signe pguon a
@(x%) > 0. Maisxt € —y* et Xy € y*. Ceci entraine qudl; coupey”, et donc que/ ¢ M. En particulier# € W; et
doncd(Q) = §.

Soit z 'unique point de l'intersection,y] N M; (le cas ou{x,y} c M, est trivial, on a alorg,(t) = pi-1(t)). Par
convexité dej et comme Oe @, z € x + §. Nous savons qué&(X}) € @, et donc quex + &(Xy) € X + §. Ensuite
o1(y) = z+ &(Z) = z+ A5, (XY) pour le scalairel € [0, 1] adéquat. C’est alors une simple application du thiaerde
Thales que de vérifier qua(y) € [y, x+ & (XYy)], d’ou o (y) = pi(t) € X+ § par convexité. O

Lemme 5.1.4 Soit Z un appartement, § € ¥z avec g un scp de f. Alors g coupe le coé(if), et donc il existe un
scp g de g dont le coeur est un scp 8 ).

Preuve du lemme: }
Soit x = g(f) ety = g(g) les sommets des deux cones. Sbft C GI(2) le stabilisateur def dans le groupe de
Weyl deZ. On définit une action de/. surZ en imposant que est un point fixe. Alorg(f) = f N Fixz(W,). Soit

Z= X+ wew, w(xY). Le pointzest bienW— fixe. Commexy € f.il estdans, et I'écriturez = x+ XY+ 2weW, (el w(x3)
prouve qu’il est aussi dargs doncz € 6(f) N g, ce qui prouve le lemme. O

5.2 (Cbnes dans I'immeuble
Définition 5.2.1 Soit A un appartement, etd 4. Le cdne dd correspondant au cone f de A est :
f= [J ¢s(f)
BeA.5(f)cB

ol ¢g est un isomorphisme quelconque de A sur B figéfht
On noteF; I'ensemble de tous ces cdnes pour tous les choix de A et dssibies.

Le choix degg dans la définition n'importe pas puisque deux choikadent d’'un automorphisme defixants(f)
donc stabilisant.
Il est clair que sif € ¥ etg € Fg sont des cones tels qaéf) = 6(g), alorsf = §: le coeur du conefine sifit &
determiner le cone de 'immeuble. Dit autrementBsiontients(f), alorsf = § olig est le cone d@ de coeus(f).
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Nous verrons plus tard que réciproquement, un cone d’infrheedéfinit un unique coeur de conéme.

Lemme 5.2.2Soit F = f € 77, avec fe Fa. Soit Z un appartement contenaif), et¢ : A — Z un isomorphisme
fixants(f). Alors Zn f = ¢(f).

Preuve du lemme:

L'inclusion > est vraie par définition dé. Montronsc.

Soity € Z n f. Par définition, il existe un appartementontenany ets(f) et tout isomorphisme d¥ sur A fixant
5(f) envoiey dansf. Soity : Y — Z un isomorphisme fixantet5(f). Alors¢= oy : Y — A est un isomorphisme
fixants(f). Donce™ o y(y) € f, doncy = y(y) € ¢(f). O

Lemme 5.2.3 Soient fg € Fa tels que f est un scp de g. Alofsc §.
Preuve du lemme:

Remarquons que pour montrer qu’un pading f appartient & il suffit de trouver un appartement contenant
{tt us(f) U s(g).

Soitx le sommet d€ ety celui deg. Il n’y a gu'un nombre fini de murs parallélesséﬁ séparant strictementet
y, soitn ce nombre. On raisonne par récurrencensur
Sin = 0, soitt € f, etY un appartement contenajt} U 6(f). Commef c §(f),, le lemme précédent indique que

fnyc 5(f)y, en particulierf € §(f),.. Dés lors, on peut trouver une chamteeY telle ques(f)uit) c x+ Cetla
propositio 4.3 prouve qu'il existé € A contenantt} U 6(f) U {y}. Par convexité et fermeture den A, Z contient

aussix + 5(f§ = 6(g) (car f= QdansA_f). On conclut qué € §.

Sin > 0, soitM un mur parallele ?a(ﬁ séparant strictememtety. Soitz = [x,y] N M, alorsz + f est scp dey,
etf estscp de+ f. De plus, le nombre de murs paralléle&(if) séparant strictementet z est strictement inférieur
an, de méme que le nombre de murs paralléléSf}s'eparant strictementet x. Donc par hypothése de récurrence,

z+ fcgetfcz+f,dolle résultat. O

Remarquell n’est pas vrai quef c §si f c gsans que‘ﬁz g.

5.3 Coeur d’un cdone dimmeuble

Lemme 5.3.1Soit f € F, ety un scp de5(f). Soit B un appartement contenantsoité : B — A un isomorphisme
fixanty. Soit xe BN f, alorsé(x) € f. Plus précisément, si Z contient x#f), alors il existe un isomorphisme de Z
sur A, fixanty(f) et envoyant x suf(x).

Preuve du lemme:
SoitZ o {x} U §(f). Soitg : Z — B un isomorphisme fixant I'intersectidhn B. Alors £ o ¢ est un isomorphisme de
Z surA qui vérifie& o ¢(x) = £(x). Il suffit donc de prouver qugo ¢ fixe 6(f) pour prouver le lemme. Maiso ¢ fixe

v, doncg—;ﬁ fixey = 5(f§ cZnA Doncé o ¢ fixe Z N An (y + Vect(( fj)), ce qui contiend(f). O
Proposition 5.3.2 Si f € ¥4 et ge Fg sont deux cones tels qde= §, alorss(f) = §(g) c An B.

Démonstration:
D’apres la proposition 4.5.4, il existe un apparteniebntenant des sap et s, des(f) et5(g). Soientf’, g € 7~
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les cbnes engendrés paret 6. Nous allons commencer par montrer @le f.

Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas, &m@ = 0. Il est alors impossible qug C 5 etg c E
d’'apres les hypothéses mises guron peut donc supposer qu'il existe g \ f7.
Soity le sommet de), y’ celui deg’. Soit¢ : Z — B un isomorphisme fixani,, alors¢(g’) est le cone d& engendré
pars,, c’est donc un scp dg. Par le lemmeS5.2L%(F) c §, maisa(g) = g, d'oug c §.
_ De la méme maniere, sajt : Z — A un isomorphisme fixani;. Alors y/(f’) est un scp dd, et on obtient que
ffcf=4§.
Nous déduisons en particulier gdg € R*, y’ + AV € §. Et commey(f’) est un scp dd, J(fﬁ’) = . Pour tout réeR,
Y(y + V) = y(y') + AY(V). Commev ¢ f, on a(V) ¢ . Donc pour lambda assez grandy’ + V) ¢ f.
Commey’ + AV e § = f, il existe un appartemedt contenant(f) U {y’ + Av}. Soity : X — Z un isomorphisme fixant
XN Z, en particuliem fixe 61 ety’ + AV. Alorsy o n : X — A est un isomorphisme qui fix®, et donc Afx(61) N A,
ce qui contient(f). Nous savons dans cette situation que f = (¥ o n)"X(f), d’oly + AV € (¥ o )~%(f), mais
Yonly + V) =y(y + V) ¢ f, d’ou la contradiction.

Nous avons donc prouvé qlfe= g, nous allons maintenant montrer que les sommets/ de f etg coincident.
En utilisant la proposition 4.7.2, on peut supposer fwentients(f) en entier, dond = f, on peut méme supposer
queZ = A. On peut également supposer ddieontient un scp; ded(f). En réesuméAn B contient un scp; des(f)
et un scpy, des(g), et ces deux scp sont paralleles. L”egafi(t@ = §(d) a donc un sens (et est vraie), dans B.
Soit¢ : B — Aunisomorphisme fixanh N B. D’aprés le lemme précédesty) € f eté1(x) € g. La seconde égalité
impliquex € £(g) = &(y) + £(@). Or &(g) est un cone vectoriel de coef(6(g)) = 5(f), puisque fixe 5, ets(d) = 5(f).
Donc&(g) = f, etx € &(y) + .
Nous arrivons ainsi aux deux relations :€ &(y) + f et &y) € x+ f. Par unicité du sommet df ceci implique
x = £(y). On utilise enfin la version précise du lemme précédentt:T un appartement contenai(tf) ety, il existe
un isomorphismé : T — A fixants(f) et tel que(y) = &(y). Mais¢1(x) = x puisquex € (), d'oux = y.
En particulierx =y € AN B, et par convexité d& N B, §(f) c An Bets(g) c An B, et enfin on peut calculer, dans
AoudansB: 5(f) = x+ 6(f) = y+ 6(d) = 5(g). O

Cette proposition permet les définitions suivantes :

Définitions 5.3.3  — Le coeur d’un cond de I'immeublel ests(f). On le notes(f).
— On appelle sommet dele sommet dé(f), on le note §f).
— Deux cones FG € #7 sont dit paralleles lorsqué(F) // 6(G), ceci définit une relation d’équivalence sfy.
— SiGF € F7 sont deux cones paralleles avecFG, on dit que F est un sous-cone paralléle de G, et on abrege
sous-cone parallele en scp. Ceci définit une relationdt@sur 7.

Lemme 5.3.4 Soient G € ¥ tels que G est scp de F. Alors il existe un appartement contéifg) U 6(G).

Preuve du lemme:
Nous savons déja qu'il existe (propositlon417.2) un afgmaentA; contenans(G) et un scps ded(F). Il existe aussi
A, contenans(F) U {S(G)}, ceci cars(G) € F. Alors Ay N A; O {S(G)} U 6, d’ou par convexitéA; N A; O 6(G), et donc
A; D 6(F) U S(G). O

5.4 Equivalence de énes, I'ensemblel

Nous définissons maintenant une relation d’équivalencéensemble des cones de I'immeuble d’'une maniere
tout a fait semblable a la définition de la relation d'®&gience sur I'ensemble des condBrees deA.

Définition 5.4.1 Deux cbnes FG € 7 sont équivalents lorsqu'il existe H F7 qui est un scp de F et de G. On note
alors F ~ G.
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Le lemmd5.213 montre que &ig € Fa alorsf ~ag= f ~ §.

Lemme 5.4.2 Soient EG € ¥, alors F ~ G si et seulementsiF Get FN G # 0.

Preuve du lemme:
SiF ~G,ilestclairque- NG # 0 etqueF j/ G(carF / H /| G).
Supposons maintenant geeG # 0 et queF // G. Soitx e FNG, soitA etB des appartements tels gi(&)U{x} c A
ets(G) U {x} c B. Nous pouvons alors construire deux conés := x + ﬁ c Aetdy ;= X+ 6(G) c B. Ces deux
cones sont paralléles, donc il exigte€ontenant; et un sous-cone paralle# de . Par convexité d& N B, on voit
gu’en faits, c Z. Doncé; etd, sont deux cones paralléles, inclus dZret de méme sommeb; = §,. SoitH € F7
tel ques(H) = 4. Il est & peu pres clair qud c F N G, mais je détaille quand méme le raisonnement :
Soit f € Fa tel ques(f) = 6(F). Alors x € f, puiss; c f. Soithy € Fa tel ques(hy) = 61, alorsH = hy eth; c f.
CommeF = f, on conclut par le lemnie 5.2.3 qitec F. On procéde de méme pour prouver dlie G. O

Proposition 5.4.3 La relation "etre équivalent” est une relation d’équilence surf7.

Démonstration:
Cette relation est symétrique et réflexive, montrons lipist transitive. Soierfey, Fo, F3 € F7 tels queF; ~ F; et
F2 ~ F3. SoitG; un scp deF; et Fp, et G, un scp deF, et Fs. Il nous stfit de trouver un conél € ¥ qui soit
un scp deG; et deG,. Et comme nous savons déja die // Gy, grace au lemme précédent, ifBude prouver que
GiNGy 0.

Quitte & remplace®; par un scp, il existe un apparteméitcontenant(F,) U 6(G;). Le lemméd5. 1M appliqué a
F, N Z; etGy N Z; dans I'appartemerd; prouve I'existence d'un scp; deG; dont le coeur est un scp déF,). De
méme, il existe un scpl, deG; dont le coeur est aussi inclus daf{g>).
Ainsi 6(H;) et§(H>) sont deux scp du méme cdb-2), leur intersection contient donc un troisieme scp@fe) (il
suffit de verifier ques(6(F2)) + S(6(F2)s(6(H1)) + S(6(F2)s(6(H2)) € 6(H1) N 6(H,) ). Si H est le cone dd corres-
pondant a ce coeur, aloksest un scp dél; donc deG; donc deF, ainsi que deH, donc deG, donc deF3. Ce qui
prouve que~; ~ F3. O

Nous pouvons enfin définir lensembie:
Définition 5.4.4 On posel = 7/ ~. Si F € ¥, on note[F] la classe d’équivalence de F poutr

Notons enfin ce petit résultat :

Lemme 5.4.5 Soit Ac A, et f € Fa. Soit Ge F; tel quef ~ G. Alors il existe f un scp de f tel qué’ est un scp de
G.

DémonstrationD’apres la proposition 4.7.2, il existe un appartem&ebntenant(f) et un scp dé(G). Soitg’
le cone #iine deZ engendré par ce scp. D'apres le lenime®.1.4, il existm scp deS(f) qui est inclus dang’. Alors
le conef’ engendré pad’ dansA convient. O

5.5 Injections canoniques

Définitions 5.5.1  — Soit ¢;: L [{i}] . C'est I'injection canonique d& dans7.
— Pour tout appartement A, Soik: [f]A : [in] . C'est I'injection canonique d& dans’.
A
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Quelques mots pour s’assurer que ces définitions somdicit
— Poury, il faut vérifier que{x} € 7, Yx € I. C'est le cas car st est dans I'apparteme#, alors{x} € Fa, et

X = {x).
— Nous avons déja vu que Bi~a g alorsf ~ § ce qui montre que, est bien définie.

Proposition 5.5.2 Les injections canoniques sont injectives.

Démonstration:

Il est clair quer; est injective. SoifA € A, pour montrer quea est injective, on considere deux corfeg € Fa tels

queca([f]a) = ta([g]a). Cest & dire quef ~ §. Donc il existeH € ¥ qui est scp de et§. Par le lemmé&B5.3l4, il
existeB € A contenant(f) U 6(H). En utilisant le lemmE5.1].4 dais on obtient un nouveau con€ € 7 qui est
scp deH et dont le coeur est inclus dasi ), donc dans\. Alors notanth’ = H’ N A, on voit queh’ est scp dané de

f etg, et doncf ~p 0. O

6 Topologie surl
6.1 Deéfinition

Définition 6.1.1 Soit F € ¥7, soit Ae A(X) contenant(F). On note I§F) et on appelle base de F la base &&).
De méme, si € #a, on notera l§f) la base de)(f).

La définition de la base d’un cone dont la direction est dmesfacette vectorielle est donnéden 4.3.4.

Maintenant, nous avons besoin d’un moyen de définir un vage de 0 dans les espaces directeurs de tous les
appartements a la fois. Nous avons déja dé&fincomme étant I'ensemble des voisinages de 0 d%mi)u Ay est
I'appartement de référence choisi au début, stablelemamoupe de Weyl dE)O, WK)O. AlorssiU € U, si¢ : Ay — B
est un isomorphisme quelconque, 'imag@)) c B est independante de I'isomorphismehoisi. Nous pouvons

ainsi identifierU & un voisinage de 0 dans I'espace directeur de n'importeapmartement. Et sh : A — Bestun
isomorphisme, nous pouvons écriex + U) = ¢(X) + U, Vx € A.

Définition 6.1.2 Soit F € 77, Atel ques(F) c A, f = AN F, et U c A, stable par WA). On pose

f+U= | J ¢s((f+U)ns(f))

Bob(F)

L'union est prise sur tous les appartemetgui contiennenb(F), et¢s : A — B est un isomorphisme qui fixe
b(F).
Remarquell aurait pu paraitre plus naturel de prendre I'union dgéf + U), mais le fait de prendre I'intersection
avecs(f), permettra d’utiliser la propositidn 4.3.5.

Le sous groupe d&/a qui fixe b(f) fixe aussiv(f), puisqueb(f) contient une basefiine de Afaé(f), et donc il
stabilisef, et sa partie vectorielle est un sous-group&\deet donc stabilis&J. Ceci permet de veérifier que le choix
deg¢g n'importe pas.

Si A est un autre appartement conteng(f), et sif’ = A’ N F alorsf + U = f” + U. Ceci permet la définition :

FrU:=f+U
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Lemme 6.1.30n garde les notations précédente. Si B est un appartecosénant kF), et sigs : A — B est un
isomorphisme qui fixe(E), alors BN (f + U) = ¢g((f + U) N 6(f)3). En particulier, An (f+U) = (f + U) N 6(f)5.

Preuve du lemmeSi x € BN (f + U), alors il existe un apparteme@tcontenanb(f) et un isomorphismec : A — C
fixantb(f) tel quex € ¢c((f + U) N §(f),). On choisit alorgy : C — Bfixantb(f) U {x}, commey o ¢c : A — B fixe
b(f), onay o ¢c((f + U) n6(f),) = ¢a((f + U) N d(f),). Dot x e ¢pa((f +U) Nd(f),). O

On peut maintenant définir les ensembles qui seront la bmgeisinage de la topologie sir:

Définition 6.1.4 Soit Fe ¥, et U € U. On pose
Vr(F,U) ={xe 7 |un représentant de x est inclus dafs U}

Lorsqu’il n'y a pas de risque de confondfé;(F, U) avec un voisinagé/a(f, U) d’un point dans un appartement
compactifie, on pourra juste notér(F, U).
Pour xe 7, on noteVy = {V(F,U) | x =[F], U € U}.

Lemme 6.1.5Soient EG e FretUV € U alors :
- fcf+U
- siF+U cG+V,alorsV(F,U) c V(G,V)
—siUcV,alorsF+UcF+V
— siFestscpdeG, alo +U c G+ U.

Preuve du lemme:

Les trois premiers points sont évidents.

Pour le quatrieme point, on choisit un appartemgrbntenans(F) et §(G) (lemme5.3M4). On noté = AN F le
cdne engendré pa(F) dansA, etg = An G le cdne engendré pa(G), doncf est un scp de. Il ne reste plus qu'a
appliquer la méme méthode que celle utilisée dans ciéti@tion pour prouver qué c § (en(5.2.8).

On commence par supposer qu'aucun muAdearalléle &(G) ne sépare strictemes(tf) et s(g). Soitx € F + U,
il existe B > {x} Ub(F) ety : A — B fixantb(F), tel quex € ¢((f + U) N fy). En particulierx € ¢(f)g. D’apres
la propositiori4.315, il existe un appartem@&ntontenanb(G) U b(F) U {x}. Soity : Z — Afixant An Z, donc en
particulierb(F) U b(G). Commex e F + U, y(X) € (f + U) n f; c (g+U) n g, doncx e G+ U.

S'il existe un murM paralléle &(G) et séparant strictemes{f) et 5(g), soitz = [(f), S(g)] N M. Par récurrence,

onaF+Ucz+f+Uetz+ f+UcG+U. O

Proposition 6.1.6 Il existe une unique topologie sifirtelle que pour tout x 7, Vy soit une base de voisinages de x.

Démonstration: _ _
Il faut montrer pour touk € 7, queVy # 0, queVYV € Vi, X € V, et queVx € 1, V1, V, € Vy, AV3 € Vi tel que
V3 c V1 N Vs, Les deux premiéres assertions sont claires.
Soit doncx € 7 etVy, Vs € Vy. SoientFy, F» € x etUy, U, € U tels queVy = V(F1,Uq) etVo = V(F,, Uy).
CommeF; ~ F, il existeH qui est scp dé&; et deF»,. SoitU = U; N Uy, on a bienJ € U. Alors, V(H,U) € Vy et
d'apres le lemmey(H, U) c V(F1, Uy N V(F2, Uy). O

Notons tout de suite ce résultat évident, mais important :

Proposition 6.1.7 Soit ge Aut(Z). Alors g se prolonge en un homéomorphisme den posant (F]) = [g(F)].
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6.2 Lien avec la topologie deA

Nous allons maintenant faire le lien entre les voisinagelypeV(F, U) dans I'immeuble et led/4(f, U) dans un
appartement. La seule petiteftiulté provient du fait que dans la définition fle- U on fait intervenir  + U) N f*
et non justef + U comme dans led/a(f, U).

Définition 6.2.1 Soit Ac A, U € U et f € Fa, on note
Va(f,U) ={xe Alun représentant de x est inclus ddfis+ U) N f*}

Proposition 6.2.2 Soit Ac A. Alors 'ensemble ded”,(f, U), pour f € ¥4 et U € U est une base de voisinage de la
topologie surA

DémonstrationDéja, quels que soierite Fa etU € U, on aV,(f,U) c Va(f,U). ll reste a verifier que/,(f,U)
est un voisinage def]a.

SoitU’ € U borné et inclus dand. Commef* est un cdne d’intérieur non vide, il existes f tel quex+ U’ c f*.
Alors x+ f+ U’ c (f +U)n f* doncVa(x+ f,U’) € V4 (f,U), et [x+ f]a = [f]a doncVa(x + f.U’) est bien un
voisinage de f]a. O

Etant donnés un corfe € F; et un appartement contenanb(F), il existe un unique élement d& dont le coeur
estimage dé(F) par un isomorphisme d’appartements fixa{f). Nous noterons ce corken A car il est en fait égal
aF + {0} n A. Si Acontient un cond tel queF = f, c'est-a-dire siA contients(F), alorsF N A n’est autre qud. La

propriété principale d& N A est que pour tout) € U, F+ U = (F m/AS+ u.

Nous voici en mesure d’écrire un voisinage de basé da fonction des voisinages de base des appartements :

Proposition 6.2.3 Soit Fe 7, U € U, borné. Alors

V7 (F,U) = U VA (FNAU)
ASD(F)

L'union est prise sur tous les appartements Aldgui contiennent ().
Démonstration:

On commence par I'inclusiors”. Soit A € A tel queb(F) c A, notonsf = F N A. Soitt € Vi(f,U), soitg € Fa un
représentant deinclus dans f +U)n f*. CommeF + U = f + U, tout ce que nous devons montrer est gue '+ U.

Lemme 6.2.4 Soit Ac A, U c A borné et stable par \(\K), et f,ge Fatels que gc (f + U) N f*. Alors il existe un
scp d de g tel quey c f+ U.
Preuve du lemmedn va appliquer la propositidn 5.1.2, avge= 6(G), x = S(g’) etb = b(g’). Il nous faut choisib’

de maniere a ce qug c 5(g') — §*, Aff(b’) o §(@). De plus, pour que la conclusion de la proposition%.1. 2sremit
utile, il faut queb(f) c b'.

Commeg c f, il existe une facette de Wefiltel ques(f) U 5(g) c h. Soit alorst’ la base du cone(f) + b, de
sorte queAff(b’) o 6(g) etb(f) c b'. Soitg’ un scp deg tel queb’ c 5(g’) — §*.
Soitz € §, soitZ € A contenanb’ U {z}, et¢ : Z — Afixantb’. Alors la propositio5.1]2 prouve qu€z) € ¢, en
particulier,¢(2) € (f + U) n f*. Commey fixe b’ qui contient(f), ceci prouve que e f + U. O

On passe & l'autre inclusion. Soite V(F, U). Il existe un représenta® € #; det inclus dans= + U et un

appartemenh contenanb(F) U 5(G) (corollaird4.3.2). Soif = FNA, alorsAnF + U = (f +U) N f*, (par le lemme
[6.1.3) douGNnAc (f +U)n f*. Et comme = [G N A]a, on a biert € V,(f,U). O
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6.3 7 est eparé

Proposition 6.3.1 L'espace topologiqué est sépare.

Démonstration: _

Soientx ety deux points distincts d€. D’apres la proposition 4.5.5, il existee A, et f, g € Fa tels quex = [f] et

y = [@]. D'apres le lemm&5.213, 5 g. CommeA est séparé et qué]a # [g]a, On peut, quitte a restreindfeetg a
des scp, supposer qu'il exidtee U tel quef + U ng+ U = 0. Quitte a remplaced par une boule incluse dakk
on peut supposer qug est convexe.

On peut encore restreindgea un scp pour s'assurer qbéf) c s(g) — §(g)*. Alors nous pouvons utiliser la propo-
sition[5.1.2 pour obtenir quE+ U Nng+ U = 0 : soitt € g+ U, soitZ € A contenanb(f) ett, soit¢ : Z - A
fixant b(F), alors la proposition 5.1l.2flrme queg(t) € g + U, donct ¢ f+ U. Ceci implique directement que
VY(f,U) n V(g U) = 0 : nous avons obtenu un voisinagexlet un dey qui sont disjoints. O

6.4 T estabase @énombrable d'ouverts

Lorsquer est localement fini, ou plus généralement lorsque chatpigsoa n’est pas incluse dans plus qu’un
nombre dénombrable de chambres, la topologie qu’on vierdé&linir est & base dénombrable d’ouverts. Voici en
guelques mots pourquoi.

Tout d’abord, pour calculef + U, seulsU, s(f) etb(f) comptent. Or, pour un sommet fixé, il n’existe qu’un nombre
fini de bases le contenant. L'hypothése gumplique qu’il n’y a qu'un nombre dénombrable de pointsida coor-
données rationnelles (en fixant une chambre de référehuae basefdne dans cette chambre). Donc en prenant tous
les sommets a coordonnées rationnelles damsutes les bases correspondantes a ces sommets, etstoaisirages

de 0 dandy, de la formeB(0, %), on obtient une base de voisinages pour la topologie gei est denombrable.

6.5 Injections canoniques
6.5.1 Linjection ¢y

Proposition 6.5.1 L'injection canonique; : 7 — I est telle que, pour tout & U, F € F; on agl((VI(F, U)) =
F + U. De plus, elle est continue, ouverte et d'image dense.

Démonstration:

SoientU € U, F € 77 etx € ;;3(V(F, U)). On a alorgx} ¢ F + U, doncx e F + U.
L'autre direction est (encore plus) claire.

Il est maintenant clair que I'image dg est dense dans.

Montrons que; est ouverte. Sold un ouvertx € O. Il existe un voisinag® dex dans’, inclus dan® qui est une
boule dand, B = B(x, €). La boule dang By, (0. €) est stable par le groupe de Weyl,ﬁ@ doncBg (0,€) € U. Il est

de plus clair qud = {x} +T3E(O, e). (Ici, b({x}) = {b} et{x}, = A). Nous allons vérifier que-(B) = Vr({x}, Bz, (0.€)):

ce sera alors bien un voisinagewgéx) dansr.
L'inclusion c découle directement de I'égali = {x} + By, (0. €). Pour 'autre inclusion, il sfiit de remarquer que

puisqueB est borné, sy = [f] € 17(B) alorsf = {0}.

Enfin, montrons que; est continue. Soi® un ouvert def, soitx € L}l(O). Il existe un voisinage de-(x) inclus
dansO de la forme’V({x}, U). Alors x € ;;3(V({x},U)) = {x} + U c ;(O). Il reste & prouver quéxj + U contient
un voisinage dex dans7. Or U contient une boul@a,(0, €), donc{x] + U > {x} + Ba,(0,€) = Br(x, €) qui est un
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voisinage dex dans’. O

Nous pouvons donc identifigra I'ouvert densez (7). La relationgl((V(F, U)) = F + U devient alorsV(F,U) n
I=F+U

6.5.2 Les injectionsa

Proposition 6.5.2 Soit Ae A, alors I'injection canoniquea : A — I est telle que, pour tout & Fa, U € U borné,

il existe f € Fa un scp de f tel qué/a(f’,U) c L,}l((vf(fN, U)) c Va(f,U). Cette injection est de plus continue et
fermee. B B

En particulier, c’est un homéomorphismeAlesur son image qui est un fermé compacfde

Démonstration:
Soit f € Fa, U € U, borné. Soit §a € ngl((vj(f, U)), ce qui signifie que quitte a remplaagipar un scp, on a
gc f+U.Alorsgc f+UNA=(f+U)ns(f)* c f+U.Donc [g]a € Va(f, ).
Pour l'autre inclusion, notons = (f). On choisitf’ un scp def tel quef’ + U c §(f)*, ceci existe cat) est borné
ets(f)" est un cone convexe et d'intérieur non vide. Aléfs- U c (f + U) n f*. Vérifions quef’ convient.

Soit [g]a € Va(f’,U), on peut supposer quec '+ U doug c (f + U) n f*. On peut aussi imposer que
b(f) c b(g) — §(9)*. Alors en utilisant la proposition 5.1.2 (prendse= b(g), b’ = b(f), ¥ = 4(G)), on vérifie que
gc f+U, dotw(gla) c V(f, V).

La continuité dex est alors immédiate. Le fait qug est fermée provient alors de la compacitéAlet de la
séparation d¢. O

Nous pouvons dsormais identifier un appartement compaétifi'un fermé compact dé. La propositiofi 4.5]5
nous permet de prouver une généralisation de I'axiomigjiraht que deux chambres doivent étre incluses dans un
méme appartement : _

Soitc une chambre dé etx = [F] € d7, alors il existeA € A contenant et un scp d&(F). Doncc U {x} c A. De
méme, sk = [F] ety = [G] sont deux points du bord dg il existeA € A contenant un scp d¥F) et un scp dé(G),
et alors{x} U {y} c A.

Lemme 6.5.3 Soient x et y des facettes deou des points dé7, alors il existe un appartement A tel quesy c A.
(Ici, on identifie x x} dans le cas ou x est un point.)

6.6 Retractions

Nous avons vu que #i est un appartementete Wj, alorsw s'étend de maniere unique en un homéomorphisme
deAsur lui-méme, puis que 8i: A — Bestunisomorphisme, alogss’étend de maniére unique en un homéomorphisme
de A surB, qu’on note encoré. Les rétractions peuvent aussi s'étendie:a

Proposition 6.6.1 Soit Ac A, et ¢ une chambre de A, spit= pc A la rétraction sur A de centre c. Alogss’étend de
maniére unique en une fonction continude 7 surA.

Démonstration: B
Soitx € 47, nous savons qu'il exist € A tel que{x} U c c Z. Soitp : Z — Afixantc, alorspz = ¢, il est donc
naturel de poser(x) = ¢(x). Pour que cette définition soit valide, il faut s’assuree giZ’ est un autre appartement
tel que{x} Uc c Z’ etsi¢’ : Z — Afixec, alorsg(x) = ¢'(X).
Soientf € 7 et f’ € 2 des représentants deAlors p(f) = ¢(f) € Fa etp(f’) = ¢'(f’) € Fa, etg(X) = [p(F)]a,
¢’ (X) = [p(f")]a. Il nous faut donc vérifier que(f) ~a o(f’).
Quitte a raccourcif et f’, il existe un appartement contenant(f) U 6(f’). Quitte a raccourcir encorg, on peut
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supposer, dang: c c s(f) - 5(62. On peut raccourcir maintenaft, pour obtenir que, dans, 6(f”) c 6(f)*.

Supposons dans un premier temps gu’'aucun miyrikesépare strictemefitf) des(f’). Soitg = CI(5(f)uds(f”)).
Alors, en notangy un isomorphisme dg surY fixanté(f), siM est un mur d& séparant strictemestf) etc, yy(M)
ne peut séparer strictement deux pointgdea proposition 4.3]3 permet donc de trouver un appartedXeontenant
8(f) U 6(f) U c. LesF-cones engendrés péff) et 5(f’) dansX sont équivalents. Sojt : X — A fixantc, alors
o(6(F)) = x(6(F) etp(5(f")) = x(6(f")). Il sS’ensuit que les cdnes engendrés pidi(f)) et p(5(f’)) sont équivalents
dansA. Mais ces cdnes sont exactemefit) et p(f’).

Pour traiter le cas général, nous allons construire damse suites(f) = do, ..., 6y = 6(f’) de coeurs qui ne sont
séparés par aucun mur, et qui engendrent des cignesfi équivalents. La projectiopsi) : Y — Yy deY sur la
facadeYy(r) envoie(S(F) et 6(f7) dans deux facettes bien déterminées. Bait qo, ..., gk une galerie dan¥6m entre
ces deux facettes. On nofe et f,, les cones engendrés pHif) et5(f’) dansY. D'apred 3.3.8, aprés avoir choisi un
systéme de générateBde W(Y) adapté, on a une partitidn= 15 Li I, ol | est le type de(fv), 11 est l'ensemble
des réflexions d& fixant f* et I, le type des réflexions fixarﬁ. Six est une cloison d¥;r) de type inclus dank,

M le mur deY correspondant, alofdl > fy. Par conséquenk/ ne peut séparei(f) ded(f’), carfy ~y f. Ainsile
type de la galeri€ est inclus dans;.

On définit a présent la suite de coedi§sdy, ..., 52« et la suite de conek, ..., fx par récurrence. En plus des conditions
déja citées, on requiert qumr)(6i) < gi lorsquei est pair.

On posesy = §(f), fo = fy. Ensuite sby, ..., 6 et fo, ..., fi sont construits podrun indice pair, soit-; la réflexion, dont
la direction fixe&(f?) qui releve la réflexion d¥; ) définie par la cloisog; A gi.1. La cloisong; A gi,1 est de type un
élement ddy, doncd € W, & stabilisefy et fixe f}. Soitsle sommet ddj, par hypothéese de récurrende>y fy,
doncf; = s+ fv, etoi(fi) = oi(9) + &i(fv) = i(9) + fv. SoitM; le mur fixé parr;, doncf ¢ M;, et soith le projeté
orthogonal des surM. Alors oi(s) = s+ 2sh etshe M+ c f;“ = Vect(fy).

On pose alorg,1 := h+ fy = f, + shet fi,» = o(f;) = f; + 2sh Ces deux cones sont équivalent.ZDn pose ensuite
6i+1 = O(fiy1) etdi2 = 6(fiy2). Les deux coeur§ etdi,, sont projetés dans la méme chambre fergllzédeVg(f), ce

qui signifie qu’aucun mur dont la direction contigiif) ne separe strictemefitdesi,;. Mais comme ces deux coeurs
sont paralleles de directioﬁﬂf}, un mur dont la direction ne contient pé(s?) ne peut de toute fagon pas les séparer,
donc aucun mur ne sépare strictem@nde 6;,1. De mémegi,; etdi,2 sont projetés dans la méme chambre fermée
951 donc aucun mur ne sépare strictemgnt ded;...

Ainsi 6;,1 et 6i,2 vérifient les conditions requises. On construit ainsi lgites oo, ..., 62« et fo, ..., f. Alors 6 est
projeté dans la méme chambre ferngeegued(f’) et fac ~v fy ~y 17, il ne reste donc plus qu’'a posési,1 = fy
etdax,1 = o(f’) pour obtenir une suite de conesdé&quivalents allant déy a f,, telle que les coeurs de deux cones
consécutifs ne sont séparés strictement par aucun mur.

Nous avons que dans ces conditions, deux coeurs consamuitiles scp dont les images pa&ont des coeurs de cones
de Fa équivalents. Doné(f) et §(f’) ont des scpy ety’ envoyés pap sur des coeurs de cdnes @g équivalents.
Mais p(y) = ¢(y) etp(y’) = ¢'(y), on a donc prouvé qu&(f) = p(f) ~a ¢'(f’) = p(f’). Ceci prouve que est bien
définie.

Montrons qu’elle est continue. Comnfeest ouvert dang, et quep est continue, la continuité geest acquise en
tout point deZ. Il s’agit donc de montrer, powr e dA, pourx € p~2({y}) et pourVa(f,U) un voisinage dg dansA,
quep~(Va(f, U)) contient un voisinage de
SoitZ € Atel que{xj Uc € Z, soit¢ : Z — A fixantc. Commef n’est pas réduit & un poiny (€ dA), on peut le
raccourcir pour s'assurer qae- §(f) — 6(f$*. Un voisinage d¢x} dansZ estV(¢~(f), U), vérifions qu'il est inclus
dansp™1(Va(f, U)). SoitB o b(¢p~1(f)) U {t} ety : B — Z fixantb(¢~1(f)) tels quey(t) € (¢~X(f) + U) n ¢~1(f)*, il
faut montrer que(t) € f + U.

Nous savons quec s(¢~*(f)) — ¢7*(f)3, donc en utilisant la propositién 4.8.5, on voit qu'il &’ € A contenant

{t} U b(¢~%(f)) U c. Soity’ : B — Z fixant B’ N Z, en particuliery’ fixe b(¢~1(f)) doncy’(t) € ¢~*(f) + U. Ensuite
¢ oy’ fixec, doncp(t) =poy/(t) e f +U.
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L'unicité dep découle de sa continuité et de la densit&/dans’ . O

A présent, nous pouvons nous contenter de noéela place de.
Les résultats obtenus pour les rétractiong dgeuvent souvent s'étendre aux rétractions&uvoici ce que devient
la propositio 4.4]1 ('enoncé est un pedféient de celui sur les rétraction dahar il faut prendre en compte la
possibilité queyz(X) = o o p2(X)) :

Proposition 6.6.2 Soit Ac A, ¢; et ¢ deux chambres adjacentes dans A, M le mur les sépardatréflexion selon
M. Soitp1 = pac, €tp2 = pac,. Soit xe 7, alors :

— Soitp1(X) = p2(x), SOitpa(X) = o 0 pa(X).

— Sip1(X) € D(M, ¢1) alors p1(x) = p2(X)-

— Sip1(X) € D(M, c1) et sip1(X) = p2(X), alors il existe un appartement B contenante et x.

Démonstration:
Les deux premiers points découlent de la proposition Uet.de la continuité des, p» eto-.
Pour le troisieme point, on répéete quasiment la preuvéadeopositiof 4.4]1. Supposopsg(x) ¢ D(M, c1), soit
Z; € Atel que{x} U cy C Z1. SUpposons que ¢ Z; et montrons qu’alorgz(x) = o o p1(X). Soiteg : Z; — Afixant
c1, alorspi(X) = ¢1(X). Soitd la chambre d&;, voisine dec; le long deg; (M) (en fait,d = ¢~(cy)), d # ¢, puisque
C2 ¢ Zy. Il existe un appartemeiz, contenanﬂ)zl(¢11(M), d) U c,. Cet appartement contiertdans son adhérence
car il contient¢Il(Z)(M,c2)), et il ne contient pas;. Soit¢, : Zo — A fixantcy, on aps(X) = ¢2(x). On a aussi

¢2(d) = €1 = o 0 ¢1(d). Alors ¢, eto o ¢4 coincident suD(4;(M), d), puis surD(¢;1(M), d) donc enx. O

6.7 Compacié

Pour l'instant, la notatiof + U est définie pouf un cdne dans un appartementletine partie deiy. On définit
a présent, st est une facette dans un appartemget siC est une partie dé stable par les parties vectorielles des
élements de Fiy,(c),
c+C= U¢B(c+(f)
Boc
L'union est prise sur tous les appartements contegagttpg est un isomorphisme d& versB fixant ¢ dont le choix
n'importe pas.

Avant de prouver la compacité de verifions cette conséquence de la proposffion #.2.7 :

Lemme 6.7.1 Soit A un appartement, et C une partie convexe et ouverte 8eiAE la réunion de toute les facettes
de A qui rencontrent C. Alors pour toute chambre ¢ de E, etpourit ye C, il existe une galerie tendue de c ay qui
reste dans E.

Preuve du lemmeSoientx € C n ¢, alors x,yfc C. Commec N C est ouvert, on peut supposer quey] ne
rencontre que des chambres et des cloisons (aucune faealtmdnsion inférieure) et quéy n’est inclus dans au-
cune direction de mur dA. SoitT" une galerie le long dex[y], commencant pac, donnée par la propositién 4.2.7.
L'adhérence de chaque chambreldeoupe k, y]. Soit e une de ces chambres, {/] rencontre soit soit une de ses
cloisons. Mais si elle rencontre une de ses cloisons, dispos ne peut avoiry c Vect(m) car Vect(n) est la direc-
tion d’un mur. Alors [, y] rencontre aus® ( [x, y] N mest forcement dan]y[). CommeC est convexe, ), y[c C et
ecE. O

Il est temps de montrer queest compact

Théoréme 6.7.2Si l'immeublel est localement fini, alors 'espadeest compact.
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Démonstration: B
Comme nous savons déja qiliesst séparé et a base denombrable d'ouverts, il ne restegp’a montrer qu'il est
séquentiellement compact. Soikt )« UNe suite dang, trouvons lui une valeur d’adhérence.

Premiere étape
Quitte a remplacefx,) par une sous-suite, il existe AA, f € Fa, ¢ une chambre de A, €& une chambre dA tels

que(pac(Xn))new cOnverge versy = [f]a, 6(f) cc+ CetVneN, pac(X) € S(f) + C.

Commengons par choisty dansAp au hasard, et notong = pa,c- CommeA, est compact, on peut supposer
gue la suite §o(xn))n converge vers une limitg) € Ag. On peut aussi supposer que tousdes,) sont dans une méme

facade deA, c’'est a dire qu'ils ont tous la m(;eme directignSoit f € yo un représentant dg, alorsg c fy. On
peut de plus choisify de sorte quey c (fo) — f;. Comme un voisinage dg dansAq est inclus dans(fo)*, on peut
supposer que tous lgg(x,) ont un représentamg, inclus dansi(fo)*. Mais 6(f3)* est une réunion finie de chambres
fermées, donc il exist€, chambre dei, telle ques(fy) + Co contient une infinité den,, on peut supposer qu'il les
contient tous. Bien siir, cela implique gsdo) + Co contient tous lepo(X,).

Pour conclure la premiere étape, il ne reste plus qu'sssiieer qué(fo) C m, ce qui, puisqué(fa) C CTO revient

a s'assurer quey coupes(fp) — Cb. Pour l'instant,co est inclus seulement dasséfo) — 6(f3)*. Soitd une chambre &

distance minimale de, dont I'adhérence coups fo) — 60.

Nous allons maintenant prouver par récurrenceksyre s'il existeA’, ¢/, €', f’ etd’ dans la méme configuration que
Ao, co, Co, fo etd le sont actuellement, avettc’, d’) = k, alors il existeA, c, f, etC comme requis pour conclure la
premiére étape.

. . . L . 2, .
Sik = 0 la conclusion est immédiatd;, ¢/, C’ et f’ conviennent.

Sik > 0, soitl" = (¢ = ¢, Cy, ..., ¢k = d’) une galerie minimale ent®@ etd’, et soitM = Vect(co A ¢1) le premier
mur traversé, soiry la symétrie de\' selonM, notonsog = pa ¢ €tp1 = pag-
Sipo(Xn) = p1(Xn) pour une infinité d’indicen, alors on peut passer a une sous-suite pour supposgsOHE= o1(Xn)
pour toutn. Alors il suffit de remplacec’ parc; pour pouvoir appliquer I'hypothése de récurrence.

Par contre, dans I'autre cas, on peut supposepgig) = o o po(Xn) pour toutn € N. Alors la suite dep;(x,) ne
vérifie plus du tout les hypothéses demandées, il vaifallanger d’appartement.

D’aprés la propositioh 6.6.2, cette situation n’est polgsgue si pour touh, po(x,) ¢ D(M,c’). De plus, pour
toutn € N, il existe alors une chambmgg voisine dec’ et decy, et un appartement dont I'adhérence cont&nt’ et
Xn. Commer est supposé localement fini, il N’y a qu’un nombre fini de cheem voisines & et ac;, on peut donc
remplacer ,), par une sous-suite pour qu'il existe une chambredjxmisine dec; etc’ telle que pour touh € N, il
existeB, € A tel quec’ U eU {x,} € B.

SoitA” un appartement contenantete, et soitg : A’ — A” fixant A’ N A”. Nécessairement(c,) = e. AlorsYn € N,
oare(Xn) = ¢(po(Xn)). Comme de plud(e, ¢(d)) = k— 1, on peut appliquer I'hypothése de récurrené® de = ¢(c),
#(d), ¢(f), etd(C). Ceci conclut la premiére étape.

Seconde étape :
On notep = pac la rétraction obtenue dans la premiére étape. On moatpE€sent que soit la sui(e,), admet une
valeur d’adhérence dang, soit il existe une galerie tendyéy)nen dans A issue degd= c et une suitdty), telle

que pour tout n, pour tout & N, p(X) € dh+C, t € dn etliMnse th = Yeo. ON peut enfin imposer quén € N,
dr N (c+C) £ 0.

On notep = pac.
On commence par regarder le casfoi {0}. Dans ce casgi. € A, etK = [Jgy, Cest un voisinage dg, dansA,
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il contient donc tous lep(x,) a partir d’'un certain rang. Majs (K) est une union finie de chambres fermées, donc
c’est un compact, et la suite), a une valeur d’adhérence dans(K) donc dang.

Supposons a présent qﬁeﬁ {0}. Par le lemmé&®&6.711, il existe une galerie minimale do, dy, ...,d, dec a s(f)
telle quevi € [0, u], d; coupec + C.
On choisit ensuite une demi-droite 6(f$, et on prolongé, ..., d, par une galerie tendue dont I'adhérence contient
| := §(f) + ' (propositioi4.2]7). Veérifions qu’on peut s’assurer gye (c+C) # 0 pourn > u. NotonsM, I'ensemble
des murs contenantalors la construction faite dans la propositfion 4.2.7 el gue chaque chambre de la galerie
(dn)nsq, est incluse dangf)ycy, D(M, dy). Par ailleurse + C est un convexe, délimité par un nombre fini de ses hy-
perplans d’appui, et ces hyperplans ont pour direction unded. Notons; I'ensemble des hyperplans d’appui de
¢ + C qui contiennent.
Il suffit de montrer quei N (c+ C) # 0 pour les chambred; contenant un segment éidans leur adhérence, car alors
nous pourrons relier deux telles chambres par une galenieciaque chambre coupe- C, et la construction donnée
dans la preuve de la propositiobn 4]2.7 consiste exacteangatinir d’abord les chambres contenant un segmeht de
dans leur adhérence, puis a relier ces chambres par degegdbndues arbitraires. Sdjtune de ces chambres, soit
]1x— €, x+ €[ un segment deinclus dang;. Les hyperplans d’appui di sont des murs en nombre fini, et ceux conte-
nantx doivent contenir} — € x+ €[ et sont donc des éléements 4. Par conséquent, il existe un voisinagdex tel
queVNuey, DM, dy) € di. De la méme maniere, les hyperplans d’appui€€ qui contiennenx doivent contenir

| carl c ¢+ C. Donc il existe un voisinage dex tel queU N MNuer D(H, C) C c+C. Il ne reste plus qu'a vérifier que
U NV N Nhers D(H, ©) Nivery, DM, dy) est d'intérieur non vide. Notors = Mz D(H, €) Nmep, D(M, dy), nous
savons qué est d'intérieur non vide puisquiy contient un point disonsdec+Cn Nmem, DM, dy). De plus] ¢ S
etS est convexe. Il ne reste plus qu'a reliea x par une droite pour finalement obtenir un point intérielr@V n S.

Ceci permet d’obtenir qud, N (c + 6) # 0 pour toutn. Vérifions que la galeriedg)nay est tendue. Si ce n'est
pas le cas, c’est qu'ily a un m qui séparal, de dy et d'une chambrel, avecn > u. Mais §(f) € dy N (c+C)

etd,ndy+ 1 # 0, doll c M. En particuliers(f) € M, mais ceci est impossible puisqdg ..., d, est une galerie
minimale dedp & ().
Donc la galeried,)ney Obtenue est bien tendue.

Pour touti € N, soits € I Nd;. La suite &) tend versy.,. Donc pour tout, lesp(x,) sont inclus a partir d’'un certain
rangN; danss + 5(5*. Vérifions qu’en fait ils sont dans + C. Soitn > N;, un représentarny, de p(x,) est inclus
danss + F ol F est une facette vectorielle dont 'adhérence conti¢fif etd. Disonsg, = § + V+ g avecv € F.

—_— — — .

On calcule alors g, = §(f) + (f)s +V+g. Or s(f)s € 5(f) doncs(f)s + v € F etg, c (f) + F. Mais nous

savons d'autre part qugx,) € S(f) + C. DoncF c C, etp(x)) e s + Fc 5 + C.

Ainsi, pour touti € N, lesp(x,) sont inclus dans; + C & partir d’un certain rang. En passant & une sous-suiteeoh
supposer quén > i, p(x,) € d; + C.

Par ailleurs, en déplagant un peu B®on peut obtenir une suitd; convergeant verg., et telle quet; € d;. Ceci
conclut la seconde étape.

Troisieme étape
On suppose maintenant q@&,) n'a pas de valeur d’adhérence dafis Montrons qu'il existe une sous-suite @),
et une galerie tenduE = (¢)icy telle que ¢ = dp = ¢, que pour tout ip(c;) = d; et que les xpour k > i sont dans

I'adhérence de; + C.
Ici, on notec; +C = ¢ + &((f) pour un isomorphisme; de A sur un appartemer; contenant et ¢; qui fixe c.
On remarque que puisque est une chambre, on a en fajt+ C = pgil,q (ci + &(C)), et 'adhérence de ceci vaut

péiq (ci + 4(C)) (pour vérifier 'inclusion non évidente, utiliser leneme[6.5.8 pour inclure un point et dans un
méme appartement).
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On commence par montrer par récurrence que poui tbekistec, ..., ¢; et une sous-suite) de (x,) satisfaisant
aux conditions demandées.

D'aprés la premiére étape, tous bgssont dang~1(c + C). Doncc, = ¢ convient bien.

Ensuite, SUPpOSOIT, ..., G construits. Comme, € ¢ + C etc coupecy + C, en utilisant la proposition 4.3.5, on
trouve un appartemef, tel quecy U ¢ U {X,} C Bp. Soité, : By, — A fixantco, commegn(x) = p(X) € dis1 + C,

pourn > i + 1, on voit quex, € ¢;1(di;1) + C. Or ¢;1(dis1) est une chambre adjacente;aet il n'y a qu’un nombre
fini de telles chambres. On peut donc passer & une sous €pede (X)) pour que tous leg** soient dans un méme

—

e+ C avece une chambre adjacenteadont I'image pap estdi.1. Il ne reste plus qu'a posef,, = e.

Enfin, on prendy,) la sous-suite dex) définie pary, = X0. Le couple [ = (co, C1, -..), (Yn)) satisfait aux condi-
tions demandées par I'étape 3. Pour ne pas alourdir Iedions, dans la suite on notera= y;.

quatrieme étape
SoitZ un appartement contendntsoit¢ : Z — A fixantco, SoitX. = ¢~ 1(Ys). Montrons quex, tend versx,.

SoitV(g, U) un voisinage de&.,. CommeVa(¢(g), U) N ¢(g)* est un voisinage dg., il existe un entieN tel que
dn N (#(9) + U) Nne(g)* # 0 ettel quevn > N, p(X,) € Va(é(g), U) N ¢(g)*. Soitn = N, montrons que, € V(g, U).

Commecy coupecy + C etx, € cy + C, la propositioi4.3]5 indique I'existence d’un appartet@tel que{x,} U
Cn U Co C B. Dés lors, on a les égalite®; o, (Xn) = pz.e,(Xn) = ¢71 0 p(Xn), d’0U pzc, (Xn) € Vz(9,U) N g*. Mais
commecy coupeb(g) + §*, on peut appliquer la proposition 5.11.2, qui prouve que sappartement ferm& contient
b(g) et x,, et siy : X — Z fixe b(g), alorsy(x,) € Vz(g, U) N g*. Ceci entraine bien que € V(g, U). O

7 Unicité de la construction

On suppose dans cette partie quanuni de son systeme complet d’appartements, est 'imheealiienu a partir
d’'une donnée radicielle valuée discrete comme dans PRTRappelons brievement quelques notations.

On choisit un apparteme#y, ainsi qu'un sommet spécial® Ay, qui permet d’'identifieg etK’o ainsi que&’é et les

formes dfines surA, s'annulant en 0. Il existe un systéme de raginéventuellement non réduit, s, et pour tout

a € ¢, il existel’, un sous-groupe discret dB,(+) tel que les murs dég sont lesM(a, k) := {x € Ag | a(X) + k = 0}
poura € ¢ etk e T,.

Un groupeG agit surZ, pour toute € ¢ etk € I',, il existe un sous-groupd, x deG qui fixe le demi-appartement
D(a,K) := {x € Ay | a(X) + k > 0} ainsi que toutes les chambres ayant une cloison dans saieint'Poukr € ¢ et
k<leTl,,onalU, C Uy donc laréeuniold, := Ur, Usk €St Un groupe. Le groupg, x agit transitivement sur
'ensemble des appartements conterfafit, k). Le groupeG est engendré par lés, x, poura € ¢ etk e T ainsi que

par un autre sous-groupe naiéqui fixe Ag.

Ces sous-groupes vérifient les axiomes d’une donnéeeldicaluée. On suppose de plus I'axiome sur les commu-
tateurs desJ,  vérifié au sens fort : pour tout, 8 € ¢ avecB ¢ R™.«, pour toutk € T, | € T,

[Uoks Ugi] € (Upargspkeq | 0,0 € N* etpa + 08 € ¢)

Le groupeG est muni de la topologie de la convergence simplelsw'est-a-dire qu'une base de voisinagesde
est 'ensemble des fixateurs de parties bornées. AlorsdiadeG surf est continue.

Cette situation se retrouve en particulier lorsguest 'immeuble de Bruhat-Tits d'un groupe réductif sur ongs
local non archimédien.
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Nous allons montrer dans ce cas qu’une fois fixée une coifipation deA; de la maniére présentée dans la par-
tie [, il n'existe en fait qu'une seule maniere de I'etem@n une compactification d& sur laquelleG agit par
homéomorphisme.

Le fixateur dans d’un produit d'éléments de divers sous-groupes radidiglx est dans certains cas facile a
déterminer :

Proposition 7.1 Soientas, ..., ak € ¢ des racines deux a deux non colinéaires, §oif ..., Uy) € Uy, X ... X Ug,. On
suppose qug); Fixa, (i) contient au moins une chambre. Aldfa, (Us...Ux) = ik:1 Fixa, (Ui).

RemarquePour des racines dans un sous-systeme réduit et positif lteypothese "non colinéaires” devient juste
"distinctes”.

Démonstration:
On noteg = u;...ux. Pour chaqué I'ensemble des points fixes deest un demi-appartemefit délimité par un mur
M; de direction kerg;).
La premiére inclusion est claire.
Soitx € Ag \ ﬁ!‘zl Di, montrons quex n'est pas fixé pag. On remarque pour commencer gu'il est impossible xue
soit fixé parg et tous lesy; sauf un.
Soitc une chambre incluse dang »;. Commec est ouvert dansy, on peut choisiy € ctel que K, y] ne rencontre
pas d’'intersection de murs. $etait fixé pag, alors [x, y] le serait aussi. Or le segmennt §/] sort de(); D; en coupant
un seul mur, disonl;. Donc [x, y] contient un pointz qui est dans()i.; i) \ D;. Doncz est fixe par tous les; sauf
uj, ce qui est impossible. O

Rappelons ce résultat (voir [BT72] 7.4.33), exprimant fprequ’un élément dé, « fixe une grande boule dans
un appartement, alors il fixe une petite boule de méme ceatne 'immeuble. On notBa(o, r) la boule dansA de
centreo de rayorr, etBz(o,r) la boule dand'.

Proposition 7.2 Il existe une constantedépendant uniquement geelle que pour tout & Ag, etre R*, sia € ¢ et
k e A, sonttels que R (0, Ar) c D(a, K) et si ue Uy, alors u fixe B(o,r).

preuve :
Pourp € ¢, notonsMg le maximum, dég| sur la sphére unité, et soit= max{",\j'l—; | a,B € ¢}.

Soienta € ¢ etk e T, tels queBa, (0, Ar) € D(a, K).

SoitV le groupe engendré par [E%0+0u81+...+ B, pet Q. +Gnln POUTN E N, B1, ..., Bn € ¢, (11, ..., In) € g, X...xTg, €t
P, d1, -, On € N* tels quepa + qiB1+ ... + Onfn € ¢ et chaqueD(B;, |;) contiento. Montrons que les éléments Wdixent
Ba, (0, r). D&ja, pour le vecteur qui maximisé& sur la sphéere unité, on@- Arv € D(a, k) d’ou (@ + K)(0) = ArM,,.
Soit maintenany = pa + i1 + ... + OB €t ) = pk+ qul1 + ... + Onln cOmme dans la définition d€é. Alors
v(0) + j = p(a(0) + k) = ArM,. Ceci entraine que la bouB%(o,/lm: r) estincluse dan®(y, j). Commeﬁﬂ—‘; >1,0n

obtient le résultat voulu.

A présent, soiti € U, x, etd une chambre dé& coupantBy(o,r). SoitT" = ¢, ..., ¢, = d une galerie tendue avec
0 € Gy C Ag. Soitp la rétraction su, de centreco. Il existeBy € ¢, 11 € T, etvy € Ug,, tels quevi.cy = p(c1)
et D(B1, 11) contientcy donco. Ensuite il existgsz € ¢, [o € T, Vo € Ug,), tels quevavicy = p(C2), et D(Ba, 1)
contientcy U p(c1) donc encor®. On obtient finalememgy, ..., Bn, 1, ..., In, V1, ..., Va tels queo(d) = Vy...Vov1.d. Notons
V = Vp..V1.
Commep(d) coupeBa,(0,r) c Ba,(0,4r), on aup(d) = p(d) = v.d = uvd. Le fait que chaque commutateur
(u,vi) = uvuv ! soit dansv permet de prouver par un calcul classique que)(€ V, et donc quey, v) fixe v.d.
Alorsv.d = (u,v)vudd'ol (u,v)~'v.d = vu.d puisd = u.d. O
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Corollaire 7.3 Soient A et B deux appartements, on suppose qu’il existd o B et r > 0 tels que A1 B contient la
boule By(0, Ar) ou est la constante de la proposition. Alors il existe @ tel que gA = B, et g fix ANB)UBz(o, ).

Démonstration:
Par conjugaison, on peut suppoges Aq. Le groupe engendré par lek, i tels queD(a, k) > Ba(o, Ar) est transitif
sur les appartements conten8afo, Ar) et il fixe Bs(o, r) d’apres 7.P. O

Et voici la proposition annoncée :

Proposition 7.4 Soit] un espace topologique compact contenaytel que’ estouvert dense dads

On suppose que 'adhérence de 'appartement de réferdg@u’on noteA, est homeomorphe/&) par un homéomorphisme
fixant A. On noteA : a — a cet homéomorphisme. R

On_suppose que l'action de G sur s’étend en une action continue siit Alors il existe un homéomorphisme

x - I — IquiestG-équivariant et qui fixé.

RemarquePar densité dé, dansAo, et par densité dé& dansZ, les applications : a — & ety sont uniques si
elles existent.

Démonstration: A . L
Si A est un appartement de on noteraA son adhérence dads Les deux cldtures d’appartemeritgt A sont alors
homéomorphes, par un unigue homéomorphisme quig@ui/\ o ga oug e Gesttel queg.A= Ao

I » 7

o ga’ pourg e Getae Ag.

Il est donc naturel de vouloir définir une fonction de la sork:
Montrons quey est bien définie : soien}, g’ € G eta,a € A tels quega = g’'a’ et montrons quea = g'&'.
En remplacang par @) *g, on se rameéne au cas gli= 1. Soientf un représentant dazet f’ un représentant de
a'. Quitte a les réduire, il existé € A contenang(é(f)) U §(f’). Soientd etd’ des demi-droites incluses das(d)
et§(f’) de directions incluses darfset f’, de sorte que est 'unique point dang ded\ deta’ est I unique point
dansZ ded’ \ d’. Ainsi, d’ etg.d ont le méme point limite dang, qui esta’. CommeZ est homeomorphezpar un
homéomorphisme fixa, on en déduit que’ etg.d ont le méme unique point limite dais
Le point limite ded’ dansA, est& et commel est séparé, c’est aussi I'unique point limite dledansi donc en
particulier dan<. De méme, l'unique point limite de dansI esta, donc par continuité dg, le point limite deg.d
dansZ, donc dang estg.a. Ceci prouve que’™= g.a.

Doncy est bien définie. C’est une foncti@équivariante qui fixel, elle induit I'unique homéomorphisme de
sur A pour chaque appartemeit Comme deux points quelconquesBsont toujours inclus dans I'adhérence d’un
méme appartement (lemie 6]5.3), ceci entraineyges injective. Il ne reste plus qu’a montrer guest continue :
elle sera alors fermée par compacitéldet separation dé&, et son image sera un fermé fleontenant c’est-a-dire
7 lui-méme.

Soitx € 7, _montrons qug est continue er. Le cas ok € J est évident, et paB-équivariance dg, on se raméne
au cas olx € Ag. Au total, on peut supposere 0Ay.

Soit O un ouvert deZ contenanijy(x). Notonsp™ : G x 7 — 7T laction deG sur 7. Par continuité de, et
parce queex = X € A, il existe un voisinage ouvef) de e dansG et un voisinage ouveN de X dans7 tel que
Q.V = p(Qx V) c O. SoitV = yL(V). Alors x € Q.V ¢ y }(Q.V) c x"X(O). Il reste & prouver qué.V contient un
voisinage dex dansf.

Soit f € Fa, un représentant de On peut supposer qu@ est le fixateur dan& d’une partie bornée, de la forme
Bs(o,r), avecr € R** eto € Ag, on peut méme imposere —4(f), ou—4&(f) signifies(f) — 5(f§.

Soit 1 la constante donne par la proposition 7.2. Soigrt, I'ensemble des parties d’appartement égales a la
cléture des(f) et d’'une boule de centiede rayontr, c’est-a-dire :

{Biliar = {8 sous-complexe simplicial d&| 3B € A tqs(f) c B, o € Betp = Cl(Bg(0, Ar) U §(f))}
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Cet ensemble est fini car 'ensemble des sous-complexeticaog deBy(o, r) est fini.
On choisit alorgB;}ic; une famille d’appartements tels gdec |, 8; c B;.

Pour touti € I, y induit un homéomorphisme entBe et B. Commex € B;, x(X) = X € B;. De plus,V N B; estun
voisinage dextlansB;, doncy X(V n B;) c V est un voisinage dedansB;. Il contient donc un ensemble de la forme
Vg (fi,R), avecR € U et fi € Fg, [fi] = x (Vg (fi,R) est défini el 6.2]1). Comn#f) c B;, on peut supposer que
6(fi)) c 6(f) c A (voir[B.1.4). Soity un scp dgNi¢ 6(fi) tel queBa(0, Ar) c —yi. SoitR = N R. AlorsR € U,
ety est un coeur de condtme. Soitg € Fa, le cone engendré pat c’est un scp dé donc [g] = x et V(g, R) est
un voisinage dex dans’. Nous savons que pour tout |, Vr(g,R) n B c V. Montrons queVr(g,R) c Q.V, cela
conclura la preuve.

Soitt € Vz(g, R), il suffit de montrer qu'il existér € Q eti € | tel queh.t € Vi (fi,R).
D'apres la propositiofl 6.2.3, il existe un appartem&ntontenanto(g) et un représentant € ¥z det, tel que
7 C (¢2(9) + R) N ¢z(g)*, oligz : A — Z est un isomorphisme fixamy(g). Quitte & réduirer, on peut supposer
§(7) inclus dans un des quartiers de la forb{g) + C avecC une chambre deéz(y)*. Commeo a été choisi dans
—46(f), il est dans-y, donc aucun mur d8, dont la direction contien ne sépare strictemeatetb(g). La proposition
[4.3.5 permet de conclure a I'existence d’'un appartenfaantenanto} U b(g) U 6(r).
Ensuite, la proposition 4.3.6 prouve qu'il existe un appaentX contenant-yy, U y. En particulierX N A contient
oety,donco+y =0+ 6(5, ce qui contient(f). De plus, nous avons suppdBg(0, Ar) C —y,, ce qui entraine que
Bv(o, A1) c —y$ c YN X
Soiti € | tel queB; N X > Bx(0, Ar) U §(f). Par le corollair@ 713, il existh € G tel queh.Y = B;, hfixe Y n B; et
Br(o,r). En particulierh € Q.
Enfin, sigy : Ag — Y est un isomorphisme fixab{g), alorsh.s(r) c h.((¢v(g) + R) N ¢v(9)*) = (g + R) Ng', oug est
le cone engendré pardansB;. Commeg; ¢ fi etRc R;, onobtienh.5(z) c (fi+R)Nf", d'ouhte Vi (fi,R) cV.O

Ce résultat prouve que les compactificationsZdééfinies par A. Werner dans [Wer07] sont identiques a celle
présentée ici pour les décompositions en chrledécrites e 2]5. Enfiet, nous avons déja vu que la décomposition
¥(p) définie dans[Wer(7] était égalefa’, et nous avons défini la compactification Aga partir deF~ exactement
de la méme maniére que dans [Wer07].

En particulier, les compactifications de [Lan96] et [GRO6]nzident avec celle présentée ici polir = 79 la
décomposition en cdnes de Weyl vectoriels.

8 Description de]

Dans cette partie, on veérifie principalement une proprigtendue dé, & savoir que son bord est réunion d'im-
meubles fiines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes deCaa/V.

8.1 T estune eunion d'immeubles

Lemme 8.1.1 Soient AB € A, soient xe AN B, ye A.Si y est dans la méme facette/ﬂque x alors ye BnAetx
et y sont dans la méme facetteBle

Notons a cette facette, elle est donc incluse dansB. Il existe un isomorphismg: A = B dont le prolongement &
A dansB envoie la facade de A contenant x sur la facade de B contenet fixe a.

Enfin, si fe Fa, f’ € F5 sont tels que x [f]a = [f']s, alorsg(f) = .

Preuve du lemmeSi x ety dans une méme facette de cela signifie qu'il existef, g € Fa tels quex = [f] et
y = [Q], avec f= g et tels qu’aucun mur dont la direction contiehne sépare au sens lar§ede g. C'est-a-dire
gu’aucun mur dont la direction contiefine sépard deg ni ne contient I'un sans contenir l'autre.
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D’autre partx € B donc il existef’ € 7 tel quex = [].

On choisit un appartemegtcontenant, quitte a les raccourditf) et s(f’). Nous allons montrer quge AN Z,
c’est-a-dire qu'il existe un scp dedont le coeur est inclus daen Z. |l suffit de montrer qugn CI(6(f)) # 0. (Pour
une compactification polygonale classique fo& 7, c’est automatique.)

On déecompos@& en somme orthogonale de trois sous-espaces commEg dansA.3.9ect((f)) @ E & f*, ol E est
le supplémentaire orthogonal de Ve&tn‘@) dans Vect(q). Notonspg la projection orthogonale s, alors pg(f3 est
un cbne convexe qui engendfeet qui est stable par son groupe de Coxeter. Cofirast essentiel, ceci implique que
pe(f) = E.

Il existe donc un point € g tel quepg(v) = pe(s(f)). En rajoutant & un élément assez grand 6{66, on peut aussi
s'assurer que € f;. Vérifions quev € CI(5(f)). Supposons qu'un muvl = o~%({0}) sépare strictementet 5(f).
Disons quex(s(f)) > 0 eta(v) < 0. Alors @(5(f)) > 0 eta?(s—(_m) < 0. Mais commeg(f_)\)/ e f*, ceci implique
&(6(1‘3) =0, c’est-z‘i-direﬁ(F) c M. Mais nous savons qgu'un tel mur soit conti&hsoit contientf™. Le premier cas
est impossible car il impliqugc M et nous avons supposé qu'aucun mur dont la direction aurfiine sépard et
g. Quand au second cas, il implique giéie’annule sur Vec(f)) ® f+. Mais commepe(v) = pe(s(f)), il est alors
impossible quéVl séparer et 5(f).

Ainsi, v+ f estun scp de et son coeur est inclus dans &If) donc dansA N Z. Ceci prouve qug € AN Z. En
choisissant un isomorphisrge : A — Z qui fixe 5(f), et donas(v + f3, on vérifie quex ety sont dans la méme facette
deZ. Alors comme précédemment, on peut trouver ungsate ¢1 (v + f3 dont le coeur est dans G((’)) donc dans
Z N B. On obtient alors qug € Betx ety sont dans la méme facette Be
Il ne reste plus qu’a choisir un isomorphisge: Z — Bfixants(f’), et donas(g'), et & posep = ¢, o ¢1 pour obtenir
un isomorphisme dé sur B dont le prolongementA_fixe x. Il est immédiat que?(ﬁ =f = g, doncg(Ar) = Ay.
La définition deg est indépendante de et les raisonnements que nous venonfeuer prouvent que fixe toute
la facette deA contenank. 0

RemarqueCommeA et B sont fermésA N B contient en fai. Et commaep est continu, il fixea.

LorsqueA_\m B = 0, mais queA contient un cond, B un conef’ avecf j/ f’, on peut quand méme, comme dans
la preuve précédente, en passant par un appartehoemtenant un scp d¥f) et un scp dé(f’), prouver qu'il existe
un isomorphisme dA sur B qui induit un isomorphisme enti; et B¢,. Ceci prouve le

Lemme 8.1.2 Soient A et B deux appartementse fFa, f' € Fg tels que f// f’. Alors il existe un isomorphisme
¢ 1 A5 Binduisant un isomorphisme de 8ur By, tel qued(f) = 7.

O
On définit lensemble des facettes icomme étant la reunion des ensembles de facettes de chppakement
compactifie. Le lemme montre que deux facettes sont digipiou égales, et que si un appartement contient un point
d’'une facette, alors il contient toute la facette, et soréagihce.
Comme un immeublel vérifie les assertions suivantes :

Proposition8.1.3 - 7 = Uaca A
— Pour deux facettes a et b, il existecontenant les deux. o
— SiANB contient deux facettes a et b, alors il existe un "isomaospte d’appartements compactifies” A — B
fixanta et b.

Mais bien siir, le#\ ne sont pas des complexes de Coxeter.

Démonstration: B
Le premier point vient directement de la définition AeLe second est conséquence du lenime6.5.3 et du fait que
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lorsqu’un appartement compactifié contient un point d'fawette, alors il contient toute cette facette.

Prouvons le troisieme point. En remplacargtb un point inclus dana et un point inclus danis, on se raméne au
cas ola etb sont deux points.
Soit fa € Fa un représentant deedansA, etgs € g un représentant dedansB. Soientd, une demi-droite incluse
dans l'intérieur de5(fa) dans Af(6(fa)), etd, une demi-droite incluse dans l'intérieur d@g) dans At(6(gp)). En
choisissant des galeries, dahgt B, le long de ces demi-droites (propositlon 412.7), puis evisibsant un apparte-
ment contenant des sous-galeries de ces galeries, ontalni@ppartemer dont l'intersection ave@ contient un
scp des(fa) et au moins une chambre disans L'intersection deZ avecB contient un scp dé(gg) et une chambre
cg. Quitte a réduirdp etgg, on suppos& > §(fa) U 6(gs).
A présent, soiy; : B — Z un isomorphisme fixarB N Z. Alors ¢ est la restriction 8 de la rétractiopy ,. Lorsqu’on
étendg, et pzc, par continuité 3B et 7, on obtientoz¢,(a) = a etpze,(b) = bcaraub c Z, d'oli ¢1(a) = a et
¢1(b) = b. o
De la méme maniére il exist : Z — AquifixeaU b, alorsg; o ¢1 convient. O

Deéfinition 8.1.4 Soit F € F7, on notefr = {{[G] | G € 7, G // F}. On appelleral la facade de I'immeublg de
type F.

Bien sr,7 ne dépend que de la classe de parallélismie,d# méme que de la classe de parallélismé(g. Si
A est un appartement contenaf), si f € Fa est le cdne engendré p&(F), on notera indiéremment/¢, 7, ou
mémeL;(F).

Proposition 8.1.5 Pour tout Fe #7, Ir est un immeubleffine. Ses appartements sont lespdur tous les apparte-
ments A contenant un cdne f tel gug F.

Démonstration:
ChaqueA; est un complexe de Coxeteffiae, et la réunion de ces complexes de Coxeter esthieSi A et B sont
deux appartements contenant des cohes g tels quef / F / §, alorss(f) // 6(g), et le lemmé_8.1]2 prouve
I'existence d’'un isomorphisme entfg et By. Ainsi, tous les (présumeés) appartementd gesont isomorphes.
Soienta etb deux facettes d&r. Par la proposition 8.11.3, il existe un apparteméitel queauU b c A. Alorsa et
b sontinclus dans des fagadesAlalisonsa c Ag etb c Ay, avecg, h € Fa. On peut choisig représentant un éléement
deaethreprésentantun éléementerlorsg // F // b, d'ouAy = A, = Ar estun appartementdg qui contiengub.

Enfin, soientAr et B deux (présumeés) appartements/ge supposons qués N Bg contienne deux facettesetb,
et cherchons un isomorphisme e sur B fixantaub. Par la proposition 8.11.3, il existe: A — B un isomorphisme
d’appartements compactifiés fixant b. Alors ¢ induit I'ilsomorphisme cherché entfg et Bg . O

Si A est un appartement contenant un cériel quef // F, alors f'est unique (car le parallélisme est une relation
d’équivalence : sg est un autre cone avec/ F, alorsf // g). Ceci autorise la

Définition 8.1.6 Si A est un appartement contenant un cone f telfqyfeF, on note A := As.
La projection de A sur Asera notée R¢ ou par, OU juste @, ps, Pr Selon le niveau de précision requis.

Donc en réesumé, il y a trois notations pour le méme objet A et A

Remarquel'immeuble 7= n'est pas forcément essentiel. Par exemplé(%) est contenu dans une chambre de
Weyl vectorielle, alord ¢ est un seul appartement, sans mur (voir la remarqlie de .3.3.8)

Maintenant qu’on sait que les facades sont des immeubigssat montrer d’autres résultats dans la méme veine,
par exemple :

Proposition 8.1.7 Soit F € ¥7, soient AB € A deux appartements contenant des cones paralle§&a Alors il
existe un isomorphismge: A 5B qui fixe A N Bg.
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Démonstration: _
Soit x une facette de dimension maximale Ae n Bs. Il existe¢ : A — B fixant x et envoyantAr sur Bg, par le

lemme[B.T1. Notongr : Ar — B l'isomorphisme d’appartements dg induit par¢. Commegr fixe une facette
de dimension maximale d& N Bg, il fixe nécessairemets N Be (propositiorf4.1.70). D'ou le résultat. O

8.2 Bord d'une facade

On vérifie ici que chaque facade peut étre compactifiee tout comme nous avons compacttigéque le résultat
est homéomorphe a une réunion que nous préciseronfysleys facades dg.
On fixe a présent un coriee F7.

8.2.1 Compactification delr

Choisisson#\ un appartement contenaf{f), soitp = par la projectionA — Ag. Soitf = F N A, alorsAg = As
est un complexe de Coxetdfiae et le groupe vectoriel associé est isomorphe via la giofep a FixW(A»)(F).

On poseFF = {p(@) | ge F etf c g

Lemme 8.2.1 Soitg € ¥ dont f est une face, c’est-a-dirEc g. Alorsg est stable paf, c’est-a-direg + f c g.

RemarqueEn fait,§ + f = g carg est ouvert dans Ved) et O< f.

Preuve du lemmeC’est immédiat si on fixe une descriptionget de sa facé en termes d’équations et d'inéquations
linéaires comme €n 2.4, mais voici une preuve élémantair

Soitx € getv e f. Commeg est ouvert dans Ved, il exister > 0 tel que la bould(x, r) dans Vectg) soit incluse
dansg. Ensuitev € gdonc il existee € Vect(q), de norme inférieureitel quev-+e € §. Alors x+v = (X—e€)+(v+e) € g.

O

Proposition 8.2.2 L’ensemblefF veérifie les conditions requises pour définLr une compasiifon deZ¢. De plus,
I'application @ — [(0) est une bijection entre 'ensemble des coneg deyantf comme face e .

Démonstration:
On commence par les points évidentg™ est fini, il contient{0} = ﬁ(fq), et il est stable par le groupe de Weyl

WI(AE) = Fixyyz ().

Montrons queAs = Ugerr §. Comme le terme de droite est stable par homothéties ffik sl& montrer qu'il
contient un voisinage de 0. Par conséquent,fiisde montrer que, dans, |J{g | fc a} contient un voisinage d'un
point de f. Soitx € f. Si g € F est un cbne ne contenant pﬁsdans son adhérence, alorsz a(carag est une
réunion disjointe de cones dafy. Il existe dondJ4 un voisinage dex dansA qui ne coupe pag. Commef est fini,

le nombre de$J4 ainsi définis poug variant parmi les cones dofitn’est pas une face est fini, et leur intersection est
un voisinage de inclus daneU@tq e gd. Nous avons prouvé quis = (Jgerr 0.

Montrons que cette union est disjointe. Sa(g) et p(h) deux élements d&F, olig, h € F sont des cones ayafit
comme face. Supposons qg@) N P(h) contient un point, écrivons ce point sous la forp{@) avecx € A. Alors il
existev, w € Vect(ﬁ telsquex+ve getx+we h. Mais il existevy, Vo, Wy, Wo € f'tels quev = Vp — Vo etw = Wy — Wo.
Alors le pointx+ Vv + W; = X+ V+ Vo +W; = X+ W+ W, + vy estdangin h, d'apres le lemme. Ceci entraine que
g =, doncp(@) = P(H).

Ceci montre également que I'applicatigm- p(Q) est bijective.
Le petit raisonnement qu’on vient de faire fonctionne adssis le cas de conefiaes, il donne le résultat suivant,
gu’on note pour utilisation ultérieure :

58



Lemme 8.2.3 Soit h g € Fa deux conesfines tels qud bordegd eth. Si gh) N p(g) # 0, alors hn g # 0.

O

Passons a la description des cdnes a I'aide d’'un systgeations et d'inéquations. Sgjte ¥ ayantfﬁcomme
. > ={aj >0, =0,ielud kekK

face. Soienta; ik € A* telles qu q tai K _ }
f={ai>0, ax=0,i€el, ke JUK}
Lesay pourk € J U K définissent des formes linéaires it Vérifions quep(q) = {@j >0, ak=0, je J keK}
L'inclusion "c” est claire. Réciproquement, un point de I'ensemble déelest de la formgs(x) avecx € A, aj(x) >0
pourj € J etax(xX) = 0 pourk € K, et nous voulons montrer qu’il existec Vect(f3 tel quex + v € g. On s’apercoit
gu'il suffit de choisirv € f assez grand.
Nous avons donc obtenu une descriptiorpd@ en systeme d’équations et d’'inéquations linéairesroe requis.

Passons aux deux conditions portant sur les faces d’'un céne
Soit p(g) € £, verifions que son bord est la réunion d’autres coneg deSoit B(x) € Ip(0), soit ﬁ(ﬁ) e 7F le cone
contenani(x). Nous allons montrer qd&c dg. On choisitx pour quex € h. Pour toumn € N, il existe un point de
p(g) a distance inférieure ﬁde B(x). Cela signifie qu'il existe;, € A, v, € Vect(f) tels quex+ Vi + e € § et|leil| < %
On décompose, = v} — V2 avecv}, V2 € f, on impose en outre quiec+ V|| > 1. Alorsx + v € A etx+V: + ¢, € @.

La suite I);%ﬁll)” aune valeur d’adhérengea priori dandh. Mais en fait, cette suite reste dansf, etx+ f = x+f c h

par le lemmé&8.2]1 appliquéf?aet a ses faces. Dowyees R. La suite &*T‘”)n aussi admeg comme valeur d'adhérence,

[Ix+Vv3
car|lx + Vi > 1 ete, — 0. Doncy € g h. Commeh # g, h est une face dg : h c 4g. D'ots B(R) ¢ PAG)  P(T).
Mais commeg(h) N §(g) = 0, on arrive a3(h) c AP(g).
Ainsi, dp(d) est une réunion d’autres conesaE. B
Enfin, il reste a montrer quﬁ(ﬁ) = Vect(ﬁ(ﬁ)) N @ et nous savons qtfe: Vect(h) N a Par conséquent, il §iit de
montrer qued(h) = B(h) et p(g) = P(g). Les deux égalités, potiretd sont similaires, on ne traite que celle concernant
g. Linclusion > vient de la continuité dg. Pour 'autre inclusion, il sfiit de montrer qugs(g) est fermé, ce qui revient
a montrer quej + Vect(f) est fermé. On reprend 1¢8; }ici.3ux comme au paragraphe précédent, on vérifie alors que
g+ Vect(f) = {aj 2, ax =0, j € J ke K}, c'estbien fermé. O

L'avant dernier paragraphe de la preuve prouvait en fait :
Lemme 8.2.4Sig, h € ¥ sont bordés paf et si p(h) est une face dg(d), alorsh est une face dg.

Nous pouvons donc compactifi§e & I'aide de la decompositiof™ en cones de I'appartemeAt. On note
provisoirement ¢ I'espace obtenu, $¢ est un appartement dg, on noteBr sa compactification.
Vérifions rapidement quér ne dépend pas du choix de I'appartemént

Proposition 8.2.5 Soit B- un appartement dé, soit g le cone de B engendré par un coeur parallelgf), soit

Ps = PeF : B — Bg la projection. Alors I'ensemble des cones vectoriels des{p(h) | h e 7 etd c h).
Démonstration: L

Par définition, ceci est vrai por = A. PourB quelconque, 'ensemble des cones vectorielSgest{@(k) | k € FF}

ol¢ : Ar — B est un isomorphisme de complexes de Coxeter dont le chaipwite pas.

Commef / g, il existes : A 5 B tel qued(f) = g (lemme[B.IR). Alors: induit un isomorphisme entréq
et By, on peut choisirp comme étant égal a cet isomorphisme. On a aforspa = pg o &, et on vérifie que

{(K) |Ke FF) = {pa(h) |  c h). O

Pour finir, étudions le lien entre le coeur d’un cdhe ¥ bordé parf et le coeur deg(g) € FF :
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Proposition 8.2.6 Soitg € ¥ un cone bordé pafﬂ, soit B= un appartement dég. Alors

= P&(6(9)) < 6(Pe(d))-
- Pe(d) = Pe(9)"
— Sige g est de directiong, alors ps(b(g)) c b(ps(9)).

Démonstration:
Notonsp = pg et fixonsf € 75 tel quef // f.
Soit x € §(d), montrons qued(x) € 5(p(d)). Il faut donc montrer que est fixé par Stafyg.,(8(d)). Soitw €
Stakyg,,(Pe(d)), on identifiew a un élement de F@,?;(g)(F), ce qui assure déja que(d) est encore bordé pdfr.
Et commep(g) = w(p(d)) = p(w(g)), on obtient par la deuxieéme partie de la proposifionBdfiew(d) = d. Alors
w(x) = x par définition de5(g), et donow(p(x)) = p(X).

_Passons au second point. Giest une facette de Weyl dafsdont 'adhérence contieri(q), alors p(s(q)) c
p(C) c P(C). NotonsCr la facette de Weyl d&r qui contientp(C), nous venons de prouver que son adhérence
contientp(6(q)), elle contlent donc toute la facette de Weyl conteri{rifd)), et cette facette contiea{p(g)) par le

premier point. Don€r ¢ F(g)* et B(C) c P(a)*. Ce qui prouved(d*) c pg)*.
Montrons I'autre inclusion : soffr une facette de Weyl dBg dont I'adhérence contied((g)). Soient{a;}iciu des

racines deBr, identifiees & des racines @es’annulant surf, telles queCr = {x € Br | ai(x) = 0 etej(x) > 0, Vi €

I, j € J). Alors g~1(Cr) contients(g) et p(Cr) = {x € B | ai(X) = Oetaj(x) > 0, Vi € I, j € J}. Il existe une
facetteC de B incluse danﬁl(ﬁp), de dimension maximale, et dont I'adhérence contgy U 5(f§ (proposition

B33, point 9). Alor< contient un cond; inclus dansf, tel que Vectﬂ) = Vect(fq). Il existe des racinefgyjkek telles
queC = {x € B| ai(X) = 0 etej(x) > 0, Vi e I, j € Ju K}. On ne rajoute aucune condition du type= 0 carC
est choisi de dimension maximale. S’il exigte K tel queak(ﬁ = 0, alors kergy) induit un mur deBk, qui ne peut
couper(fp DonCak((fF) > 0, puiSak(ﬁ_l(d:)) >0, ce qui signifie que la conditian, > O est inutile pour defini€.
On peut donc supposer que pour taut K, ax(f) # {0}. Alors, pour toutk € K, il existevy € f1 tel queay(w) # O.
Commey, € f; ¢ C, on a automatiquemenic(vi) > 0 etai(vk) = 0 pour toutl € k. En sommant tous ceg, on
obtientw € f tel gue pour touk € K, ax(w) > 0. Alors pour toutx € ﬁ*l(c?p), il existed € R* tel quex + Aw € C, et

ceci prouve qugs(C) = Cr. Commes(d) c C, on aC c §*, doncCr ¢ B(g").

Enfin, pour le dernier point, il faut montrer queéb(g)) est dans chaque demi-appartemenBgdecontenant un
voisinage des(p(g)) dansp(g). NotonsDg, (M, +) un tel demi-appartemer¥] est un mur dég, identifié & un mur de
B dont la direction contienf. SoitO ouvert deB tel queONng c Dg, (M, +), alorsp=(0)ng c p~1(O) N p~(p(g)) =
p1(0ONg) c p(Dg.(M, +)). Ainsi p~1(Dg. (M, +)) est un demi-appartement &contenant le voisinage(0) N g
de s(g) dansg. Ceci entraine qui(g) ¢ p~*(Dg, (M, +)), donc quep(b(g)) € Dg. (M, +). O

L'inclusion réciproque du premier point n'est en génis vraie, mais c’est presque tout comme, car le fait que
B(6(9)) c 6(p(d)) implique quep(6(g)) est inclus dans la méme facette de Weyl que celle contéfgfg)). En terme
de cdnesfiines, on obtient le

Corollaire 8.2.7 Soit B- un appartement dd g, soit g € g un cdne bordé par un cdne parallele a f. Alors
Cl(pe(5(9))) = Cl(5(pe(9)))-

On ne peut pas dire directement la méme chose pour les lcasbgg) est définie comme l'intersection deavec
des demi-appartements fermés. Il se pourrait donc a grigrp(b(g)) soit inclus dans un bord de la facette de Weyl
contenanb(p(g)). Mais ce n'est pas le cas. Eff&, siM est un mur contenam(b(g)), alors le mur correspondant
contientb(g) et doncg, d’ou finalemenb(p(g)) c M. On peut donc &noncer le

Corollaire 8.2.8 Soit B: un appartement dég, soit g€ ¥ bordé par un cone parallele a f. Alors @s(b(g))) =
Cl(b(pe(9)))-
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8.2.2 7 comme réunion de facades d&

On montre ici queﬁ est homéomorphe & la réunion flg et d’autres facades dé
On pose :

BF)={GeFr|FAc A, F e Fr, GunscpdestqF’ J/ F, (F)U6(G) c AetANnF c AnG'}

On dira queB(F) est 'ensemble des cones déordés paF.

Proposition 8.2.9 L’espace topologiquﬁ est homéomorphe a la réunion dés pour G € B(F).
L’homéomorphisme est donné par :
Ir - Ucesr e
[9ls = [9ala
Un point[g]a. d’un appartement compactif& est envoyé sur le point de égal &[g.], ol g, est un relevée de g
dans A, c’est & dire ge Fa, pa(ga) = g etf C Ga.
De plus,y fixe I'r.

X-

Démonstration:
x est bien défini :
Pour commencer, softr un appartement dég, soientg eth deux cdnes équivalents dafg, soientg,, hy € Fa des
relevés, montrons qui ~a ha. On a égalité des directiongd(dz) = § = h = p(h.), doncga = ha par la deuxieme
assertion de la proposition 8.2.2. ¢t h # 0 donc le lemmé&B8.2]3 s’applique; N hy # 0. Doncga ~ h,.

Passons au cas général : soi Tr, soientAr et Br deux appartements d&, soitg € Fa. eth € Fg, tels que
x = [d]a. = [h]e,. Soientg, € Fa ethy, € g des relevés. Aloréd,, hy) c B(F)

Il existe fy € Fa et f, € Fa tels ques(fa) // 6(F) // 6(fv), fa € Gar To € o, S(fa) = S(da), et s(fy) = S(hy). D'apres
la propositio 3.313, point 9, il existe une facette de daakt c A et une autré c B telles ques(ga) U 6(fa) c k et
d(hp) U6(fp) c 1. On choisitk etl minimales. SoiZ € A contenant un scp deet un scp dé, montrons qué& contient
alors le coeur d’'un scp dg et le coeur d'un scp dey,.

Il'y a deux possibilités : soif( f;_) C 6(ga) et alorsk est la facette de Weyl contenai(t,) et doncs(ds) C da N K, soit

5(f2) est disjoint de5(dx), alorsk est la plus petite facette fermée contenant Cefyf U 5(d)), alors i, v[c da N K

pour n’importe quel € §(F,) etv € 5(f§). Dans tous les ca&n ga # 0. Donc tout scp dé& contient un point dega,

alorst +6(g) c k par le lemm&38.2]1. Ceci prouve gae Z contient le coeur d’'un scp dg. De mémeB N Z contient
le coeur d’un scp dby. Notonsg, eth, les cones engendrés par ces coeurs, ginsi Ta eth, ~7 hy.

CommeZ contient également un cone parallelé,ail contient un cone parallele g et fournit donc un apparte-
mentZg de 7. Nous voulons montrer qug, ~ hy, et pour cela il sffit de montrer que, ~z h,. En raison du cas
particulier traité au début de la preuve, ilfiSude prouver quepz(g;) ~z pz(h,). Ce sera fait si nous prouvons que
8 = Pa(Ga) ~7. Pz(0y) eth = pe(Pb) ~7. Pz(h,). Bien sir les deux égalités sont similaires, vérifiprsse la premiére.
Quitte & remplaceg, par le scp engendré pafg,), etg par la projection suA: du cone obtenu, on peut supposer
kc AN Z, 6(9a) = 6(9,) et pa(ga) = 9. LintersectionA N Z est fermée, donc contiekt Or k contientpa(k N A) car

§(f2) ¢ Kdonck N A est stable par addition avétf.). DoncAs N Ze S Cl(pa(5(ga))). Et, d’aprés le corollaiie 8.2.7,

ArNZeg 5 6(pa(Ga)) =0(9).

On peut maintenant choisif : A — Z un "isomorphisme d’appartements compactifies” qui #en Z¢. Alors
#(9) = ¢ o pa(da) = Pz © #(da) = pz(gz). Ainsi, pz(g,) est I'image deg par un isomorphisme d’appartements qui fixe
5(g), doncpz(g,) etg ont le méme coeur, et domc="p,(0y).

Ceci acheve de prouver gueest bien définie.

Prenons note de ce résultat, que nous avons montré awgpassal resservira :
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Lemme 8.2.10Soient F,G,H € ¥ tels que Ge B(F) et H € B(F’). Alors il existe un appartement Z, il existe
Oz Tz 1), h; € F7 tels qued, eth, sont des scp de G et H, et f’ sontparallelesa FetF f,cg,etf ch,.

De plus, si A est un appartement dlecontenan®(G) et un cone paralléle &(F), sig, = AN G, alors pa(0a) ~Te
pz(Qy). Et similairement pour H et £

RemarqueEn appliquant ce lemme au caslBli= H etG ~ H, on vérifie que sG € B(F) etH ~ G, alorsH € B(F).

x est surjective Soitx € Ugegr) £c- Il €xiste un appartemeritet un coneg € 7 tel quex = [g]a etF borded:
Alors pa(g) € Fa. etx = x([pa(9)]ac)-

x est injective :Soientx,y € Tr, x = [dlac, Y = [h]g., et supposons queX) = x(Y). Soientga € Fa, hy € F&
des releves, alomg,™~ hp. Quitte & raccourciga ethp, on peut supposer grace au lenime 812.10 qu'il exdsteA,
Oz, ,, f, € F7 tels queg; ~ §a, h, ~ My et f, // F. Alors g, ~2 h,, c’est-a-dire que, N h, contient un scp dg, et de
h;. Alors I'image parpz de ce scp est un scp ¢(g,) et depz(hz), doncpz(9;) ~z pz(hz). Mais le lemme firme
en outre que = Pa(da) ~z, Pz(Qy) et similairement pouh. Ceci implique que™;, hdoncx =y.

X est continue Soitx = [g]a. un point d’un appartement compactife de 7¢. Fixons un relevig, € ¥4 deg et

un ouvertU € U de sorte qu&/ := V7 (8a, U) N (Ugegr) L c) est un voisinage de(x), et les voisinages obtenus de
la sorte forment une base de voisinageg (9. Montrons que (V) contient un voisinage de, précisément, nous
allons montrer qué/z. (g, p(U)) c x~1(V). Soit f € Fa un cone tel qud // F
Soitt € Vr.(g, p(U)), soitH € F7 un représentant deAlors H est bordé paF donc d’'apres la proposm 2,1
existeB € A contenanb(g,) + 6(5 etun scp deé(H), on peut suppos@(H) lui-méme. L’mtersectlomm B contient
alors p(b(g.)) et doncb(g) par le corollairé 8.218. Soit : B — A induisant un isomorphismB: — Ar fixantb(g).
Alors ¢(t) € V), (9, BV)) (voir[6.2.3). On gy o ¢(t) = ¢ o x(t), il reste donc a veérifier que(¢(t)) € V), (da U).
Soith € Ag un représentant di(t) inclus dansd + pa(U)) N g*. Commepa(ga + U) = g+ p(U), il existese g, + U
tel quepa(s) = s(g). Mais alorss € p~(g¥), donc d’apres la propositién 8.2.6, il existe f'tel ques+ Ve g;. Alors
S+ Ve (ga + U) N g;. On choisit le relevé, deh dont le sommet est+ v, donch, = s+ V+ Ra C (ga+U)N s, car
ha est dans le bord dg, (lemmeB.24). Ceci prouve quégp(t)) € V,(9a, U), doncy est continue.

y est ferméear I est compact ef est separe.

x fixeIr : Soitx € I, soit Ar un appartement contenaxitsoit f € ¥4 un représentant de on af / f.0na
x = [{x}]a. et unrelevé déx} dansA estf. Doncy(x) = [f]a = x. O

Ainsi,X(fE) est compact, donc fermé dafisDe plus,7¢ est dense dan&r, doncy(Zg) = I¢ est dense dans
x(Zg).D'oule
Corollaire 8.2.11 L’adhérence d& ¢ dans? estX(fE) = Ugesr) L6-

On peut donc identifier, au moyen gela compactificatioﬁ de 7 ala cléture de/¢ dansZ.
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