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Abstract

In this study, we try to generalize Bruhat-Tits's theorytie tase of a Kac-Moody group, that is to define fiima
building for a Kac-Moody group over a local field. Actuallyewvill obtain a geometric space wich lacks some of
the incidence properties of a building, so that it is calldweel, following Guy Rousseau’s terminology. Hovels have
already been obtained for split Kac-Moody groups by Guy Reas and Stéphane Gaussent; here we define them for
any group with a (generalized) valuated root datum, a sitnavich contains the Kac-Moody groups over local fields,
split and nearly split.

Résune

Le but de ce travail est de généraliser la théorie de Brliia au cas des groupes de Kac-Moody, c’est-a-dire
de construire un immeubldfme pour un groupe de Kac-Moody sur un corps local. L'objeenbtne sera en fait
pas un immeuble, car il ne vérifie pas toutes les conditidnsidence nécessaires, il s’agira plutdt d’'une "masure
selon la terminologie de Guy Rousseau. Des masures anét&jdéfinies par Guy Rousseau et Stéphane Gaussent
pour des groupes de Kac-Moody déployés ; ici on proposeanstruction valable pour n’importe quel groupe muni
d’une donnée radicielle valuée (généralisée pourgremdre le cas d'un systeme de racines infini), ce qui foaemn
particulier des masures pour les groupes de Kac-Moodygiép] mais aussi presque déployés, sur un corps local.
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1 Introduction

LorsqueG est un groupe réductif sur un corps lo&lla théorie de Francois Bruhat et Jacques Tits permet de
lui associer, outre son immeuble vectoriel, ou sphériqué’de Tits”, un immeuble fine, dit "de Bruhat-Tits". Cet
immeuble est plus précis que I'immeuble vectoriel, au sBnk& connaissance du premier permet de reconstruire le
second. Comme toutimmeuble, il s’agit d’une réunion dapgments, et on le qualifie d'fiane” car ces appartements
sont des espacegfiaes, dont les espaces vectoriels directeurs peuvent e@tfaivus comme les appartements de
l'immeuble vectoriel.

Maintenant, siG est un groupe de Kac-Moody, déployé ou presque déplmyésait construire son immeuble
vectoriel. Il s’agit en fait de la réunion de deux immeublerelés, voir par exemple [R€02]. Le but du travail préise
est, dans le cas d@iiest un groupe de Kac-Moody sur un corps local, de définir yet &iffine”, similaire a 'immeuble
de Bruhat-Tits du cas réductif.

Ceci a déja été fait dans [GR08] par Stéphane Gauss@&itye Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps
K dont le corps résiduel contiefit. L'objet défini est appelé "masure” car il ne satisfait pastes les conditions
demandées a un immeuble habituel. Pour un corps plusrgémiais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau
([Rou06]) a défini des "immeubles micrizes”, que I'on peut voir comme une partie du bord a I'infiniige masure,
semblable au bord rajouté a un immeubfére lorsqu’on définit sa compactification polygonale. Ipakement défini
des masures, dans [Roul0].

On se propose ici de se placer dans le cadre général degegronunis d’'une donnée radicielle valuée, cadre
qui inclut les groupes de Kac-Moody déployés mais aussque déployés sur un corps muni d’'une valuation réelle
guelconque. Nous construirons simultanément une "mastir®on bord (qui contiendra deux "immeubles microaf-
fines”) car celui-ci sera utile a I'étude des propri@éemeétriques de la masure. L'objet obtenu sera appelénasure
bordée.

On se rend compte que plusieurs choix peuvent étre faitsaniex diféerentes masures bordées. Pour rentrer un
peu dans le détail, la construction d’'un appartenfene présente pas defiiculté (partie 3.1) , et on cherche donc
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Titsétcoire un objet immobilier comme quotient@ex A par la
relation d'équivalence déterminée par le choix des gposipes d& qui seront les fixateurs des pointsAleCes sous-
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des-goupes parahoriques”, et contrairement au cas réducti
leur définition n’est pas évidente : plusieurs possimlisont envisageables. Ainsi, dans [GR08], Stéphaneséals
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes pagaksf™", PP™, "™ dont la définition est quelque peu
indirecte, et nécessite I'emploi de "complétions” dugpe de Kac-Mood¥ considéré.

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour ppmahe axiomatique, c'est-a-dire que nous définissons
abstraitement la notion de "famille de parahoriques”, etsetudions les objets immobiliers que I'ont peut consgui
en fonction des propriétés vérifiees par une telle filemC’est la partie 3. On étudiera plus particulieremesixd
familles de parahoriques : la "minimale” puis la "maximal&u 4, on essaie de descendre les structures précédentes
(valuation et famille de parahoriques) a un sous-grougsla partie 5 enfin, on étudie le cas d’'un groupe de Kac-
Moody. Pour un groupe déployé, la partie 3 s’appliquedement, mais pour un groupe presque-déployé, il faut
d’abord utiliser les résultats de la partie 4 pour obteni valuation et une famille de parahoriques. Le résultat fin
est le suivant :

Théoreme. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un ddrpkeployé sur la cldture séparable &e
On suppos& muni d’'une valuation réelle discrete non triviale, tefjae son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bord&e: pour G(K), qui provient d’'une valuatiorpg et d’'une bonne famille de
parahoriques @ vérifiant (para2.1*)(sph). Pour toute facette sph’eriqﬁedef(K), la fag:adeIK’& s’injecte dans la

facade’, (, de la masure bordeg; pour G(L), ou f est la facette d@(L) contenant un ouvert dé:.



2 Rappels et notations

Lorsquea : X — R est une fonction sur un ensemt{eon notera pou¥ c X, a(Y) = 0 sia(Y) = {0}, a(Y) > 0
sia(Y) c R™, a(Y) > 0sia(Y) c R* etc...
Si A est un complexe simplicia#; (A) sera I'ensemble de ses facettesf ®ist une facette da, f* est la réunion des
facettes bordées pdr Ainsi, Iorsquefﬁest une facette dans un immeulief* désignera la réunion des facettes de
7 dont 'adhérence contierft SiZ est un appartement de la reunion des facettes dedont 'adhérence contierft
sera dond* N Z.

2.1 Immeubles vectoriels

Ce que nous appelons ici les immeubles vectoriels sont leirbles décrits dans [Re€02]. Ce sont des immeubles
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classigDans la réalisation geométrique de ces immeubles qu
nous considérons, les appartements sont inclus danspiesessvectoriels, d’ou I'appellation "immeubles veatsi.

Une autre appellation fréquente est "immeubles coniguess’les appartements sont des cones dans ces espaces vec-
toriels.
Dans cette sous-partie, nous rappelons les principaukaésconcernant ces immeubles, et fixons les notations.

2.1.1 Donree radicielle

Il'y a plusieurs définitions possibles pour une donnéecialliz, selon que I'on considéere qu’un systeme de racines
est un sous-ensemble d'un espace vectoriel réel (comne[R&02] 6.2.4) ou un ensemble de demi-complexes de
Coxeter (comme dans [Ré02] 1.4.1). La seconde possibkfit plus générale, la premiéere plus précise, elle gemo:
tamment de distinguer une racine et son double. Un systémacthes du premier type sera dit vectoriel, un systeme
du second type sera dit géométrique.

Si a, 8 sont deux racines d’un systemgl'intervalle [, 5] est défini de la sorte :

— [a,B8] ={pa + 08| p,q € N et pa + g8 € ¢} lorsqueg est un systeme de racines vectoriel.

— [@,8] ={y € ¢ | @ N B C y} lorsqueg est un systeme de racines géométrique.
On définit aussid, B[= [, 8] \ {a, B} ainsi que &, B] et [, B[ de la maniére évidente.
Une partiey d'un systeme de racine est dite close lorsque pourdgBite ¢, [a, 8] C ¢. La partiey est dite de plus
nilpotente si elle est finie. Enfin, une panfieest dite prénilpotente s'il existe un systeme pogititie ¢ et un élément
w € W(¢) du groupe de Weyl associésetel quey c ¢™ N w(—¢*). Une partigy est nilpotente si et seulement si elle
est close et prénilpotente.

La notion de prénilpotence est principalement utiliséarges paires de racines. i, 3} est une telle paire, il est
presque immédiat que l'intervalle[B] est clos, ains{a, 8} est prénilpotente si et seulementjf] est fini.

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systemesciteasconsidérés seront toujours de type vectoriel.iAins
I'existence d’'un systeme de racingsous-entend I'existence d'uikrespace vectorié¥ tel que¢ C V*. On suppose
de plus¢ a base libre, c’est-a-dire que toute b&dkdu systeme de racingsest aussi une base de I'espace vectoriel
sous-jacenV*.

L'ensemble des ke), @ € ¢ est alors appelé 'ensemble des murd/iet pour toute racine € ¢, il existe une
reflexion danssI(V), notéer,,, d’hyperplan fixe kex¢) qui préserve I'ensemble des murs\deLe groupe engendré
par cesr, est le groupe de Weyl dg notéW(¢). Il existe une famille ¢").cs de vecteurs d¥ telle que pour tout
a € ¢, laréflexionr, est donnée par la formutg(V) = V — a(V).a". On note pour tout, 8 € ¢, { a,8) = B(a”). On a
clairement a,a ) = 2.

Un systeme de racinegsest dit réduit si pour tout € ¢, ¢ N R.a = {+a}. Lorsqueg n'est pas réduit, la seule
possibilité est en faip " R.ar = {xa, +2a} 0UP NR.a = {za, J_r%a}. On notera alorgeq = {@ € ¢ | 1/2a ¢ ¢}.

Définition 2.1.1. Soit¢ un systeme de racines,¢#t un systéme positif dags Soit G un groupe €U, )<, Une famille
de sous-groupes de G. On note=T",¢, No(U,) l'intersection des normalisateurs des, W™ = ({U, |a € ¢*}) et



U™ =({U, |a€—¢}).

Le couple(G, (Uy)aeq) €St appelé une donnée radicielle de typs :

— (DR1) : Chaque | est un sous-groupe de G non trivial.

— (DR2) : Pour toute paire prénilpotente de racirfes}, le groupefU,, U,] des commutateurs de,let U, est
inclus dang {U,, | v €]a, [} )

— (DR3) : Six € ¢ et2a € ¢, alors Uy, est inclus strictement dans,U

— (DR4) : Pour touta € ¢, et tout ue U, \ {g}, il existe U,u” € U_, tels que iu) := v'uu” conjugue chaque
Us, B € ¢ en U z. De plus, les gferents i1fu) peuvent étre choisis de sorte que pour tot & U, \ {€},
n(u).T = n(v).T.

— (DR5): TU*NU™ = {g).

Cette donnée radicielle est dite génératrice si de plus :
— (DRG): G estengendré par T etlesU

Enfin, lorsque le systeme de racingsst fini, on dira queD est de type fini.

Remarques:

— C’est |la définition utilisée dans [Rou06], 1.5, elle Bqut a la définition de "donnée radicielle jumelée éergi’
de [Ré02] 6.2.5. Dans la terminologie de [R€02], le quadiif "entiere” sert a indiquer que le systeme de
racines est de type vectoriel. La définition d’'une donm@laielle pour un systéme de racines géométriques est
exactement la méme, a ceci pres que la définition d'wervadle de racines utilisee en (DR2) a changg, et que
(DR3) devient inutile.
Le qualificatif "jumelé” sert quand a lui a se rappeler gians le cas o est infini, cette donnée radicielle
menera a un immeuble jumelé. Il n’a aucune significatammielle, ce qui explique son omission ici.
Signalons enfin que c’est la notion géométrique de donadieielle qui est définie dans [AB08].

— Dans [BT72], la classe(u)T, u € U, est notéeM, . La condition (DR4) y est exprimée avec lef plutdt que
lesn(u).

LorsqueD = (G, (Us)ecp) €St une donnée radicielle, on notera toujolirs= (,¢4 No(U,) comme dans la
définition, c’est le tore maximal associ&i On prouve que les élémemnt@l) dans (DR4) sont uniques, on peut donc
conserver la notation(u). On note enfirN le sous-groupe dé engendré par ces éléments et paOn prouve facile-
ment quen(u™?) = n(u)~%, que pour toum € N, n(munT?) = mnu)m™2, et que s’ etu” sont tels qua(u) = u'uu’,
alorsn(u) = n(u’) = n(u”) (la preuve de ce dernier point sera rappelée en 3.1.11).

On prouve queN est le normalisateur de des que la condition "(CENT)” définie dans [R&02] 1.2.6ésifiee.
Cette condition s’exprime ainsi :

(CENT) : Ya e ¢, Zy,(T) = {e}
Cette condition est vérifiée par tous les groupes de Kaoeyigur un corps de cardinal au moins 4 (voir infra), et nous
verrons gu’'elle I'est aussi pour tous les groupes muniseldonnée radicielle "valuée” (voir 2.2). On la supposera
toujours vraie dans la suite.

Le groupe quotienl/T s'identifie au groupe de Weyl du systéme de ragimem associant pour toute U, \ {€},
n(u).T a la réflexiorr,.

Le groupeT et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaBGx aeec un abus de langage puisque leur
définition dépend en fait de la donnée radiciglleSi T’ = gT g est un tore maximal, on noté(T’) = gNg* son
normalisateur On note ausgsﬁ etgy C (g\7) I'espace vectoriel et le systeme de racines abstraiteis@miorphes a
V et¢ via les appllcatlon:? — gVeta — ga. Sig € G est un autre élement tel qiié = gTg alorsg‘lg eN
doncglg’ agit surV et surg, on peut donc identifie’V agV etg'¢ age viag'.v — g.(g" g )Vetg'a — g(g-1g).v.
Pour toute € ¢, on note enfirdg, = gU,g™%, ceci est compatible a I'identificatiag = g'¢. Alors (G, (Uga)gaegs) €St
encore une donnée radicielle.



Dans la suite, on évitera de particulariser la donnéerité (G, (U, ).<,) (Correspondantau tofig, on considérera
plutdt queG est muni d'une classe d'équivalence, pour la conjugaderonnées radicielles. Pour chaque bren
noterag(T) c V(T)* le systeme de racine di/{),q(t) l€S groupes radiciels correspondants.

SiD = (G, (Uy)eep) €St une donnée radicielle, pour toute paytide ¢, on noteraG(y) = ({U, | a € ¥} ). Ainsi,
lorsqueD est génératrice, on@ = T.G(¢).

Par définition méme, un groupe de Kac-Moody déployé dadme donnée radicielle. Et c’est un des buts de [R€02]
gue de prouver que c’est encore le cas pour une classe deegrdagKac-Moody plus générale. Le terme employé
dans [R&02] pour qualifier ces groupes est "presque déploy

Proposition 2.1.2. Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque dépadnr's il admet une donnée radicielle
de type un systeme de racipevectoriel a base libre (comme ci-dessus)KSest un corps de cardinal au moins 4,
alors G(K) vérifie la condition (CENT).

Réféerence [Re€02] 8.4.1. O

2.1.2 Limmeuble d’'une donrée radicielle

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble véltddn notera dans la suité I'immeuble obtenu a
partir de la donnée radiciell&( (U, )aeq), OU plutdt sa réalisation géometrique (voir [Ré0Rfpitre 5). Dés que est
infini, il s'agit en fait de la réunion de deux immeubles juagecomme définis dans [Abr96].

Sesappartementsont en bijection avec les tores maximauX@id'appartement correspondant a un tore maximal
T est inclus dans I&-espace vectorie?(T) tel ques(T) c V(T)*. Le choix d'une bas&l de ¢(T) définit un cone
C=Cph= {x eV(T) | a(X) >0, Ya € H} c’est la chambre positive relativda Les ensembles obtenus en remplagant

certaines des megallteso par des égalités 0 dans la définition d€ sont IesfacettesdeC La réunion des facettes

deC est donc I'adhérendg deC. L’appartemenA(T) est alorsiV(¢(T)). Cu W(p(T)).(— C) c V(T) ses facettes sont
les +wf, pourw € W(¢(T)) et f une facette d€. Leschambressont les facettes de dimension maximales, donc les
images de:C par unw € W(¢(T)), et lescloisonssont les facettes de codimension 1. C’est un cone, réwd@aeux
cbnes convexeé’*(T) = W(¢(T)).6 et A’*(T) = —K*(T). Le cbne positifK*(T) est appelé le cone de Tits. Chacun de
ces deux cdnes convexes, avec sa structure de facettan,@snplexe de Coxeter poW(T).

L'intérieur, notéﬂsph de A(T) dansV(T) est une réunion de facettes, appeléeddesttes sphérique€e sont
précisément les facettes dont le fixateur dat{g(T)) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphés,
leur fixateur dan¥V(¢(T)) étant respectivemer} et un groupe d’ordre 2.

On pourra noter le groupe de WeWi(¢(T)) parW(T), ou W(K(T)) pour rappeler gu’il s'agit du groupe de Weyl
"vectoriel”.

Limmeuble 7 est obtenu en collant Ie§(T) pour tous les tores maximadx Ces appartements sont permutés
transitivement pa®, selon la formule.A(T) = A(gT g1) ([Ré02] 2.6.2). En conséquend¥(T) est le stabilisateur de
A(T) Poura € ¢, u € U,, I'élementn(u) agit surA(T) comme la réflexion selon le mur ked( Le groupel quand a
lui est le fixateur dei(T). Lensemble des facettes demuni de la relation d'ordre "&tre dans I'adhérence de’usst
complexe simplicial, c’est un immeuble au sens abstrait.

Pour toute racine € ¢(T), D(a) := {x e A(T) | a(xX) > 0} est ledemi-appartemerdirigé para. Le groupeJ, fixe
ce demi-appartement, et est simplement transitif sur Iparéments le contenant.

Sion fixe un tore maximal, et une base d&(T), on définit?* = G.AH(T) eti- = G.A~(T). Ce sont deux immeubles
au sens classique. Lorsq@est fini, ils coincident. Lorsqug est infini, leur intersection ne contient que des facettes
non sphériques, et contient toujoy@s. Le d’ecoupagé? =7t U7l est indépendant des choix @eet de la base de
o(T), maisZ* et7- sont échangés si on remplace par exemple une bag@yipar son opposée. Ces deux immeubles



sont jumelés.

Pour toute parti(ﬁ d’'un appartemen#&, on note Ck(ﬁ) sonenclos il s'agit de l'intersection de tous les demi-
appartements d& contenanf?. Une partie &gale & son enclos sera ditse On verra (2.1.4) que I'enclos d’une partie
Q est généralement indépendant de I'appartenidatcontenant considéré, et on pourra éliminer l'indicdans la
notation Ck(8).

LorsqueC et B sont deux chambres de méme signe, on peut définir leundstg valeur dans, pour 'usage
gu’on en aura). Lorsque et D sont de signe opposé, on définit leur codistance. Celstaulle si et seulement@i
et D sontopposéesx’est-a-dire sC = —B dans un certain appartemekites contenant. Dans ces conditions, on note
C = opx(D).

Lorsquefﬂest une facette sphérique deon peut définir lgprojectionsur fé([Abr96] I.4). On commence par la
définir pour les chambres de: si C est une chambre d& alors sa projection sff, notéepr;((f) est 'unique chambre

de f* qui est a distance minimale (@iet f’sont de méme signe) ou a codistance maximale (dans le nasice) de
C. Ensuite, sij est une facette quelconque, on PEse(d) = Ner prf{é). Insistons sur le fait que la projection sur

une facettef n’est définie que Iorsqugest sphérique. (Lorsquﬁn’est pas sphérique, elle est en fait quand méme
définie pour les facettasde méme signe qui)

On prouve que sfﬁetg sont dans un appartemehtalors prAd) C A (voir [Abr96], 1.4, corollaire 3). On peut
alors donner une caractérisation géometriquprg¢g) :

Proposition 2.1.3. Soientf une facette sphérique gtune facette quelconque alors£1) est la plus grande facette
de f* incluse dans Q(fﬂu 0).
De plus,pr Q) est I'intersection def* et de tous les murs d& contenant U g.

DémonstrationPour tout demi-appartemeﬁt contenantf U g, il existe un appartemerﬁ tel queI5 = AnB.
Comme on vient de le rappelgr {g) c An B = B. On prouve ainsi quer {g) c CI(f'U g).

La premiére assertion découle alors de la deuxieme, nmasitelle-ci. Soits 'ensemble des murs d&contenant
f'u d. Soit M € ar, soientC et D les deux chambres dg N Kayant une cloison commune das Alors M ne peut
séepare€ de prAC), ni D de pr (D) sans quoC serait plus proche (ou a codistance plus grande);der {C) que de
prf{(f). Alors pr{g) c prf{(f) N prf{ﬁ) c M.

Dot pry@) < f* N Ny, M.

Pour I'autre inclusion, soit un mur contenanpr {d), montrons queM € o . |l existe deux chambres et B de
g* n Atelles queM séparepr C) de pr D). Comme précédemmen ne peux sépareg ni D de leur projections

sur f et par conséquent] sépareC deD. DoncM > ¢nB> g. O

Pour toute partié d’'un appartemen&(T), on noteP(fz) son fixateur dan&, c’est lesous-groupe paraboliquee
G associé . Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes :

Proposition 2.1.4.
1. Si fﬁetg sont deux facettes d’'un appartem&@T), alors G = P(f3.N(T).P(g). Lorsquefﬁetg sont (1e méme
signe, cette décomposition est dite de Bruhat, sinon dénBji Ceci entraine que pour toutes facettestd de
7, il existe un appartement les contenant.
Sif = x4, et sif est une chambre, on a une décomposition plus précise 1Genem) U(finu(g), et pour tout
t € T il y a écriture unique dans la double classéfitU(g).



2. Soitd une partie de&)(T) incluse dans&’*(T), incluse dans&’*(T) ou rencontrant&*(T)sph et A’*(T)Sph. Alors
N N(T).P( f3 = N(T).P(ﬁ), ce qui signifie qu’entre deux appartements conteghaciste un isomorphisme

induit parun élementde G fixaft Autrement dit, le groupe(@) est transitif sur les appartements conten@nt

3. Soit3 une partie de&)(T) incluse dans&(T)*, incluse dans&’(T)*, ou rencontranﬁ*(T)sph et A)*(T)sph Alors
P(3) = P(CI()).
Au vu du point 2, ceci signifie que I'intersection de deux afgraentsA et B est une partie close dans chacun
des appartemen'ﬁ etB si elle est incluse dan&', ou dansA-, ou si elle rencontreKsph.

Démonstration:

1. Voir [Ré02] partie 1. On prouve qu'un groupe muni d’'un@dee radicielle est également muni d’une "BN-paire
raffinée” en 1.5.4, puis qu’un tel groupe vérifie une versios piicise que celle énoncée ici de la décomposition
de Bruhat en 1.2.3 et de la décomposition de Bifkka 1.2.4.

Déduisons-en la version géométrique : soi@etg deux facettes d&, soitA(T) un appartement contenahet
h.K(T), avech € G, un appartement contenanth et K(T) existent car’ est la réunion de ses appartements, et
carG permute ces derniers transitivement). On utilise alor€kochposition de Bruh@irkhoff dans I'appar-
tementA_f(T) avec les facettels g et f': il existe p € P(h™1g),n € N(T) etq e P(fj tels queh = gnp Alors
I’appartemenq.K(T) contientf U g.

2. La version géometrique de ce résultat est prouvés pB08], 6.73 lorsqued est I'adhérence d'une réunion
de chambres. Elle est de plus connu@si A* ouG c A~ (JAB08] 4.5).
Etudions le cas général, o rencontreé_f;fph et A_fgph. Soit B un autre appartement contenﬁ]tsoientfﬁetg
des facettes maximales d¢ N B* et A~ N B, respectivement. Sof une chambre d& contenant dans son
adhérence, db une chambre dB contenang dans son adhérence. Il existe un apparteeuntenan€ u .
On sait que?* NnA* estune partie clos@®) contenant la chambi@, donc c’est I'adhérence d’un ensemble de
chambres. Du coté négatif, cgmr@@st une facette sphérique incluse dansh A-, ce dernier ensemble est
clos et contient la chambierg(C). Il s’agit donc également de I'adhérence d'un ensemblettambres. Donc
AnZ est 'adhérence d’'un ensemble de chambres, et par [ABOBS, B existeg; € G tel queg.A = Z, etg fixe
C, doncf, etg.
De méme, il existe), € G tel queg.Z = B etg, fixe f U g. Au final, g,g; fixe f'U g et envoieA surB. Par??,
0201 fixe alorsA* N B* et A~ N B~. En particuliery,g; fixe Q.
Pour en déduire la version algébrique du résultagy si M. N.P(f), posonsB = g.A, et soitgyg; € P(Q)

comme ci-dessus, alogslg,g;.A = A doncglg,g: € N etg € N.P(G).

3. Encore une fois, ceci est classique Iors@e A* (voir ??), on peut donc supposer qﬁbcontient des points
sphériques positifs et négatifs. On peut aussi suppmmf)q;ontient Clﬁ N A*) et Cl(ﬁ N A"), en particulier
Q est 'adhérence d’une réunion de facettes sphériques.
Lorsque$} est une partie "equilibrée” (c’est-a-dire une réunforie de facettes sphériques en contenant au
moins une positive et une négative), oﬁ’(eﬁ) = T.G(¢(§)) (voir [R€02], chapitre 6, ceci sera détaillé un peu
au paragraphe suivant). Chaque groupe radi¢igkr € ¢(ﬁ) fixe un demi-appartement contenghtdonc fixe
aussi CI(3).
Si G est 'adhérence d’'un ensemble de chambres, ané)@l$t la plus petite partie d& fermée et stable par
projection sur ses cloisons (JAB08] 5.193, ou une partisvege est par définition un ensemble de chambres
stable par projection sur ses cloisons intérieures)‘?@i g sont deux facettes sphériques de signes opposeés,
alorsf'u g est une partie équilibrée, et le paragraphe précédentrmqueP(fﬁU 0) fixe CI(fﬁU d), qui contient
pr«d). Il est alors évident quB(Q) fixe P(CI(SY)).



Pour traiter le cas général, on reprend la démonstradedAB08] 5.193. On commence par le
Lemme 2.1.5. Soitc une partie close d&* ou deA- contenant un point sphérique. Alorsest I'intersection
des demi-appartements contenardt dont le bord contient ou une cloison sphérique de

RemarquebJne cloison de- est par définition une facette de codimension 1 dans

Preuve du lemmeSupposons par exemple ¢ A*. Soit f une facette dék* \ ¢, montrons gu’il existe un
demi-appartement comme dans I'enoncé qui sépate c. Soit ¢ une chambre de, & distance minimale de
fﬂ(rappelons gu’une partie close d’un systeme de Coxetemesbmplexe de chambre, d’apr®g, ¢ est donc
une facette sphérique de.

Supposons dans un premier temps qugéfq) # € SoitM un mur contenart, et doncc, mais paspre(F), il ne
contient alors pa$. Le demi-appartement délimité pisket ne contenant paSest comme requis dans I'enoncé,
contientc et pasfﬁ.

Supposons a présent qme(F) = C. Il existe alors une unique cloisan de € a distance minimale dé.
Remarquons que puisqueest ferméf ¢ ¢ doncpry(f) est une facette de méme dimension queifferente
dec, et incluse dans Vegfc). Sachant qu€ est sphérique donc dans l'intérieur du cone de Tits, poirit de
mest dans un segment ouvert reliant un poinpd,ﬂfj et un point de€, doncm est dans l'intérieur du cone de
Tits, doncm est une cloison sphérique de Soit M un mur contenant et pasg, soit B le demi-appartement
delimité parM contenant, alorsD contientc, sans quopry(f) serait dans, contredisant la définition de
De plus,f’¢ B. o

On montre alors la version géométrique du point 3. Soitn appartement tel qu& N B contient des points
sphériques positifs et négatifs. Seitin signe. La partie := A¢ N B¢ est close dané¢, c'est l'intersection
des demi-appartements la contenant et dont le bord contiemi une cloison sphérique @€. NotonsD< cet
ensemble de demi-appartements. $bi¢ D*, etm une chambre ou une cloison sphériquerdiacluse dans
dD. CommeA N B est stable par projection, et que la projectionr@west bien définie puisqua est sphérique,
€ contient tous leprm(d) pourd une facette d&< N B~. Et ceci entraine quB contientA< N B¢,

On prouve ginsi que CKN B) est égal a I'intersection des demi-appartement®te D, puis que CI&N B) =
ct*Uc- cAnB.

Pour en déduire la version algébrique du résultat, goit P(fz), posonsB = g.A. Par le point 2, il existe
h e P(An B) tel queh.A = B, doncg~th € N(G). Or N(Q) = N(CI(Q)), et CIQ) c An B d'oh e P(CI($)).
Au final, on obtient biemy € P(CI()).

O

2.1.3 Decomposition de Levi
On se référe ici a [R€02] chapitre 6. On fixe dans ce pagttg un tord, et on noteA = A(T) et = ¢(T).

Soit} une partie dék. On note :

- ¢'(3) ={aeola(®) >0}

- ") = e el a(B) =0}

- ¢(@D) = (D) L g™(D) = {a € ¢ | (Q) 2 0}.

L'ensemble de racin%“(ﬁ) est un sous-systeme de racinea&dborsqueé contient un point sphérique, il est fini.

On définit ensuite les sous-groupesR(é) suivants :



- Mﬁ(ﬁ), le facteur de Lévi de Eﬁ) par rapportA_f:
Il est définit parMK(ﬁ) = FixG(VectK(ﬁ)) = FixG(ﬁ v opﬁ(ﬁ)). Il est d’apres 2.1.4 transitif sur les appar-
tements contenant Ve;gﬁ). Si & est une facette ou si elle contient une facette sphéridaes Mﬁ(ﬁ) =
(TAUa L@ € g"(AYD)}) = T.G(¢™(S)). Enfin, le couple M(d)’(u")ae¢m(ﬁ)) est une donnée radicielle de
systeme de racingg"(3), voir [R€02] 6.2.3. En particulier, lorsqu&contient un point sphérique™(S) est un
systéme de racines fini, M(ﬁ) est muni d’une donnée radicielle de type fini.

— U(Q), lefacteur unipotent de @3) :
Cest le sous-groupe distingué BER) engendré paB(¢*(3)) = ( {U, | « € ¢“(A)(B)} ). ll est donc independant
de I'appartemenk contenan£3 considérée. Sf3 contient un point sphérique positif et un point sphérigégatif,
il admet la décomposition avec écriture uniqudz(ﬁ) = nae(ﬁu(/:)(ﬁ) U,, quel que soit I'ordre des facteurs. En
particulier, on a alor&) (Q) = G(¢U(SY)). LorsqueQ est une chambré)(3) = G(¢¥(Q)), et lorsqued est une
facette U (ﬁ) est l'intersection deb (C) pourC les chambres d& contenant} dans leur adhérence. On prouve
enfin que siQ est une facette sphériqug() = U(C) n U(B) dés queC et B sont deux chambres opposées
dansd n A.

Une partie équilibrée danB est une partie d'appartement qui contient des points fesitinégatifs et qui est
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques (@ekement fermées).

Dans le cas oii} est soit une facette soit une partie equilibreeAdd®() admet une décomposition de Lévi
([Re02], 6.2.2et6.4.1):

P(3) = My(Q) = U(B)

Une extension vectorielle d@ est une partie dé de la forme Vecét(ﬁ) pour un appartemertt contenantl. La
décomposition de Lévi peut aussi s’exprimer en disanm@) est simplement transitif sur les extensions vectorielles
ded.

2.2 Valuation d’'une donree radicielle

A I'exemple de [BT72], on ajoute maintenant une structungpdementaire a notre donnée radicielle qui permet
de rendre compte, dans le cas d’un groupe sur un corps leck \éluation du corps.

Définition 2.2.1. Soit¢ un systéme de racines. S@H, (U,).c4) Une donnée radicielle et pour toate ¢ soity, une
fonction de | dansR U {co}. Pour toutl € R on note U, ; = ¢; ([, ©]).

On dit que la famillgg, )se €St une valuation de la donnée radiciel®, (U,)qes), OU QUEG, (Uy, ¢a)ecy) St UNE
donnée radicielle valuée si :

— (VO) :Ya € ¢, p,(U,) a au moins trois éléements.

— (V1) : Pour touta € ¢ et € R, U, , est un sous-groupe de,Uet U, ., = {€}.

— (V2.1): Pour toutr,8 € ¢, ue U, \ {e}, ve Ug \ {e},

~—

¢r,. (NU)-V-N(U) ) = @p(V) = (@, B)pa(U)

Uo \ {e}
\'%

A
‘Pw(v) - S%(tvrl)

— (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racing@s3}, pour toust,u € R :

[Ua,/l» Uﬁ,;l] c < {Upa+0ﬁ,p/l+oy | p.ge N* et pa + qﬁ € ¢} >

— (V2.2) : Pour toutr € ¢, pour toutte T, est constante.

U
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— (V4) : Sia € ¢ et2a € ¢ alors ¢y, est la restriction dep, a Uy,.
Lorsque(G, (Ua. ¢q)ecs) €St une donnée radicielle valuée, on garde la notatign gu’on vient d’introduire.

Si de plus pour tout € ¢req, 0 € v, (U,), on dit quep est une valuation spéciale.

Remarques:

— Soita € ¢, etu € U, \ {e}. Par (V1), on voit quep, (U) = ¢, (u™), et par (V2.1) on obtient_,(n(u).u.n(u)™%) =
_‘Pa(u)-

— Avec (V0) et (V2.1), on voit qu'il existe un sous groupeRi@on trivial A tel queg,(U,) + A = ¢o(Uy).

L'ensemble des valuation d® est muni d’une action d¥ : pour toutv € V et une valuation deD, on définit
p+VparYa € ¢, U € Uy, (p +V)a(U) = ¢.(u) + a(V). Il estimmédiat de vérifier que + V est encore une valuation
deD. Deux valuations ety’ telles qu'il existev € V tel quey = ¢’ + V sont dites équipollentes. Sgitune valuation
quelconque. Le fait qug engendrd/* entraine que I'action d¥ sur 'ensembles + V des valuations équipollentes a
¢ est simplement transitive, dogc+ V est un espacefine sous/.

Si Il est une base dg, il s'agit aussi d’une base dé et on peut donc trouvet € V tel que pour toutr € ¢,

0 € ¢.(Uy) + (V). En utilisant (V2.1), on vérifie alors que cette relati@ste vraie pour tout € ¢reqg. AiNsi, ¢ + V
est une valuation spéciale équipollentg. @n peut donc toujours se ramener a une valuation spéaialguipollence
pres.

Notons enfin que pour towg € G, la famille de fonctiong.¢ définie parVa € g.¢, Yu € U,, (9.¢).(U) =
¢g-1.(g7tug) est une valuation de la donnée radicigjl®.

Dans la définition de la valuation d’'une donnée radiciéiiie de [BT72], ou méme dans la définition de la va-
luation d’une donnée radicielle quelconque de [RouO&kibme (V2) est beaucoup plus faible que celui présemté ic
Par contre on ajoute un cinquieme axiome a savoir :

(V5) : Pour touta € ¢, pour toutu € U, \ {e}, pour tousu’,u” € U_, tels quen(u) = v'uu’, alors—g,(u) =
P-a(U) = p_a(U”).

On prouvera (en 3.1.11) que pour une donnée radicielle, fimidéfinition présente équivaut a celle de [BT72],
autrement dit que d’'une part I'axiome (V2) présenté iti@mséquence de sa version faible et de (V0), (V1), (V3),
(V4), (V5), et que d’autre part (V5) découle des (VO0)...J\#dessus. Dans le cas gtest infini, I'auteur n'a pas pu
se passer de la version forte de (V2).

Proposition 2.2.2. SoitD = (G, (U,)as¢) Une donnée radicielle admettant une valuatos (¢q)qcs. Alors D vérifie
la condition (CENT).

DémonstrationSoita € ¢, u € U, \ {€}. Nous devons trouvere T tel queutu™ # t. Par (V0), il exister € U, \ {€}
tel quep,(u) # ¢.(v). Posong = n(u)n(v), il est clair par (DR4) qué normalise chaqu&g, donct € T. Montrons
quet~lut £ u. On calculep, (t"tut) en utilisant deux fois (V2.1) :

@a(N(V) (L) .u.n(u)N(v)) @-o(n(U)"un(U)) - ( —a, @ ) ga(V)
Pa(U) = (@, @) 9o (U) + 200(V) = 204(V) — ¢a(U)

Pa(U)

H

Donctut # u. ]

Proposition 2.2.3.
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1. Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, #biin corps muni d’une valuation non triviate : K — R U {oo}.
Alors il existe une valuatio(y, ).y de la donnée radicielléG(K), (U (K))qep), elle est définie pap, (Uq.(K)) =
@(K), ol (Uy)eeg €St UN systeme de Chevalley pgur

2. SoitD = (G, (Uy)eep) une donnée radicielle avegcun systeme de racines fini. S@it= (¢q)qcs UNe valuation
deD au sens de [BT72] 6.2.1. Alogsest aussi une valuation d@ au sens présent.

Démonstration:
Pour le cas Kac-Moody, on trouvera dans [Rou06] 2.2 deseates qui prouvent toutes les conditions (Vx) sauf
(V2). Dans le cas d’'un systéeme de racines fini, ces condisont les méme dans [BT72] et ici.

Il ne reste qu’'a étudier (V2). Cette condition découlpidement de I'existence d’'un espadéree muni d’'une
action convenable dd (un appartement en fait). Expliguons comment sous forme i&onme :

Lemme 2.2.4.Soit¢ c V* un systéme de racines, & = (G, (Ug)aes) une donnée radicielle. Sajt = (¢4)qcp UNE
famille de fonctions aveéa € ¢, ¢, : U, — R U {0} ety; {0} = {€}.

On suppose qu'il existe un espacgiree A sousV, un point o€ A et une action de N sur A par automor-
phismes fines telle que pour tout € ¢ et ue U, \ {€}, n(u) agit comme la réflexion d’hyperplan (, ¢, (u)) =
{x e A| a(0X) + ¢.(u) = 0} dont la direction est la réflexion,re W(¢). Alors la familley vérifie (V2.1). Side plus T
agit sur A par translation, alorg vérifie (V2.2).

Preuve du lemmeOn identifie lesa € ¢ a des formesflnes surA par a(X) = a(0X). La valeury,(u) est
caractérisee par 'égalite(Fixy (n(u)) = {(—¢a(U)}.

Soienta, S € ¢ et (u,v) € U, \ {e} x Ug \ {e}. Pour calculep, g (n(u).v.n(u)*l), il faut donc étudier la réflexion
n(n(u).v.n(u)~2). Par la définition (voir (DR4)), il est clair que(n(u).v.n(u)™) = n(u).n(v).n(u)%, et 'ensemble de
ses points fixes esi(u).Fixa(v). Il existe un poin@ € Fix(n(u)) et un réek tel quea + x.a¥ € Fix(n(v)) (si @ etp sont

colinéaires, pour towa € Fix(n(u)) il existe un telx, sinon il existea € Fix(n(u)) N Fix(n(v)), alorsx = 0 convient).
Alorsn(u).(a+ x.a") = a- x.a¥,onadonc:

a(a) ,
Bla+xa”) =p(@) + x@.p)
(re.B)(@a-xa’) = (B - (a,pla)(a- xa")
= p(a) - (e, p)e(d) — Xa, B) + 2, B)
= B@) - (@.p)a(@) + X )
= —gp(V) + (@, B)pa(U) .
Ceci prouve (V2.1). On procede de méme pour (V2.2) :@aitg, u € U, \ {e} ett € T. On vérifie facilement que

n(tut!) = tn(u)t™1, c’est donc une réflexion d’hyperplai(a, ¢,(u)) + %, si V; désigne le vecteur de la translation
induite part surA. Alors ¢, (U) — ¢,(tut™!) = a(%) ne dépend pas de O

_‘PQ(U)
—pp(V)
et: — o, p(n(u).v.n(u)™)

Pour conclure la preuve de la proposition, dans les deux exgste un espaceffiane A muni d’une action deN
comme dans le lemme, voir [Rou06] partie 2 et [BT72] 6.2.10. O

3 Construction généerale

On fixe pour toute cette partie une donnée radicielle \wagénératriced = (G, (Uq. ¢a)acs), aVECY SPECiale. On
rappelle que la condition (CENT) de [R€02] 1.2.5 est al@dfiee d'apres 2.2.2, donc le normalisat®(T) d'un
tore maximall’ est le groupe engendré paret lesn(u), u € U,, a € ¢(T).

On construit un objet immobilief de maniere tout & fait similaire a [BT72] : on commence g@éfinir pour
tout tore maximall' un appartemerA(T) muni d’'une action déN(T) ; on définit ensuite les sous-groupes, appelés
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"parahoriques”, qui seront les fixateurs d&des points dé\; et on définit finalemenf comme quotient d& x A(T)
par la relation imposant que les sous-groupes parahorapist éfectivement les fixateurs des pointsAi@).

3.1 Lappartement

On fixe un tore maximal' dansG. On définit dans ce numéro I'obj&{(T) qui sera I'appartement relatif & Il
s'agit d’une réunion disjointe d’espaceffimes soud/(T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans toute cett
partie, on noterg = ¢(T), V = V(T), A= A(T) etN = N(T).

3.1.1 Facades d'appartement

SoitY(T) un espaceféine sous/. Un cone dan¥(T) est une partie d¥(T) de la formef = x + f ot f est un
cbne de7(T). Le cone vectorief est uniguement déterming, c'est la directiorxdef. Deux cdnes de méme direction
sont dits paralléles, on note// f. Lorsqueg est paralléle et inclus darfs on dit que c’est un sous-cone paralléle,
abrégé en "scp”.

On définit une relation d’équivalenee(ou ~1 lorsqu'il faut préciser) sur I'ensemble des cdnes copgadeY(T).
Soientf = x+ f etg=y+ g, on pose :

f~go (f/getfng+0) & (f ngcontientunscp dé etdeg) < (f / getxye Vect(fﬁ)

Pour tout cone convexg on noteY(T)p I'ensemble des cones dirigés pﬁquotient’e par. C'est lafacadede

Y(T) dedirection f. C'estun espacefiane isomorphe é((T)/Vect(fﬁ, et I'action deV/(T) surA passe au quotient sur
Y(T)y

SoitT(K(T)) 'ensemble des facettes &eT), ce sont en particulier des cones convexeg(ilé). L’ appartement
(bordé) associé a Bst alors :
AT := ) Yy
fer (A(T))
On noteraA(T) pour désigner la facadqT), et les facades d¥(T) seront appelées les facadesA(&).
Les facades ainsi construites seront appelées facémgsadtement, pour les distinguer des facades d'immeuddat

la définition est a venir. Lorsqueeest un point dé\(T), on noteraf, la direction de la facade le contenant. L'espsice
agit sur 'appartemerA(T) par translation et les orbites sont ses facades.

On noteA(T)spnla réunion des fagcades sphériquesdE), c’est-a-dire des facades de type une facette vedwriel
sphérique. On note aus&{T)*, A(T)~ la réunion des facades positives et négatiﬁéf);ph etA(T);phIa réunion des
facades sphériques positives et négatives. Dans lartelogie de [RouOG]A(T);ph et A(T);ph sont les réalisations de
Satake de deux appartements micfioas.

On définit une topologie suk(T), telle que les voisinages d’un point § ﬁ sontles:

v (U, f) = {ae A(T) | un représentant deest inclus dant) + '} ,

pour tous les voisinagds de x dans I'espaceftine Y(T). Cette topologie induit la topologie classique d’'un espac
affine de dimension finie sur chaque fagade et 'adhérenceedagadeA, est I'union des facade&y pour fc g.

Cette topologie est séparée, ef'@ist une facette sphérique, aItA\_r§= Ugtq f*caAQ est compact??).
Comme les bases desont des bases d&', la plus petite facette d&(T) est{0}. La facadeA(T)q = Y(T) est

appeléda facade principalele A(T), c’est I'intérieur deA(T). On la notera don&(T), et on pourra oublier la notation
Y(T).
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Si fﬁetgsont deux facettes detelles quefﬁc Vect(), 'applicationpry est bien définie,

[a+f] » [a+d]

c'est laprojectionsur la facadey.

SiQ c A= A(T) est dans une facade, et siE est un sous-espace vectoriel\id) contenant, alors on définit
(@, E)A = pr Q) + E, le sous-appartement engendré et E..
Si E est juste une partie d& la notatior( Q, E ) désignerq Q, Vecty(E) ).

RemarqueQuels que soier® etE, siQ # 0, anrs( Q.E >A coupe toujours la facade principale.

Jusqu’ala fin de 3.1, on notefa= A(T).

3.1.2 Murs et demi-appartements

On fixe une origine € A, et on identifie les formes linéaires éir= A a des formesfiines surA qui s’annulent
eno, autrement dit on pose pour tawte ¢ eta € A, «(a) ;= a(08). Soita € ¢ une racine. St e F est une facette
telle quex(f) = 0, alorse définit encore une formefiine SurA¢. Si a(f) > 0, on dit quer prend la valeuso surA.

Enfin sia(f) < 0, on dit quex prend la valeur-oo surA¢. De la sorteq définit une fonction suA, a valeurs dans
R U {#o00}.

Ces définitions permettent une caractérisation pratigua topologie dé\ :

Lemme 3.1.1.La topologie de A est engendrée par les demi-espaces syxertA | o(x) > a} pour a€ R eta € ¢.
Autrement dit, une suitg,tend vers une limite x si et seulemen¥sgic ¢, a(X,) — a(X).

Pour toute € ¢ etA € R, on poseM(a, 2) = {X€ A| a(X) + 1 = 0} etD(a, 2) = {X € A| @(X) + 1 > 0}. On notera
égalemenD(a, ) = A. Lensemble ded/(«, 1) ainsi obtenus pour € ¢ et € ¢,(U, \ {€}) est I'ensemble desurs
deA; 'ensemble de®(a, 1) correspondants est 'ensemble desni-appartemenide A.

SiM = M(a, 1) estun mur dé\(T), on noteravi = ker(@) c V ladirectionde M, c’est un mur de!sf(ou plutdt sa trace
surA est un mur de&). Lorsqu’une intersection de murs est réduite a un semtpoe point est appelé tsommet
Lorsqu’un sommet est inclus dans un mur de chaque directissilple, c’est usommet spéciaPar exempl® est un
sommet spécial (ceci est en fait équivalent a la contlitipest spéciale”).

Notons que sM est un mur contenast dont la direction contiert, anrs( Q.E >A c M.

Un isomorphismefiiney entre les fagades principales de deux appartenfgiitset A(T’) dont la partie vecto-
rielle préserveF induit une bijection, encore notige entreA(T) et A(T’). Si cette bijection préserve I'ensemble des
murs, on dit que est unisomorphisme d’appartemenfemarquons qu’un isomorphisme d’appartements aingiidéfi
ne préserve pas forcément les types des facett&§Tdeni méme leur signe.

Pour tout muM = M(a, 1), ry désigne la réflexion de directiop qui fixe M N A. Elle induit un automorphisme
involutif de A(T), qu’on appelle laéflexion selon M

SoitM un mur deA(T) et f'e 7. Alors M NA(T)est soit vide, soit un hyperplan #¢T) . Ces hyperplans seront
appelés les murs d&(T) .

On notera pour toute partie ou filtfede A, et pour toutr € ¢, U,(Q) = {ue U, | Q c D(a, ¢, (u))}. Par exemple,
U,(0) = U, etU,(A) = {e}. Pour toute partie&y de ¢, on notera aussb(y, Q) = ({U(Q) | @ € ¢} ). Enfin, G(Q)
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désignerds (¢, Q).

RemarqueDans [BT72],,& est par définition I'espacdfine des valuations équipollentegall est isomorphe a
celui défini plus haut vi@ + V — ¢ + V. En patrticulier, la valuatiop est identifiee au poird.

3.1.3 Parties closes

Définition 3.1.2. Une partie close de @) est une intersection finie de demi-appartements. L'enclosedpartie ou
d’un filtre E de AT) est le filtre noté QE) engendré par les parties closes défAcontenant E.

Remarques:

— Avec cette définition, Cj) = 0.

— Cette définition de partie close est plus restrictive gelede [GRO08], elle conduit donc a des enclos plus
grands. En ffet, dans [GRO08], on autorise des demi-appartements dipgé des racines imaginaires, et une
intersection infinie de demi-appartements est close, pogoe ces demi-appartements soient dirigés par des
racines distinctes.

Si Q est une partie dé, on noteraQ la réunion des directions des facades rencontréeQphorsqueQ est un
filtre, G sera la réunion des directions des facades rencontazésys les élements d&

Exemples.1.3
1. SoitC une chambre d& etQ = A.. Alors CI(Q) est le filtre des voisinages €& O = C, et CI@) = CI(Q) = C.

En dfet tout élement du filtre Qlf) contient des points de chaque facade dirigée par unédateC, méme si
CI(Q) ne contient aucun point d’'aucune fa(;akifepourf*c aC.

2. Soitmune cloison dek, prenon€) = Ay U A . Alors G = mu —m, et Cl(fz) est I'hyperplan contenam. Mais
Cl(Q2) = A, doncCI(Q) = A+ Cl(ﬁ). (I suffit méme de prendr@ = Ay U {x} avecx un point deA_p.)

3. Avec encoreh une cloison de&, en prenanf) = Aw, on obtientCI(Q) = m Cl(ﬁ) = m. Ainsi méme en

restant dané&* ou A~ on n'a paCI(Q) = Cl(ﬁ).

" . PP , < =
Proposition 3.1.4. Pour toute partieQ de A,CI(Q2) est close. En conséquen@Q) > CI(Q).

Démonstration:
Soit f c CI(CI(€2)), montrons qud c CI(Q). Il s’agit de prouver que tout €lement du filtre Q)(contient un point de
Ag. Soit doncD; N ... N Dy € CI(Q) une intersection finie de demi-appartements conteRaRbur touti, CI(Q) c D;
doncCI(Q) c 5i, doncf c ﬁi. Si f est dans lintérieur déi, alorsA¢ c D;. On peut donc, quitte a retirer |

tels quefﬁest dans l'intérieur d&;, supposer que pour toitf’ c B;. Alors Dy N Dj... N Dy est stable par Vecté et
contient d0nt< Q, fﬂ>A, qui contient bien au moins un point de si Q # 0. Le casQ =  est trivial.. O

Le résultat suivant fournit une description plus ou moiosstructive de la trace de I'enclos d'une pafielans
une fagade!\fa.

Proposition 3.1.5. Soit Q une partie de A. SoiD I'ensemble des facettes @(95). On gfectue les opérations
suivantes suf :

1. Pour chaque coupl@, §) tel que ac Q, G e D etaestdans la fagadefmvecféc Vect(d), on rajoute pg(a) a
Q.
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2. Pour chaque couplé, fﬁ, avec be Q, f e D, tels gue b est dans la facadg Avecf c Vect(@), on choisit
ae prél(b) N Ay eton rajoute a- g aQ.
AppelonsR!(C,) I'ensemble ainsi obtenu, olyGeprésente les choixfectués a chaque opération 2. Si de nou-
veaux couplega, §) ou (b, f3 vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, fectue a nouveau les opérations 1
et 2, et on not&?(C,) 'ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurrence un enigeQ"(C,) pour tout ne N, on

noteQ*(C) la reunion de tous ces ensembles, il dépend de la suite Guddds choix gectués a chaque opération 2.
Notonsc I'ensemble de toutes les suites de choix possibles. Alanstpotfy € F(A(T)) :

ClQNA; = ﬂ ClQ™(C) N A;)
Cec

Ou plutdt, C[Q) N Ay, est le filtre engendré par les €*(C) N AfB)' pourCe c.

RemarqueCeci signifie grosso modo que Q) est la cldture d€2 sous les opérations 1, 2, et "prendre la cldture
dans chaque facade”. Lafficulté de rédaction vient du fait que I'opération 2 n’eas bien définie puisqu’elle dépend
d'un choix.

Démonstration:
Pour montrer I'inclusion > ”, il suffit de vérifier que pour tout demi-apparteméncontenant?, il existe un choix
C € ¢ tel queD > Q*(C). Ceci revient & vérifier que § contient une parti®, alors il contient toute partie obtenue
a partir de® par une opération 1, et que pour chaque cou;nléq)(vérifiant les conditions de 2, il existe un choix de
ae prél(b) tel que la partie obtenue par I'opération 2 a parti@est encore incluse dams Ces vérifications sont
immédiates.

Pour montrer I'autre inclusion, il faut prouver quelsest un demi-appartement, dirigé par une raojmqﬁm(fa),
contenant uf2*(C) N A, pourunC e ¢, alorsD > Q. Soit doncD un tel demi-appartement, et supposons par I'ab-

surde qu'il existeo € Q \ D. Soitg la direction de la facade contenantSoith = pr(9), en appliquant 'opération 1
aQ avec le coupleq, ﬁ), on voit quepry(w) € Q*(C). Ensuite, en appliquant I'opération 2 avec le couplig (w), fB),
on voit queQ=(C) N A, et donc en particulieD, contient un céne de la fornee+ h. Ceci entraine que(ﬁ) >0,

d’ou a(g) > 0. D'autre partp(g) < 0 sans quoi on aurait € Ay ¢ D. Ainsi, a(g) =0:4, fo et donc ausdh sont dans
kKer(@). Donca(w) = a(prg(w)) = «(a). Mais ceci contredit le fait que ¢ D alors quea € D. O

Corollaire 3.1.6. Soientf’, d deux facettes incluses da@{Q), telles quef c Vect(). On noteQqy = CI(Q) N Ay,
Qe = CI(Q) N Ap. Alors Qg = prg(Qy).

Pour utiliser le résultat de la proposition 3.1.5 lorsquite connait pas précisément les directions des facades
rencontrées par QI), on pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.7.0n se place a nouveau dans les conditions de la propositib® 30n suppose en outre qf?;ec CI(Q).
Alors le résultat de la proposition 3.1.5 est encore vatabi on définit le2*(C) de la méme maniére, mais en
n'effectuant les opérations 1 et 2 que lorsque les face‘ftesg concernées sont dans(ﬁb.

Preuve du lemme:
Les ensembleQ>(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenus en 3.1.5, ldoaktision
CI(Q) N Ag > Neee CIH(Q™(C) N A ) est encore vraie.

Pour l'inclusion réciproque, la preuve de 3.1.5 est eneva@e puisqu’elle ne passe que par des faceﬁtesﬁ et
h=pre(d) c CI(©). O
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3.1.4 Facettes

Définition 3.1.8. Soit x € A, soit f la direction de la facade contenant x. On n(ﬁgl’espace vectorielﬁ_ffﬁ, muni

des directions des murs contenant x. C’est donc un compkex@ogeter, a priori non essentiel, de groupg&A)) =
{W € W(K) | w.x = x} C Fixw(,s)(F). Ony pense comme a I'espace tangent de A en x.

Soitx € A(T), soitA(T)la fagcade contenant SoitF c A(T)-une facette dé. On noteF(x, F) = Germ (x+ F)

le filtre engendré par les parties closesA{&) contenant un voisinage dedansx + F (pour la topologie induite).
Insistons sur le fait quE (x, F) est engendré uniquement par des parties closes.

L'ensemble de ces filtres est 'ensemble des facette®(@g Si F = F(Xx, F_') est une facette d&(T), la facette vec-
torielle F est uniguement déterminée pgarc’est la direction dé-. Le pointx par contre n’est uniquement déterminé
gue lorsque\ est non discret ou queest un sommet da.

Dans le cas oWk est discret, et ogp(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associéss@Edsembles, et ces
ensembles sont les facetté¢Rraes fermées habituelles.

RemarqueCette définition est identique a celle de [Rou06] pour w@eefte sphérique, bien que non présentée de
la méme maniéere. Elle fiere cependant de celle de [GRO8] pour une facett®. de

3.1.5 ActiondeN

Le normalisateulN du toreT agit sur 'appartement vectoridl, et méme sur I'espacé. On notera/ : N —
W(A) = GI(V) cette action. On va définir (suivant I'exemple de [BT72jetaction &inev deN surA, qui s'étendra
a A, dont la partie vectorielle sefg et telle que I'éléement(u), pouru € U, a € ¢ agira par réflexion selon le mur
M(a, ¢o(U)). Remarquons que puisque le tdtdixe V, il devra agir SurA par translation.

Proposition 3.1.9. Pour tout te T, il existe un unique vected € V tel que pour tout € ¢, pour tout ue U, \ {e},
Z)((I, QD(Y(tUI_l)) = Z)((I, QD(Y(U)) + \7t .

Ce vecteur est caractérisé par les égalibds) = ¢, (U) — ¢, (tut™), pour toute € ¢ etue U, \ {e}.
L'application qui & t associe la translation de vecteiyest une action de T sur(Y).

Démonstration:
On commence par prouver I'unicité. Giest un vecteur convenable, alors pour tewt ¢ etu e U, \ {€},ona:

D(a, pa(U)) + Vi {ae Ala(ad) + ¢a(u) > 0} + V;
{a+Vie Al a(a) + ¢q(u) = 0}
{fae Al a(a—W) + g (u) > 0}
{

ae Al a’(a) - a’(vt) + ‘Pa(u) 2 O} = Z)((I, ‘P(Y(u) - (I(\7t)) .

On en déduitp, (tut™?) = @,(u) — (%) ou encorex(V;) = ¢, (U) — @, (tut™t). Commey est une famille génératrice
deV*, ces conditions pour tous lese ¢ forcent I'unicité dev.

Passons a I'existence. D'aprés le calcul précédertptaition D(a, ¢, (tut™)) = D(a, ¢.(U)) + ¥ équivaut &
a(%) = @ (U) — @o(tut™?). SoitIT un systéme de racines simples dang s'agit donc d'une base dé*. Pour chaque
@ € ¢, on choisit uru, € U, \ {e}. Il existe alors un uniqug € V tel queVe € I1, a(%) = o(Us) — ¢o(tut™1). D’aprés
la condition (V2.2) des valuations de données radicigleguantitap, (U,) — ¢, (tu,t 1) est indépendante du choix de
uU,, donc I'égalité précédent reste vraie pour towt U, \ {€}. |l reste & montrer que I'ensemble des racines vérifiant
cette propriété est stable par n'importe quelle réflexjos < I1.
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C’est une conséquence de (V2.1). So# ¢ une racine vérifiantu € U, \ {€}, a(%) = ¢ (Us) — @(tu,t™2). Soits
une racine simple. Alors :

rg.c(V) (V) - (B, 2)B(V%)
‘P(t(ua) - ‘Pa(tuatil) - <ﬂ» a) (‘Pﬁ(uﬁ) - Qoﬁ(tuﬁtil))

(a(Ua) = 8. @)gp(Up)) — (¢ (tUat™) = (B, Dgs(tust™))

Mais par (V2.1), le premier terme egt,q(n(Ug).U,-N(Us) ™) et le second esy . (N(tust™).tut~.n(tust™)1)).
Commen(tust™!) = tn(ug)t™*, ce dernier vaup;,(tn(us).Ua.n(us)t ™), d’oll le résultat.

Enfin, sit; ett, sont deux éléements dE, alors pour toutr € ¢ etu € U, \ {€}, on aD(a, cpa(tltzutgltll)) =
D(@, pa(U)) + Vg, et d'autre parD(e, o (titout ;1)) = D(a, g (U)) + W, + W,. Par unicité des;, on obtient, ;, =
Vi, + W, : on a bien une action de groupe. O

Proposition 3.1.10. Il existe une unique actionde N sur A par automorphismes d’appartement telle que pautr to
a € ¢ etue U, \ {e}, v(n(u)) est la réflexion orthogonale selon le mur(de,(u)) et pour tout te T, v(t) est la
translation de vecteu..

Pour tout ne N, on av(n) = ¥(n), autrement dit la partie vectorielle de cette action &sEnfin, cette action
échange les demi-appartements de A selon la formule :

YneN, aegpetue U, \{e, v(n).D(a,p,(u)) = DHF().a, gov(n),a(nun‘l)) .

Démonstration:

Rappelons qu’on a fixé un poimt € A tel gue pour tour € ¢, le mur M(e, 0) passe pap. NotonsN, =
({n(u) | @ € ¢, ue U, \ {e} ety,(u) = 0} ). On commence par définirsurN, en posant quén € N,, v(n) est I'auto-
morphisme &ine deY(T) qui fixe o et dont la partie vectorielle egn).

On veut ensuite définir surT en posant poure T quev(t) soit la translation de vectewy, il faut vérifier que les
deux définitions sont compatibles Mg N T. Dé&ja,!(T) = {idy}, doncv(N, N T) = {idy(r)}. Il reste donc a prouver
que pour tout € N, N T, ¥ = 0. Fixons un tet, au vu de la proposition précédente, iffside prouver que pour tout
a € petue U, \ (e}, g, (U) = . (tut’?). Fixons de tels etu. Il découle de (V2.1) que pour tofite ¢ etv € Upg tel
quegs(v) =0, gorﬁ,(,(n(v).u.n(v)‘l) = ¢,(u). Ceci entraine que pour toate No, ¢n(NUTY) = ¢, (u), et en particulier,
‘pa(u) = ‘pa(turl)'

On a ainsi défini surN, U T. Montrons queN = N,.T. Pour toutx € ¢ etu € U, \ {€}, il existeu, € U, \ {€} tel
quep,(Uy) = 0. Doncn(u)n(uy) € T etn(uy) € No, 0N prouve ainsi qudl = ( N,, T ). Mais comme\, normaliseT,
on obtient bierN = N,.T.

On définit alorsy surN parv(not) = v(ng) o v(t), pour tousn, € N, ett € T. Ceci est bien défini car est trivial
surNo N T. Commey(T) = {id}, il est évident que la partie vectorielle dé) estv(n) pour toutn € N. Montrons
quev est une action de groupe. Soienin, € Ny etty, to € T, par définition on a(nytinyty) = v(nlngngltlnztg) =
v(m)v(m)v(mytimo)v(tz). Ceci devrait valoin(ny)v(t:)v(n2)v(tz), nous devons donc prouver quén)v(ny'tiny) =
v(t1)v(ny) autrement dit qué‘(ngl).vt1 = Vniltlnz. Il suffit de traiter le cas ou(ny) est une réflexion : il existe alofse ¢
etv e Ug \ {e}, avecys(v) = O tel quen, = n(v). Soita € ¢ etu e U, \ {e}. Alors :

Q(Vngltlnz) = @a(U) - Sﬂa(niltlnz.u-nilt{lnz)
= @a(U) - pretinzun'tyh) — (B.a ) gp(v)
= ga(U) + rpa(Vh,) — @re(Mumt) — (B, a ) ga(v)
= @a(U) + a(rp. V) — a(U) + (B, @ ) gp(V) — (B, @ ) pp(V)

= a(rﬁ.th)
= a((ny").%)
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Ceci, étant vrai quelque saite ¢, prouve bien qué(n;).v, = Vi34, -

Comme la partie vectorielle de cette action #stjui préserve I'ensemble des facettesAjeelle s'étend & une
action surA. Prouvons qu’elle stabilise 'ensemble des demi-appagtesdeA selon la formule annoncée. Saik ¢,
u e U, \ {e}. Larelationv(n).D(a, ¢.(U)) = DGE(N).a, tpv(n)ﬂ(nunfl)) est déja vraie pour € T, par la définition des;.
Soitn € No, on a déja vu qu’alorgy, . (nurm?) = ¢, (u). Il ne reste plus qu’a calculer :

v(n).D(a, ¢a(U)) {v(n).(0+V) € Al a(0+ V) + p,(u) > O}

{o+veAla (v ™o+ V) +¢ga(u) 2 0]
{o+veAla(o+#(n) (V) + ga(u) = 0}
{o+Ve A|V(n).a(o+ V) + ¢.(u) > 0}
D ((n).a, g (W)
D (#(n).. gsry.0(nun™))

A présent, soitr € ¢, u € U, \ {e}, montrons que/(n(u)) est la réflexion selon le mwi(a, ¢, (U)). On sait déja
gue la partie vectorielle dgn(u)) est une réflexion selon le mur ke)( doncv(n(u)) est la composée d’'une réflexion

et d’'une translation de vectevre ker(a).
Alors v(n(u))? est la translation de vecteuw2= V.. Mais pour tou3 € ¢, v e Ug, ona:

gDr”ﬁ(n(U).V.n(U)_l) - < a’»ﬂ ) QD(,(U)

(Pﬁ(V) —(a, raﬁ)‘pa(u) - CV,,BM%(U)
@p(V)

@p(n(u)?.v.n(u) )

car{a,r,B) = (rqa,B)=-(a,B). Ceci prouve qua = 0, doncv(n(u)) est une réflexion.
Maintenant, par le résultat précéderit).M(a, ¢, (1)) = M(—a, ¢_(n(u).u.n(u)™1). Mais par (V2.1),
(p,w(n(U).U.n(U)_l) = S%(U) —{a,a) ‘;Oa(u) = _‘pa(u) .

Donc v(n).M(a, ¢o(U)) = M(-a, —¢,(U)) = M(a, ¢.(u)). Sachant que I'hyperplan fixe dé€n(u)) est paralléle a
M(a, ¢.(U)), ceci entraine que c'est précisemdfa, ¢, (u)), et donc que(n(u)) est la réflexion annoncée.

L'unicité dev est claire caN est engendré pdr et lesn(u), pouru € U, \ {€}, a € ¢. O

La définition de cette action d¢ permet de prouver la condition "(V5)” présente dans lardédin de la valuation
d’une donnée radicielle pour [BT72] ou [Rou06] :

Corollaire 3.1.11. Soite € ¢, ue U, \ {e} et u,u” € U_, tels que ifu) = v'uu’. Alorse, (U) = —p_(U) = —p_o(U"”).
Lorsqueg est un systeme de racines fini, la définition de valuatiome’donnée radicielle donnée en 2.2 équivaut
acelle de [BT72]6.2.1.

Démonstrationil est classique que(u) = n(u’) = n(u”). Rappelons tout de méme la preuve : oo'au’ =
uu”n(u)~*u'n(u). Mais n(u)~*u'n(u) € U,, d’'ol le résultat. Om(u), n(u’), n(u”) agissent respectivement par les
réflexions selorM(a, ¢, (U)), M(~a, ¢.(U')) et M(—a, ¢, (U”)). Légalité de ces trois murs entraine bien les égalit”
annoncées.

Comme la condition (V2) de 2.2 est clairement plus forte gelteeade [BT72], et comme les autres conditions

( (VO), (V1), (V3), (V4) ) sont inchangée, le point préaed prouve qu’'une valuation au sens de 2.2 est aussi une
valuation pour [BT72]. Nous avons vu 'autre implication22.3. O

En conséquence de ce corollaire, pour tout facette sqméﬁ la famille (%)me(ﬁ est une valuation au sens de
[BT72] de la donnée radicielleM z( f, (Ua) g ngmiy)- L2 donnée radicielle valu’ed&/l(&(ﬁ, (Ua, @) 4y ngmsy) SETA notée
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Définition 3.1.12. Le fixateur dans N d’'un point ou d’une partie a de A ouAdsera noté &) (et donc NT)(a) s'il
faut préeciser le tore). Le fixateur de A sera not€hl ou juste H s'il est inutile de préciser le tore.

Dans la suite, on omettra souvent de netet # pour I'action d’un élément dBl sur un point deA ou deA.

Exemple3.1.13 Remarquons tout de suite que pour une pdetie A, N(Q) ¢ N(CI(Q)). Il suffit de choisir deux
chambre<g etJdeK(T), séparées par une cloisan et de trouvet € T qui induit une translation dont la direction
n'est pas incluse dams. Alorst fixe Az U Ay mais pashy, alors que Cli¢ U Ag) = AcU Ay U A,

Il est par contre clair d’'aprés 2.1.4 qu’are N(Q2) agit comme une translation sur chaque sous-espace
( w, Vect(CI(ﬁ)) >A. La proposition suivante améliore un peu ce résultat,egmpttant de remplacer @][ parCI(QS.

Notons que les dliérentes translations induites sur chaqueVect(CI(Qi) ne sont a priori pas selon le méme vecteur.

Proposition 3.1.14. SoitQ une partie de A, alors [2) c N(CI(Q)).

Démonstration: R

Soitn € N(Q), SOitE = Fix z(n), c’est une partie close decontenant Cl(é). Supposong # CI(Q). Alors il existe
a € ¢ tel queE' C ﬁ(a) et un pointa € CI(Q) tel quea(a) = —c0. Ce pointa n’est donc dans aucun demi-appartement
dirigé para, et pourtant il est dans Q) : il n’existe donc pas de demi-appartement dirigé @&ui contienneQ. ||
existe donc®) € QY tel quea(w;) € R Vi € N et limi_ aw;) = —.
L'ensembleE nkere c Aest clos et non vide puisqu’il contient les directions desifes contenant les,. Soit f'une
facette maximale dE N kera, alors tous less, Se projettent SUA, et ces projetés sont fixes parSoit (w})n € (Ap)"

_
la suite ainsi obtenue. Saite N tel quea(wjwy) < 0. Alors n fixe la droite contenaniwy, wy}, donc sa direction
_—
wywp, puis la facettg contenant cette direction. Dogec E, maisa(g) = R~ doncg ¢ B(a), ce qui est impossible.
—
DoncE = Cl(Q). O

Remarqueta définition des facades; ~ A/Vect(f3 revient & essentialisétpour le groupe de Coxeter Fm)(fj.
Cette construction est semblable a la compactificatioph@alrale, ou de Satake, d’un appartement d’'un immeuble
affine. Elle permet d’avoir suh une topologie séparée, et telle que I'adhérence d’ugedia sphérique est compacte.
Elle a cependant le défaut de perdre une partie de I'actiotork. En €et, sit induit une translation de direction
incluse dans Vecfﬁ surY(T), alorst agit trivialement suA.. Dans la premiére réalisation d'un appartement microaf-
fine dans [Rou06] par exemple, les fagades sont toutes ipdreecomme espacefiaes aY(T), ce qui évite ce souci.

3.1.6 Opposition
Définition 3.1.15. Sia= [x + f] € A(T), le point opposé & a dangA) est opm(@) =[x- f].

L'applicationopacry est une involution qui permute les facadesAg€), préserve I'ensemble des murs et commute
a I'action deW(T). Plus généralement, elle commute a tout isomorphisiaygpartements. Cependant, ce n'est pas
un automorphisme d’appartement car I'action sur le borsh@'facade n’est pas induite par I'action sur cette facade
(opar) N'est pas continue). En faib,par) fixe la fagade principale, et le seul automorphisme d'ajgpaent deA(T)
fixant la fagade principale etar).
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3.2 Familles de sous-groupes parahoriques

Maintenant que nous disposons des apparterdémis il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usiell
déterminer quels seront les fixateurs des point&(dg. Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes panadsriq
deG.

Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en gldaépropriétés qu’on peut espérer d’'une famille dessou
groupes parahoriques. On étudie également I'exempleitesimple de telle famille : la "famille minimale de paraho-
riques”.

On fixe un tore maximar, et on noteA = A(T), N = N(T).

3.2.1 [Efinition

Deéfinition 3.2.1. Soit Q = (Q(a))aca Une famille de sous-groupes de G.(Sest une partie de A, on note(Q) =
Nweo Qlw). SiQ est un filtre de A, on note(@) = Uqgreo Q).

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques Pai elle vérifie :

— (para0.1) : Sia Ag, alors U( f3 c Q(a) c P( f3. (compatibilité avec I'immeuble vectoriel)

— (para 0.2) :Yae A(T), N(T)a c Q(a). (compatibilité de I'action de T))

— (para0.3) :Yae A(T), Y(a, 1) € ¢(T) xR tel que ac D(a, 1), U1 € Q(a). (points fixes des groupes radiciels)
— (para 0.4) :¥ne N(T), Yae A(T), nQ@n? = Q(na).

Si Q) et Q@ sont deux familles de parahoriques, on dira qued@ntient Q siVa e A, Q1(a) c Qz(@.
On noteP = (P(a))aca la famille de sous-groupes parahoriques de G définiefzee A, P(a) = ( U(fa), N(a),G(a) >

On définit encore les condition suivantes sur Q, certaingsetdent d’'une facet@ € F(A(T)), d’'une partie
Q c A, d'un point ac A ou d’une chambr€ def; N A:

— (parainj) :Yae A(T), N(T)a = Q(&) N N(T). (inclusion des appartements dans 'immeuble)
— (para sph) : Pour tout & Aspn, Q(a) = P(a). (valeur sur les points sphériques)

— (para 2) (lien entre une facade et son bord) qui s’énonctplasieurs variantes :
— (para2.1)) : Vfe 7(9), Yac A, Q@) N P(g) = Q(fa, prg(a))).
— (para2.2)) : Vfe T(a), Yae Ap, N(T)Q(a) N N(T)P(G) = N(T)Q({a, prg(a)}).
— (para2.1*)(g) : Vf e 7(9), Ya<c As, Q@) N P(g) = Q@+ g).

— (paradec)C,a) : Q(a) = (Q@) N U(C)) . (Q(a) N U(-C)) . N(a). (decomposition de @))

— (parab)(Q) : Q(Q) = No.Q(CI(Q)). (intersections d’appartements)

— (parab5)(Q) : Naca(N(T).Q(@) = N(T).Q(Q). (isomorphismes entre appartements)

Lorsque Q vérifie (para 2.1f0 ou une de ses variantes) pour toute facdtten dira juste que Q vérifie (para
2.1). Lorsqu’elle vérifie (para 2.1}% pour toute facetteﬁsphériqu'ée F(A), on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(sph),

lorsqu’elle vérifie (para 2.1)0) pour toute cloisom deA, on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(cloison), etc...

Une famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para)ief (para 2.2)(sph) sera appelée une bonne famille de
parahoriques.

Remarques:
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— Ici, pour une parti€ de A, Q(Q) désigne par définitioM .o Q(w). Dans [GR0O8] ou [Roul0], on définit direc-
tement les valeurs d’'une famille de parahoriques sur chpgrEQ de A, et on prouve ensuite, au moins dans
les bons cas, la relatioQ(Q?) = N, ea Qw).

— On prouveraen 3.7.1 gu’une bonne famille de parahorigéeerautomatiquement (para 2.1)(sph).
— Il estimmédiat que pour toute faceggla conjonction de (para2")(Q) et de (para 2.2}§) équivaut a :
(para22*)(g) : ¥f e F(g), Yae Ar, N(T)Q(a) N N(T)P(9) = N(T)Q(a+g) .

— Pour toute famille de parahoriqu@set pour toute parti€ de A, G(Q) c Q(Q), par (para 0.3). De méme pour
toute facettef, G(o™( fq), Q) est en quelque sorte le plus petit groupe évidemmentsraAmsQ(Q) N M(f3.

Proposition 3.2.2. La famille® est la plus petite famille de parahoriques.

DémonstrationRappelons qué(a) = { {U,k | a € D(a, K)} ). Par (para 0.1), (para 0.2) et (para 0.3), toute famille
de parahorique doit &tre supérieur? aMais il est clair que cette derniere vérifie (para 0). O

Toute famille de parahoriques permettra de définir une redsordée. Le but est bien sOr de trouver une famille
de parahoriques vérifiant un maximum de conditions (pareeui menera a une masure possédant un maximum de
propriétés semblables a celles d’'un immeuble.

Nous verrons que, au moins dans le cas Kac-Moody, la fafilést une bonne famille de parahorique, et nous
étudierons les propriétés de la masure bordée quetdafimtelle famille. _

Nous prouverons au 3.8 I'existence d’'une bonne famille datpaiques maximal®, de sorte que toute bonne
famille de parahoriques sera a chercher eRtetP.

3.2.2 La famille minimale de parahoriques

Dans ce paragraphe, on étudie le premier exemple de faghilf@arahoriques disponible : la famille minim&le

Lorsqueféest sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bierfaeiaeursMK(fs N P(a), permettant de prouver la
proposition suivante (qui est la raison d’étre de la caodifparasph)) :

Proposition 3.2.3. Soit f’une facette sphérique, &t c A.

1. P[Q) N M,g(ﬁ est le sous-groupe parahorique deﬂ\ﬂ associée a la parti2 de I'appartement A pour la
donnée radicielle valuée fin®, := (Mg( f4), (Ug, go(,)(@mm), au sens de [BT72].

2. PQ) = U(f) = (Mg(f) N P(Q)) et Mx(f) N P(Q) = N(Q) . G(¢™(f), ).

3. P(Q) = N(Q).P(Cla (2)), autrement ditp verifie (para6) sur les parties de A

4. Nyea N.P(w) = N.P(Q), autrement ditp vérifie (parab) sur les parties de A

5. Pour tout ac A, etg e f* N A, P@@) n P(g) = P(a+ g).

6. Pour toute chambr€ de f*, P(Q) = (P(Q) n U(C)) . (P(Q) N U(=C)) . N(Q), autrement dit, P vérifie
(para dec)?).

Démonstration:

1. Pourtout € Q, P(a) = U(f)=( N(a), {Us(a) | @ € ¢™(f}} ), d'oti P@NM4(f) = ( N(a), {Ua(a) | o € p™(f}} ).
Ceci est précisément la définition du sous groupe paimhmdeM,:(fﬁ au pointa. Ensuite,P(Q2) N Mz( f$ est
l'intersection de tous ces groupes paut Q, c’est bien le sous-groupe parahoriqud\ﬂig(fs pour la partieQ.
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2. Par la decomposition de Lévi d&f), on aP(Q) c P(f) = U(f) = M(f). Mais U(f) c P(Q) d’oti P(Q) =
U(f) > (M(f) n P(Q)). Et par [BT72],M4(f) n P(Q) = N(Q).G(¢™(), Q).
3. Découle immédiatement de 1, @g™(f), Q) = G(¢™(f), Cla ().

4. On calcule :
ﬂ N.P(w) N. ﬂ N(f).P(w)

we we

N (YU N - ({Ua@ | e € o™(f)} )

weQ)

= NU(f). ﬂ N . (M(F) n P(a))

we

= NU(f) . N(f). (M(f) n P(@))
= N.P©Q)

La premiére égalité est vraie car pour taut Q, P(w) c P(f). La troisiéme vient de I'unicité de la decomposition
de Lévi deP( fﬁ, et la quatrieme est le résultat classique dans les irbtaswvoir [BT72].

5. Soitg € P(a) N P(g) = U() . (M(f) n P(a)) N P(g). Pour touth € f* n A, U(f) c P(A:). En particulier,
U(ﬁ c P(a+ @), on peut donc supposgre M(f3 N P(a) n P(@). Le résultat est alors classique.

6. Le groupd\ﬂ(f§ N P(Q) admet par [BT72] une telle décomposition, elle s’éait i
M(f) N P(Q) = G(¢(C) N ¢™(f), Q) . G(#(C) N ¢™(), Q) . N(Q)
, ouC” est la chambre opposé€:dansf*. Mais¢(C') N ¢™(f) = ¢(-C) n ¢™(f), d’oll
M(F) N P(Q) c G(¢(C). Q) . G((—C). Q) . N(Q) c (P(Q) N U(C)) . (P(Q) N U(-C)) . N() .
CommeU(f) c P(Q) nU(C) etP(Q) = U(f).(M(f) n P(Q), on arrive au résultat annonce.

Corollaire 3.2.4. Les résultats de la proposition précédente sont vraigrpoimporte quelle famille Q de paraho-
riques vérifiani{para sph).

Dans le cas ofD vient d’'un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau ayiren [Roul0] 4.6 que vérifie
(paradeg. Pour le cas d’'un groupe de Kac-Moody sur@(ft)), c'est [GR08] 3.4.1.

Proposition 3.2.5. SiD est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kaodly déployé G, alors la famille
minimale de parahoriques attachée avérifie (para dec).

O

RemarqueSi on retire la conditiorva € A, U(f;) c Q(a) dans (para 0), on obtient une famille minimale plus
petite queP. Il s’agit de Py, avecPy(a) = ( N(a), G(a) ). On peut étudier rapidement cette famille de sous-grodpes
G.

Soita € A, et f la direction de la facade d& Pour toute € ¢U(f), on aU,(a) = U,, et poura € ¢ \ ¢(f),
Ua(a) = (. DoncG(a) = G(4(f),a) = ( {Ua(a) | @ € ¢(f)} ). Sachant ques(a) c P(f) = U(f) = M(f), le groupe

( N(a),G(q&m(ﬁ, a)> = ( N(a), {Ua(a) |a e ¢m(f$} > qui estinclus danMK(fj, normalisdJ(fijo(a), et on prouve:
Po(a) = (U(f) n Po(@)) = ( N(a), G(¢™(f). ) )
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CommeN(a) normalise a la fois) (f) N Po(a) etG (qﬁm(ﬁ, a), on a aussi les décompositions :

Po(a)

(U(f) N Po(@)) = (N(@) . G(¢™(f). a))
N(@) . (U(f)n Po(@)) . G(¢™(f).a)

Le groupeU(f) n P(a) est le sous-groupe distingué Béa) engendré pa®(¢¥(f)), et plus précisement le plus
petit sous-groupe de(a) contenanG(q)“(ﬁ) et normalisé paG (qﬁm(ﬁ, a). Il peut étre strictement inclus dabk(fj.

LorsqueQ est une partie d, par I'unicité dans la decomposition de L&(f) = U(f) = M(f), on obtient :
Po(€) = (U(F) N Po(©)) = (M&(F) N Po(€)) .

Notons que la famill®, bénéficie d’une propriété de plus qBe si f est une facette sphérique efsic Ay, alors

tout p € Po(Q) fixe une partie dé de la forme J,,cq, wo + f, avecQo une partie déd telle quepr{Qo) = Q.

3.2.3 La condition (fonc)

Si a est un sommet spécial, alok{a), et doncQ(a) pour n'importe quelle famill€Q de parahoriques, contient
un systéme de représentants p@¥(). DoncN.Q(a) = T.Q(a), ceci est un bon point de départ pour prouver par
exemple (parénj), (para 2.2), ou (para.2*). On est donc souvent capable de prouver ces conditiongiesisommets
spéciaux.

Pour passer a un poiatplus général, I'idée retenue ici est de plonger I'appawentA pour la donnée radicielle
valuéeD dans un appartemeat pour une donnée radiciell®* qui soit identique 3 comme ensemble, mais muni
de plus de murs, de sorte qaisoit spécial dana?. Il s’agit donc de trouver une donnée radicielle valuée)s méme
systeme de racines qd#& mais dont le groupe d’arrivée de la valuation soit plusigrgueA. Dans le cas d’un groupe
de Kac-Moody déployé, ceci revient juste a considérer extension (ramifiée) du corps de base.

Ceci est axiomatisé par la condition "(fonc)” :

Définition 3.2.6. La donnée radicielle valué® = (G, (U,. ¢a)eey) VErifie la condition (fonc) si pour tout sous-groupe
A deR, il existe une donnée radicielle valuée notee= (G*, A, (U2, ¥2)ae4) telle que, avec les notations évidentes :
1. GcGretTc TA.
2. Pourtoute € ¢, U, = UA N G.
3. Pour toute € ¢, ¢, = ¢4y, -
4. Pour toute € ¢, 92(U,,) est stable par addition avet.

Lorsqu’une donnée radiciell® = (G, (U,, ¢.).) Vérifie (fonc), on notera pour tout sous-groupeleR, D, G2,
U2, NA, T2, P2 = (P2(@))aea, - tous les objets obtenus grace a la donnée radicialaéeD”.

On notera A I'appartement poutD”, muni de ses murs, facettes et son action dedfini a partir de I'espace
affine A et du point de base o (c’est-a-dire les mémes que pour A).

Proposition 3.2.7. Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps Id€alérifie toujours la condition (fonc).

DémonstrationLorsqueG est un groupe de Kac-Moody déployé sur un cdfpa s’agit en fait de la valeur eK
d’'un foncteurg desK-algébres vers les groupes munis d’une donnée radidel&ysteme de racine fixé, et pour toute
K-algebreK’, les sous-groupes radiciels ¢€K’) sont isomorphes &{(, +). Etant donn@&\, il suffit donc de choisir
une extensiok? deK ramifiee de sorte quer(K2) = A, puis de prendr&® = g(K%). Le lemme 8.4.4 de [R€02]
prouve ques® est muni d’une donnée radicielle vérifiant le point 2 cssles, les points 1 et 3 sont clairs. O

RemarquelorsqueG n'est que presque déployé, il s'agit encore d’'un fonctimgK-algébres vers les groupes
munis d’'une donnée radicielle, mais le systeme de racmie vet les groupes radiciels ne sont plus isomorphes au
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groupe additif du corps.

Proposition 3.2.8. SoitD une donnée radicielle valuée vérifiant (fonc), Soitin sous-groupe dR. Alors :

1. T=T2NnG,etN=N2NG.

2. I:’action de N sur est la restriction de I'action de N c’est-a-dire = ()In. En particulier, pour toute facette
f'de A, Gn NA(f) = N(f).

3. Pour toutf e F(A), PM(f)nG = P(f), puis U(f) = UA(H) NG, M(f) = MA(F) NG, et N*.PA(f) NG = N.P(f).

4. Limmeublel = f(Z)) s'injecte dans/® = f(Z)A), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes.

5. Pour tout ac Aspn, P(a) = P*(a) N G.

6. v = v*|n. En particulier, pour tout & A, N(@) = N*(a) N G.

7. LorsqueA = R, tout point de A est un sommet spécial ddfis

Démonstration:

1. On rappelle que par définitidn= (¢, Na(U.), 0uNg(U,) est le normalisateur déd,. Soitg € G N T4, alors
pour toute € ¢, gU,gt c GNUA = U,. Doncg e T.
EtudionsN2 N G. Le groupeN? est engendré par* et par um(u), pour unu € U2 pour chaquer € ¢. On peut
choisiru € U,, il vient alorsN® = N.T2. Pour conclureN* NG = NTANnG = N.(T*NG) = N.T = N.

2. L'action deN” sur A se fait viaw® = N4/T%, et celle deN viaW = N/T. MaisN® = NT2 etTAnN =T,
doncW” = N/T = W.

3. Soitf une facette d&etg € PA(F) N G. SoitC une chambre dé* N A, on noterdJ* = U(@) etpt = ¢((f). On
rappelle la decomposition de Bruhat fine :

G=| |urn (U nntun).
neN
Soitg = uinw, l'unique écriture dey selon cette decomposition.
La méme décomposition po@*(f) donne :
PA(f) = |_| Ut n. (U Antutn) .
neNA(f)

Soitg = ufn*uj la décomposition correspondantegleSin # n*, les cellulesJ?*.n, (UA+ N nAfluA*nA) c
UAnAUA* etU*.n. (U nntU~n) c UA*nUA sont disjointes. Dona = n* e N.n NA(f) = N(f). Ensuite,
I'unicité de I'écriture dans la cellulg®+.n. (UA+ N n*1UA+n) entraineu; = U} € U(C) etu, = ub € U(C). Ceci
prouve quey € U*N(f)u* c P(f).
Ensuite, I'unicité de I'ecriture dans la décompositide Léevi PA(f) = UA(f) = MA(f), et les inclusions
U(f) c UA(f) et M(f) c MA(f) entrainent les deux egalite f) = UA(f) N G, M(f) = MA(f) N G.
Soitenfinge Gn NA.PA(F). CommeN et N* induisent le m&me groupe de transformations&(n’estjuste
le groupe de Weyl associé au systeme de raeipabexisten € N tel queng € PA(fﬁ. Alorsng e PA(f3 NG =
P(f).

4. Par construction] = G x A/< ol < est la relation d’équivalenceg,@)<(h,b) & Ine Ntgb =naetglbne

P(f), o1 f est la facette contenaat Pour7 et 7, les deux appartements de référence sont les mémes, et le
point précédent permet facilement de vérifier (fméinjecte dang’™.
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5. Soitf une facette sphériqua,c Acetp e PA(@NG. Alors p e UA(f)=MA(@)NG = (UA(F)NG)»=(M*(@)NG)
grace au point 2 et a l'unicité dans la decomposition éeilde PA(f). Le groupeM?(a) n G est le fixateur
dansG du pointa de I'immeuble de Bruhat-Tits de la donnée radicieNe(f), (Uﬁ)(@mm). D'apreés [BT72]
proposition 9.1.17, il s’agit d&(a). D’autre part, il a déja eté vu qué? (f) N G = U(f).

6. Comme le point de baseest le méme danA et A, les actionv etv* coincident suN,. Il reste a étudier
l'action de T. Rappelons que pour € T, v(t) est par définition la translation dé de vecteurv; tel que

(%) = @ (U) — @, (tut™t) pour toute € ¢ etu € U, \ {e}. L'égalité dev(t) et dev?(t) est alors conséquence du
troisieme point de la définition de la condition (fonc).

7. Clair.

Lorsqu’une donnée radicielle valugevérifie (fonc), il sera utile, étant donnée une famillepdeahorique& pour
D de savoir siQ se comporte bien vis-a-vis des extensi@fsdonnées par (fonc). Ceci justifie d’introduire encore
une définition :

Définitions 3.2.9. Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radeigluéeD.
— Pour toute partie de A, on dira que Q vérifie la condition (fon©)si D vérifie (fonc) et si pour touk < R il
existe une famille de parahorique$ Qour D" telle queva € Q, @*(a) N G = Q(a).

— Ondira que Q vérifie un ensemble de conditions (para.xx) "fonctoriellement” si D vérifie (fonc) et si pour
tout groupeA < R, il existe une famille de parahoriques‘@our D2, contenant Q, et vérifiant (parax.., Xy).

— On dira que Q vérifie (foncd¥) et un ensemble de conditions (para X, xg) "fonctoriellement” si D vérifie
(fonc) et si pour tout groupa < R, il existe une famille de parahoriques'@our D", vérifiant (para X, ..., Xx),
ettelle queva e Q, Q*(a) NG = Q(a).

— Les notations (fonc) et (fonc)(sph) désigneront respeatent (fonc)(A) et (fonc)EAy.

Nous avons vu par exemple que des guegrifie (fonc), alors la famille minimale de parahoriquesaciée vérifie
(fonc)(sph). De plus, toutes les propriétés que nousyaauns étre vérifiees par la famille minimale de paraduees
P le seront en fait fonctoriellement. En particulier :

Proposition 3.2.10. Si D est la donnée radicielle valuée attachée a un groupe de-loody G, alors la famille
minimale de parahoriques P vérifie (para dec) fonctorielént.

3.2.4 Relations directes entre les conditions (para x)

Nous étudions les relations les plus directes entre I@srdntes conditions introduites en 3.2.1 et 3.2.3. La phi-
losophie est la suivante : les conditions (para 5) et (paspf) équivalentes aux propriétés d’'incidence clagsqu
attendues d’'un immeuble. Elles ne sont pas vérifiees rargépour une donnée radicielle sur un systéme de racine
infini, on tachera cependant de déterminer des paitipsur lesquelles elles sont vraies (dans [GR08] par exemple,
on détermine des "parties avec un bon fixateur” qui en paiticvérifient (para 5) et (para 6)).

Nous nous appuirons plutdt pour construire la masure sucéaditions (paranj), (parasph et les variantes
de (para 2.1). Celles-ci ont déja une interprétatioongétrique, et ceci permettra de les descendre d’'un groaepe d
Kac-Moody déployé a un groupe presque déployé.

Les conditions (pardeq et (fonc) sont plutdt des intermédiaires techniquesifies par les groupes de Kac-
Moody déployés et qui entrainent les conditions precéels. On ne s’en préoccupera a priori plus lors de I'étiaie
groupe presque déployé.
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On étudiera les relations un peu moins directes entre aaditeans aprés avoir défini la masuréD, Q), car cer-
taines implications sont plus facilement prouvées geacet outil geométrique.

Proposition 3.2.11. Soit 9 une famille de parahoriques vérifiant (para dec) foriellement. Alors pour tout point a
et toute facette sphériguede f, N A, Q@) N P(f§ = Q(a) N P(pr«a)).
En particulier,Q vérifie fonctoriellement (para sph) et (para 2.1)(sph).

DémonstrationCommef est sphérique, on a la décomposition de Bruhd\‘/lg}(afj, dou:
P(f) U(f) = Mg(f)

U(f) = (G(¢"(f), @) . N G(¢™(f), a)

G(e™(f),a) . U(f) . N G(¢™(f), a)

P(a f”)A) U(f) . Np. P({ & f”)A)

al

Soitg € Q(a) N P(f), nous pouvons donc supposee Q(a) N (U(f) = Ng).

Dans un premier temps, supposons guest un sommet spécial. Alors quitte a multiplier par uang&nt de
N(a + fﬁ, on peut supposeg € Q(a) N (U(f3 >~ T). Soitu € U(fﬁ,t e T tels queg = u.t. Par ailleurs, soiC
une chambre dé* N A, et soientu* € U(C) N Q(a), u € U(-C) n Q(a) etn € N, tels queg = u*un. Alors
g = unntu~n = ut, et par 'unicité moduld du facteur dansl dans la decomposition de Birkfigour les chambres
C et—n"1C, on obtient que.T = T, doncg est dans la double clasee T U~. Enfin, par unicité d’écriture dans cette
double classe, on obtient = u e U(ﬁ NQ@),n=teTnN(@)etnlun=edolu =e Lélementte N@NT
fixe a, sa fagade et son adhérencay etU(f% N Q(a) fixe aet A en entier. Dong € Q(a) N P(pr «a)).

Lorsquea n'est pas un sommet spécial eil 'est dans un certai®® grace a (fonc). Le paragraphe précédent
entraine alors qué(a) N P(f3 c Q(a) N PA(pra)). MaisG n P*(pr«a)) = P(pra)) d'apres 3.2.8. O

Proposition 3.2.12. Toute famille Q de parahoriques vérifiant fonctoriellemgara sph) et (para 2.1))) pour toute
cloisonm deA vérifie (para inj).

Démonstration:

Soitae Aetg e N N Q(a). SoitA tel quea est un sommet spécial daAs, soientD” = (G*, (U2)), N4, TA... les
groupes donnés par la condition (fonc).

Il existen € N2 (a) tel queng € TANn.Q(a) c TANQ(a). Pour toute cloisom de f3 N A, @ vérifie (para 2.1)f)
d’oling € T2 n Q*(prm(a)). Commem est sphérique, par (pasph on obtientng € T2 N P*(prs(a)) ce qui vaut
TA A UAM) = (MA(f) N PA(prm(a)) par la proposition 3.2.3. Comn¥e* ¢ MA(n) on obtientng € T4 N MA(pr(a))
et par [BT72], ceci est le fixateur davs*(m) de A%, donc I'ensemble dese T2 induisant une translation de vecteur
Vi € Vecty(m).

Ceci étant pour chaque cloisainde f* N A, et comme l'intersection d;eA et des murs contenant ces cloisons est

triviale (carA est essentiel), on voit queg induit une translation triviale SLA , autrement ditnge T4 N NA(Aﬁ)
douge NA(a) N G. Or ceci vautN(a) par 3.2.8. a

Remarquel’hypothése la plus précise pour cette proposition eshériQ vérifie fonctoriellement (paraph et
(para 2.1)€) pour f dans une familler” de facettes sphériques detelle que( . Vect(f) = {0}. Par exemple la
famille ¥ des cloisons bordant une chambre donnée convient. EBrgénous appliquerons ce résultat a des familles
vérifiant (para 2.1)(sph), ce qui entraine bien (para &) pour toute cloisom.
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En assemblant les deux propositions précédentes, ovetrou

Corollaire 3.2.13. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec) Vierfonctoriellement (para inj), (para sph)
et (para 2.1)(sph).

C’est en patrticulier le cas, lorsqu® est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kaodly G déployé,
pour la famille minimale de parahoriqués

3.3 Definition de la masure borcee
3.3.1 Larelation d’équivalence
SoitQ = (Q(a))aca Une famille de sous groupes @evérifiant (para 0.2).

Définition 3.3.1. Soit~¢ la relation sur Gx A définie par :
(9,8) ~¢ (h,b) © Ine N(T)tgb=naetghne Qa)
Proposition 3.3.2. La relation~q est une relation d’équivalence si et seuleme sérifie (para 0.4).

Démonstration:
Déja,~q est toujours réflexive.

Supposons que vérifie (para 0.4).
Commencons par montrer qug est symétrique. Soieng,(a) et (h, b) tels que ¢, a) ~q (h,b). Soitn € N(T) tel que
b = naetg~thne Q(a). Alorsa = n"beth~'gn~! = n(g~thn)~*n" € nQ@)n* = Q(b).
Pour la transitivite, soientg(a), (h,b) et (k, ¢) tels que ¢,a) ~q (h,b) ~q (k,¢). Soitn € N(T) tel queb = naet
g~thne Q(a), et soitm € N(T) tel quec = mbeth~*kme Q(b).
Alors ¢ = mnaetg~*kmn= (g~*hn)n~i(h~km)n € Q(a).n"*Q(b)n = Q(a).

Réciproquement, supposorg une relation d’équivalence. Saite N(T) eta € A(T). soitq € Q(na), alors
(1,na) ~q (g7, a). D’ol par symétrie,d'n, a) ~q (1, na), donc il existay € N(T) tel quena= naetnqr’ € Q(a).
Alors n"In € Fixnr)(a) € Q(a) par (para 0.2). D'oin~1gn € Q(a). Nous avons montré quelQ(na)n c Q(a). Lin-
clusion inverse s'obtient en appliquant ce résultat’a O

3.3.2 [Efinition

On fixe un tore maximal, et une famille de parahoriqu€ssur A(To). On va construire I'objet immobilief (Q)
en se basant sur I'appartemé{T ), la construction sera bien slr indépendante du choik,de

Définition 3.3.3. Soit7(Q) = G x A(To)/ ~q. C'est la masure bordée associé€®, Q). Lorsque le contexte sera
clair, on notera juste @ pour la classe dég, a) dansZ(Q). Sinon on la noter4g, a]o.
On définit une action de G surpar ¢.[g,a] = [g'g, d].

A(To) - IQ
a ~ [lag
deZ(Q) associé a . Les images de ce dernier par les éléements de G sont lesteppents de/ (Q).

Soiter, o : . C’est Iinjection canonique de (&) dansZ(Q). Son image est 'appartement

Proposition 3.3.4. La fonction.r, o est NTo)-équivariante. Elle est de plus injective si et seulemer sérifie
(parainj).
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Démonstration:
La N(To)-équivariance découle de la définition dg.

Si Q vérifie (paranj), soienta,b € A(To) tels que (1a) ~q (1, b). Alors il existen € N(To) tel queb = naet
n e Q(a). Doncn € Q(a) N N(Typ) = Fixn(ry)(a), donca = b.

Réciproguement, supposonsinjective. L'inclusion Fixyr,)(@) c Q(a) N N(To) est vraie par (para 0.2). Pour
l'autre inclusion, soig € Q(a) N N(Ty). Alorsga € A(To) et (L a) ~o (1,9a) d’ou par injectivité dag, a = gaet
g € Fix(a). O

On suppose désormais qQevérifie (paranj), et on identifieA(To) acr,o(A(To)).

Proposition 3.3.5. Le stabilisateur de ) dans G est ).

Démonstrationl'inclusion N(To) c Stals(A(To)) est vraie par la définition deg (ou par l[aN(To)-équivariance
de l'inclusion deA(Ty) dans’).

Réciproquement, soif € G tel queg.A(To) = A(To). Soit f € F(A(To)), soita € Ar. Alorsg.a € A(T) et par la
définition de~g, il existen € N(Ty) tel queg.a = n.a. Doncg € n.P(a) c N(To).P(fﬁ. Ceci étant valable pour toute
facettef € 7 (A(To)), on obtientg € M7y N(To)-P(f) = N(To).P(A(To)) = N(To).To = N(To) (2.1.4 pour la
premiere égalité). O

Les deux propositions précédentes permettent de d&fisfructure des appartementsde) :

Deéfinition 3.3.6. La structure d’appartement sur(#) (i.e. les murs et la structureféne sur chaque facade) est celle
qui fait decr, o un isomorphisme d’appartements. Pour tout autre appartergé\(To), la structure d’appartement
sur gA(To) est celle qui fait de |g, un isomorphisme d’appartements dont la partie vectorieké I'application
V(To) — 9.V(To)
Vv —» gV
Si A= g.A(To) est un appartement, I'addition d’un point de A et d’un vectdeigV(To) Sera notéera.

(voir la fin de 2.1.1).

Par exemple, sA est un appartemend un point deA, V un vecteur de/(T), etg € G, alorsg(a +a V) =
g(a) +ga 9(V). Sine N(T), alorsn(a +a V) = n(a) +a ¥(n).v.

Proposition 3.3.7. Soit T un tore maximal de G. Soitg G tel que T = gTeg™*. Pour touta € ¢(Tp), on pose
9e Up \{8} - A

o u = (g tug)’
dicielle (G, (U)aeg.s), €t 'appartement abstrait @) qu’elle définit est isomorphe de maniér¢y-équivariante a
'appartement de g\(To) de 7.

et gy.(e) = co. Alors la famille (gp,)qcs €St Uune valuation de la donnée ra-

RemarquelLe systéme de racingg et la donnée radicielle3;, (U, )oeg.4) Ne dépendent pas du choix ge G tel
queT = gT g, contrairement a la valuatiag.

Démonstrationil est immédiat quey.¢ est une valuation. Pour celle-ci, on a pour tau€ ¢ etk € A U {oo},
9.Uokg ! = Ug. k. En conséquence, sie A(T) (resp.og € A(To)) est le point de base pogy (resp.¢), alors le
groupeN(T)o = ( {n(u) | u € Ua, @ € g4, etdpg1,(u) = O} ) qui sert & définir I'action dél(T) surA(T) dans 3.1.5 est
egal 3g.N(To)og™?, et fixe le pointg.oq.

AT — ATo)

0+V B 0.0p +T1 v
N(T)o-équivariante, et concernant I'action @leon vérifie directement avec la proposition 3.1.9 que pouttte T,
Vi = 9(Vg-itg)- o

Alors I'application est un isomorphismbl(T)-équivariant. En fiet, elle est clairement
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Grace a cette proposition, on identifie désormais poutrdce G I'appartemeng.A(To) de 7(Q) avec I'apparte-
ment abstraif(gTog ™).

Voici quelques propriétés immédiates fe

Proposition 3.3.8.

1. Le fixateur d’un point x A(To) est X). Plus généralement, pour un appartement B.A(To) = A(gTog™),
le fixateur d’un point e B est g@g~*x)g~ .

2. Soit T untore maximal,a A(T), g € G. Siga e A(T), alors il existe ne N(T) tel que ga = n.a.
3. Pour tout xe 7, le groupeFixg(X) est transitif sur les appartements contenant x.

Démonstration:

1. Si @ X) ~a X, alors il existen € N(To) tel quenx = x etg=tn € Q(X). Alors n € Fixne,)(X) € Q(X) par (para
0.2), et dong € Q(x). La réciproque est claire, le cas général aussi.

2. DansA(Ty), c’est la définition de-q. Le cas plus général s’y raméne tad(To)h™t = N(hToh™).

3. SoientA etg.A deux appartements contenanOn peut supposek = A(To). Alorsg™1x € A(To), et par le point
précédent, il exista € N(To) tel queg™x = nx. Alors gn € Fixg(X), etg.A(To) = gnATo).
m}

On prolonge naturellement la définition des sous-groupeahmriques, de maniére cohérente avec les notations
Q(x), Q(Q2) déja introduites :

Définition 3.3.9. Pour tout xe 7, on note x) = Fixg(X). Pour toute partie de 7, on note QQ) = Fixg(Q).

Remarques:

— SiAestun appartement, aic AetV e A alors le poina +4 V € A est bien défini par la formula + V =
9(g71(@) +a,) 971(V)), olig € G est tel queg.A(To) = A. Mais ceci dépend a priori de I'apparteméntontenant
aet tel quev € A considéré. On ne peut donc pas noter ce paintl. En terme de condition sur la familte,
le pointa + V est bien défini sN.Q(g*a) N N.P(g~V) ¢ N.(Q({g*a, g*(a + V)}) n P(g~V)) (ou I'addition est
faite dansA(Tp)). Ceci est une conséquence de (pafa)2 voir la section 3.9.

— Il en va de méme pour les projections ase A et fe F(A), on peut notepr, (@) la projection dea sur la
facadeA, dans I'appartemen. Le projetépr(a) est bien défini sN.Q(a) N N.P(F) c N.Q(fa, pr{(a)}), en
particulier siQ vérifie (para 2.2)f). Voir 3.7.

— Pour I'enclos enfin, di2 est une partie d’'un appartemeiton notera G{(Q) I'enclos deQ dansA. Ceci sera
indépendant dd si Q vérifie (para 5)Q2) et (para 6)Q2).

Enfin, on montre une caractérisation géométrique des-gonupes radiciels valués, k.

Proposition 3.3.10. Soit T un tore maximaly € ¢(T), u € U,. Alors I'ensemble des points fixes de u dafi§)Aest
précisemenD(a, ¢, (U)).

Démonstration:
Notonsk = ¢, (u). Par (para 0.3) et comme pour t@ut A, Q(a) = Fix(a), U,k fixe D(a, K).
Supposons que fixe un pointx € D(-a, —-K) \ M(a, k). Soientu’,u” € U_, tels quen(u) = wuu”’. D'apres 3.1.11,
V-o(U) = p_o(U”) = —k doncu’ etu” fixentx. Ainsi n(u) € Q(X). Or n(u) induit la réflexion selon le mu¥(a, k) qui
ne contient pag. Doncn(u) € (Q(X) N N) \ N(x), ceci contredit (paranj). O
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Corollaire 3.3.11. Poura € ¢(T) et xe A(T), Uy(X) = {u e U, | u fixe 3.
Corollaire 3.3.12. Soita € ¢(T), x € A(T), et ge G. Alors gU,(X)g™* = Uga(9.X).

Proposition 3.3.13. Soient Q et R deux familles de parahoriques avect R. Alors il existe une projection naturelle
G équivariantep : 7(Q) » I(R), [0, a]g ~ [0, alr. En particulier, la masure bordég&(P) correspondant a la famille
minimale de parahoriques se projette sur toutes les autesunes bordées de G.

DémonstrationSi (g, &) ~o (h, b), alors il existen € N tel queb = naetgthne Q(a). CommeQ(a) c R(a), ceci
entraine ¢, a) ~r (h, b). Doncg est bien définie. Le reste est évident. O

3.3.3 Facades d'immeuble

Rappelons que, par définition, les fagades d’apparteswiamts? sont toutes les parties de la formgA, ), avec
geGetfeF(A).
Lemme 3.3.14.Soientf = (hAy),¢ ete = (gAo)ge deux facades d’appartementsi$ie # 0, alors hf = gé.

Preuve du lemmeOn peut supposér = e. Soita € A, N (gAo)ge. Alors gla € Ay donc il existen € N tel que
gne Q(a). En particuliergn € P(f) doncg™f = nf, et d’autre pary‘a = nad’otn.f = 8 Aufinal,g*f =& O

En conséquence de ceci, la direction d’'une facade d'#mpa@nt dand est bien définie :

Définition 3.3.15. Soitf = g.(A,¢) une facade d’appartement, alors la facette vectoriellﬁeg;st appelée la direction
def. La réunlon de toutes les facades d’appartement diggés une facette vectoriellE est appelée la facade de
de directionf. On la noter ;.
Proposition 3.3.16. Les facades d¢ forment une partition de. De plus, I’applicationfﬁn—> I - est une bijection
G-équivariante entre les facettes detles facades d&. En conséquence, le stabilisateur dans G de la faggdest
P(f).

Démonstrationie lemme prouve que deux facades sont disjointes ou édadeplus,Aq est la réunion de ses

facades, dong = G.Ag est la réunion de ses facades d’appartement, et donc fecseles d’'immeuble.
L'application > I - est clairement surjective &-équivariante. S¥ ¢ = 7, soitf une facade d’appartement de

directionf eta € j. Par hypothése, il existede directiong contenant. Le lemme entraine alorE = g. O

Proposition 3.3.17. Si f est une facette sphérique deet si Q verifie (para sph), la facadg; est 'immeuble de

Bruhat-Tits du groupe I)g(F), pour tout appartemeni contenant’
Pour une facettef’ géneérale, la facade ferméE '= Uger Lg est la masure bordée pour la donnée radicielle

valuee(M(f), (U, Pa)aeqm(rs) @VEC la famille de parahoriques Q restreinté\a

DémonstrationSoit f une facette d&. Soitg = B¢ une fagcade d’appartement de directiorl existe p € P(f)
tel queB = p.Aetdoncy = p.A.. Ainsi, 7= P(f).A.. Mais commel(f) fixe A, on aZ » = Mg(f).A..
Supposonéﬁsph’erique. Alorg\¢ est un appartement pour la donnée radicielle valuéeinz(ig. Le fait que pour

touta e Ap, Mg( f3 N P(a) soit le sous-groupe parahorique pddy » au pointa permet de vérifier immédiatement que
I cest'immeuble de Bruhat-Tits dB; ¢

Dans le cas générah = Ug.r..xAg St un appartement poddy . De plusT, = Mg(f).A;, et on vérifie

directement sur la définition que ceci est la masurége pour la famille de parahoriquei( f3 N Q(a)) O

acA"
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3.4 Décomposition d'lwasawa

On prouve ici la decomposition d'lwasa@a= P(C) . N(T) . G(F), valable pour toute chamb@de A(T) et pour
toute facettd= c A. Rappelons que selon nos notations, le grage) est défini paiG(F) = ({Uy(F) | @ € ¢(T)} ),
avecU,(F) :={ue U, | F c D(a, p.(u))}. Pour toute famille de parahorig@on aG(F) c Q(F), donc la décomposition
d’lwasawa impliques = P(f) . N(T) . Q(F), pour toute facettd de A(T) et F de A(T).

3.4.1 La decomposition

Lemme 3.4.1. SoitC une chambre d&(T), soita € ¢(T) qui s’annule sur une cloisom deC. Autrement dite est
une racine simple de(C). Alors :
U(C) = U(m) = U,

RemarqueOn rappelle que pour une chamieU (C) = G(¢(C)).

Preuve du lemme:
Le groupeU, fixe la cloisonm donc normaliseJ (m). Soitu € U, n U(), alorsu fixe les deux chambres dequi
bordentm, etu € U,, ceci entrainal = e. Ainsi le groupe engendré pak, et U(m) est bien un produit semi-direct.
Il est inclus dangJ (C) car U, tout commeU () le sont U(mM) = U(C) N U(rs.C) si ry est la réflexion dand par
rapport am). Enfin, pour toute racing € ¢(6), on a soiB = «, soitB € ¢¥(M), et dans les deux ca; c U(M) > U,.
D’ou le résultat. O

Proposition 3.4.2. (Décomposition d’'lwasawa) Sdit une chambre d&(T) et F une facette de(&). Alors :
G =U(C) . N(T).G(F).

Démonstration:
La preuve est classique. Il i de prouver que 'ensemble := U(C) . N(T) . G(F) est stable par multiplication &
gauche par n'importe quel élément@eOr G est engendré pdr, par lesU, aveca € ¢((f) et par ledJg avecs une

racine simple dey(—C). D&ja, Z est clairement stable par multiplication & gauchepat lesU,. Soit dong3 = —a
une racine simple d¢(—C), montrons qué est stable par multiplication & gauche phy.

Par le lemme précédem,(c?) = U(m) < U,, avecm la cloison deC qui est incluse dans le noyau gelLe groupe
U(m) est normalisé padg, etUg.Z ¢ U(mM).Us.U,.N(T).G(F). Lensemblela, 8} = {@, —a} est un systeme de racine
fini, donc par [BT72Up.U, € (Up, Uy, T ) = Up.T{e Ta}Uy = Up T LULU ,Tra € UaU N, our, = n(u) est la
réflexion générée par un élément quelcongde U,,.

Ainsi, Ug.Z cU(M) . U, . U_, . N(T) . G(F) = UC) . U_, . N(T) . G(F).

Etudions maintenant le produit_,.N(T).G(F). Pour toutn € N(T), U_,.n = nn"*U_,n = nU_,1,. Dans la
donnée radicielle de type fini€ U_n-14, Un1, T ), (U_nte, 9-ntar (Un1a, on-10))), €N utilisant la décomposition
d’lwasawa ou de Bruhat selon qoete(F) est fini ou non, il vient)_n 1, € Uy1,.N(T).G(F). D’oti U_,.N(T).G(F) c
U,.N(T).G(F).

On a alors obtenuUg.Z c U(mM).U, . N(T) . G(F) c U(C) . N(T) . G(F). O

Corollaire 3.4.3. Pour toutes facettef c K(T) et F c A(T), pour toute familleQ de parahoriques sur @), on a

G = P(f).N(T).Q(F)
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Corollalre 3. 4 4. Soit F une facette d& et f une facette d&. Pour tout appartement A contenant F, il eX|ste Q(F)
tel quef c g.A. En particulier, il existe un appartement contenant F daypartement directeur contierft

DémonstrationSoitg € G tel quef C g.A. SoitT le tore maximal tel qué = A(T). Par le corollaire précédent,
ge Q(F)N(T)P(g*lfﬁ. Soitg = gnpune écriture dg correspondante. Alork c q.A_f. O

3.4.2 Unicite

LorsqueQ vérifie (paradeq pour une facett&, on prouve un résultat d’unicité pour le facteur ddhpour toute
décomposition d'lwasawa faisant interveRir

Proposition 3.4.5. SoientC une chambre d& et F une facette de A/ A un &léement du filtre F. Soientmi € N
tels que UC).n.G(F") n U(C).n".G(F’) # 0. On suppose de plus gqifec nC ou f c n'C, ouf est la direction de la
facade de F.

Pour tout a € F’, si Q vérifie (paradec)(a), alors A’ € N(a). Autrement dit, le facteur dans N dans la
décomposition de Lévi est uniqgue modul@N

En particulier, si Q vérifie (para dec)(a) pour toutaF’, alors mn’ e N(F).

Démonstration:
Soita € F’ tel queQ vérifie (paraded(a). Onan’ € U(C).n.Q(F’), d’otinin’ ¢ U(N"IC) . Q(F’) c U(n"1C) . Q(a) =
U(n1C) . (U(-nC)nQ(a)) . N(a) par (paraded(a). Donc il existen, € N(a) tel quen—n'n, € U(NIC) . U(-n"1C).
Par unicité du facteur o dans la decomposition de Birkfivectorielle, on obtientn'n, = e. O

En fait, I'unicité moduloN(a) d’un facteurn € N dans la décomposition d’'lwasav@ = U(C).N.Q(a), avec

fc na equivaut a I'egalite N n U(n~C).Q(a) = N(a). Nous avons juste vérifié que cette derniére est caresézp
de (paradeg(a). Nous verrons plus loin (3.7.6) qu’elle est égalemenieviarsqueQ est une bonne famille de para-
horiques.

Corollaire 3.4.6. Soit a€ A. Soitg une famille cie parahoriques vérifiant (para dec)(a) fomigtilement. Alors pour
tout sous-groupd deR, G N N2(f3).Q%(a) = N(f2).(G n Q*(a)).
Et donc siQ vérifie en outre (fonc)(a), alors G N*.Q(a) = N.Q(a).

DémonstrationSoitg = u.n.p une écriture deg dans la decomposition d’lwasav@= U(C) . N . Q(a), pour
C une chambre dé: n A. CommeP(a) ¢ P*(a), N c N, etU(C) c UA(C), c'est aussi une écriture dpdans
UAC) . N . QA(a).
Par ailleurs, soity = n*.q* une écriture venant de I'hypothéges N2(f2).Q*(a). Par la proposition précédente,
n.N2(a) = n*.N*(a). Doncg € n.Q(a), puisg € n.(Q*(a) N G), ce qui vaun.Q(a) si (fonc)(@) est vrai. o

Remarquele méme raisonnement permettra la méme conclusion lansdudiera un groupe presque déployé
par descente galoisienne.

3.5 Décomposition de BruhatBirkho ff

Proposition 3.5.1. Soient E et F, deux facettes d'un appartemer(tTA On ) suppose gu’au moins une des deux est
sphérique. Alors G= U(fl)G(Fl)N(T)G(Fz)U(fZ) ou f;, respectlvementz, est la direction de la facade de;F
respectivement £

RemarqueEn fait, I'hypothése minimale sur les facetteéset F, pour que la décomposition soit vraie, et prouvée
par la preuve a suivre est : § et f, sont les directions des facades leget F,, alors pour toutw e W(K(T)),
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#™(f; Uwf) est fini.

Démonstration:
On fixeg € G. Pour cette preuve, 'appartement par défaut’€s?), c’est-a-dire qu’on noterbl pourN(T), M(f)
pourMa(f)... .

Par la decomposition d’'lwasawa @& g € P(ﬁ) .N . G(F) = U(ﬂ).M(fZ) . N . G(Fy). CommeU(fZ) est
normalisé pa6G(F2), on peut supposer qu'il existes N tel queg € M(ﬂ) .n.

On utilise alors la decomposition d’lwasawa damgf;), avec la facettefiineF; et la facette vectoriellprﬁ(nﬁ).
Le sous-groupe parabolique (ME(fZ) fixant cette facette vectorielle est le groupe engendrdgsl, aveca €

#™(f1) N ¢(nf2) = ¢(Q), en notand = conv(f; — f; + nf;). DoncM(f;) = (G(F1) N M(f1)) . N(f1) . P(3). Notons
queﬁ est équilibrée, car les deux facetmg;(f}) et pr_ﬁ(fz) sont sphériques, incluses dadset de signes opposés.
DoncP(G) = M() < U(S) ¢ M(Q) = U(nfy). Ainsi,

g€ G(F1) . N(f1) . M(@) . U(nf2).n = G(Fy) . N(f1) . M(Q) . n.U(f)
On peut donc supposer qu'il existe N(fZ) tel que :

ge nl.M(fz).n

Les facettesiF, et n;*F; se projettent SuA;. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe muni d'une
donnée radicielle valuée finM(G3), on aM(Q) = G(¢™(), prg(n;1F1)) . N(©) . G(¢™(), prg(nF2)). Enfin, sachant
que pour toute partie deAq, G(¢™(Q), F) ¢ G(( F, Vect(@) ),), on arrive &

M(3) c G(n;F1) . N(B) . G(nFy)

, puis :
g € mG(n;*F1) . N(Q) . G(nF2)n = G(F1) . mN(@)n . G(F2) € G(F1) . N . G(F2)

Corollaire 3.5.2. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettestf~ d’'un appartement i), si 'une
des deux est sphérique, alors :

G = Q(F1) . N(T) . Q(F2)

Corollaire 3.5.3. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facetteeti de 7(Q), si I'une des deux est
sphérique, alors il existe un appartement contenanti».

DémonstrationSoit A(T) un appartement contenalRt, soitg € G tel queF, c g.A(T). Par la décomposition
de BruhatBirkhoff, G = Q(F1) . N(T) . Q(g~*F2). Soitg = qincp I'écriture correspondante ag Alors F; U F, C
qlA(T) m}

3.6 Construction de familles \erifiant (para deg

Lemme 3.6.1. SoitC une chambre d&, m une cloison d€, et ac A tel quef:‘ c m. Soite € ¢ la racine telle que
a(C) > 0 eta(n) = 0. Pour toute famille Q de parahoriques vérifiant (para sphjjpara 2.1)¢h) on a :

Q@) NU(C) = (Q(a) N U(M)) = U,(a) -
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Preuve du lemmeSoitg € Q(a) N U((f). On sait par le lemme 3.4.1 qlll.la((f) = U(m) = U,, il existe donc une
décompositiory = u.u, avecu € U(m) etu, € U,. CommeU(C) c P(n), on ag € Q(a) N P(M) = Q({a, prm(a)})
par (para 2.1){). Le facteuru € U(m) fixe toute la facadeé\., on en déduit que, € U, N P(pry(a)), c’est-a-dire
U, € U,(a). En particuliery, fixe a, doncu aussi :u € U(m) N Q(a). O

Proposition 3.6.2. Soite un signe, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (psyd) et (para 2.1)) pour toute
cloisonm de signe. On suppose qugla famille minimale P vérifie ayggira2.1)(m) pour toute cloisorm. Alors
pour tout a€ A° et toute chambr€ def; N A¢, 'ensemble :

R(@) = (Q(@ nU(C)) . (P@)nU(-C)) . N(a)
est un sous-groupe de(§) contenant Ra). Il est en outre indépendant de la chamtiele fz‘ N A¢ choisie.

Si on définit en outre @) = Q(a) pour tout ae A\ A¢, on obtient une famille de parahoriques R incluse dans Q
et vérifiant (para dec) pour les chambres de signe

Démonstration:

Supposonsg = +. Soitae A etC une chambre d&*, notonsR~(a) = (Q(a) N U(@)) . (P(a) N U(—(f)) . N(a).

Commencons par montrer qé(a) est indépendant de la chamiede f:;‘ - il suffit de prouver qudR«(a) =
Rr”é(a) pour toute racine simple de ¢(C) N ¢m(f2). Soita une telle racine, af, la cloison deC correspondante.
D'apres le lemme précédei@(a) N U(C) = (Q(a) N U(M,)) . U,(a) et de mémeé(a) N U(-C) = (P(a) N U(-my,))
U_.(a). De plus,U,(a) normaliseP(a) N U(-y,). Ainsi :

Rs(a) (Q@ NU(My)) . Ue(a) - (P(@) N U(-1My)) . U_a(a) . N(a)

(Q(@) NU(My)) - (P(a) N U(-m,)) . Us(a).U—o(a) . N(a)
L'ensembleU,(a).U_,(a) est inclus dans le groupe avec donnée radicielle valageM(m,). Il est méme inclus

dans le fixateur Figm,)(Prm,(a)) du point pry (a) de 7y, limmeuble de Bruhat-Tits dévi(m,). Or ce fixateur

est égal aJ,(a).U_,(a).(N(a) n M(M,)) = U_,(a).U.(a).(N(a) n M(m)) d’apres [BT72]. DondJ,(a).U_,(a) C
U_.,(a).U,(a).N(a) et finalement :

Re(a)

(Q@E) NU(M,)) . (P(@) N U(-1)) . U_a(a).Ua(a).N(a)
(Q(a) N U(mx))-U—a(a) . (P(a) N U(_mr))-ua(a) . N(a)

Or ¢(r,C) = (#(C) \ {a}) U {—a} et similairement pous(-r,C), donc le lemme précédent indique qu@&) N
U(My)).U-.(a) = Q@) N U(r,C) et (P(a) N U(-m,)).U,(a) = P(a) N U(r,C). Nous avons bien prouvé qiRx(a) =
R,H@(a).

On peut maintenant not&(a) au lieu deR<(a). Pour montrer qu’il s'agit d’'un groupe, il fit de montrer qu'il
est stable par multiplication & gauche @g) et parN(a). Commencons par la stabilité par multiplication @g).
CommeG(a) = U(fQ).({Ua(a) lae ¢m(f;)} > il suffit de voir la stabilite sous la multiplication par(f,) et par
les U,(a), @ € ¢™(fa). Pour toute € ¢™(fy), il existe une chambr€ c f positive telle quer € ¢(C). Alors
U.(a) c Q(a) n U(C) d'oli U,(a).R(@) c R(a). Passons &J(f;) : pour n'importe quelle chambr€ de fg‘, on a
U(fa) c Q@) nU(C), d’otiU(f2).R@) c R(a).

Pour finir, soith € N(a), fixonsC une chambre positive. AlonsR(a) = n.R=(a) = n(Q(a) N u©)) . (P@@) n
U(-C)) . N(@ = (Q@) nU(nC)) . (P(@) N U(-nC)) . NN(@) = R () = R(@).

Ceci prouve qudr(a) est un groupe. |l est clair que(a) c R(@) c Q(a), et ceci entraine immédiatement que
(R(a))aca €St une famille de parahoriques. De plus, pour toute cha@pesitive, Q(a) N U(C) = R(@) n U(C) et
P(a) N U(-C) c R(@) N U(C) doncR vérifie (paraded(C). O
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RemarqueCeci et la proposition 3.2.11 prouvent que pour la famillaimale de parahoriqud’ les conditions
(para 2.1)(sph) fonctorielle (et méme (para 2.1) fonelaur les cloisons) et (padeq fonctorielle sont équivalentes,
car pourQ = P, on obtientR = P, quel que soit le signechoisi.

Corollaire 3.6.3. S'il existe une famille de parahoriques vérifiant (para yeh(para 2.1)() pour chaque cloisom,
alors la famille minimale P vérifie (para dec).

DémonstrationPour toute cloisom, le fait queQ vérifie (parasph) et (para 2.1){) entraine qué® vérifie aussi
(para 2.1)@), nous sommes donc bien dans les conditions d’applicagda groposition.

Soita € A, soitC une chambre déf( N A. Soite le signe deC. Soit R la famille de parahoriques construite par
la proposition, alorg¥(a) = (Q(a) N U((f)).(P(a) N U(—@)).N(a). Prenant I'intersection avde(a), il vient P(a) =
P(a) N Re(a) = (P(a) n U(C)).(P(a) N U(-C)).N(a). o

3.7 Bonnes familles de parahoriques
3.7.1 Une condition siffisante pour (para 2.2)

Nous avons déja vu au 3.2.13 que la condition (ple@ fonctorielle implique (parinj), (parasph et (para
2.1)(sph). Nous pouvons maintenant, grace a la décaitigpod’lwasawa, prouver qu’elle implique également @ar
2.2)(sph), autrement dit que toute famille vérifiant (pdeg fonctoriellement est une bonne famille de parahoriques.
Proposition 3.7.1.

1. Soit Q une famille de parahoriques qui vérifie (para dem)ctoriellement. Alors Q vérifie (para 2.2)(sph)
(fonctoriellement).

2. Soitf une facette telle que Q vérifie (para Z.E)).(On suppose de plus que Q vérifie (parainj). Alors Q v&rifi
(para 2.1)(f3. En particulier, toute bonne famille de parahoriquesifré (para 2.1)(sph).

Remarquekes conditions du deuxieme point sont plutdt plus failgjes celles du premier point, et sa preuve plus
simple, on peut donc considérer (para 2.1) comme plusfgjb¢ (para 2.2).

Démonstration:

1. Rappelons que vérifie (parasph), (para 2.1) et (parm ) par la proposition 3.2.11. Saite A et f une facette
spheérique dan$:. Soitg € N.Q(a) N N.P(f), on peut supposey € Q(a) N N(f2).P(f). Grace a (fonc), soit
tel quea est spécial dand?, puis soitn € N*(a) tel queng € PA(ﬁ. CommeQ veérifie fonctoriellement (para

2.1)(f) puis (parasph, on ang e Q*(2) N P*(f) = Q*({a, pr(a)}) c P*(pr(a)). D'ourg € N*(a).P*(pr{a)) n

G. Le pointpra) étant sphérique, la famill@ vérifie (fonc)(r (a)) (par 3.2.8, 5) et (pardeg(pr (a)) (grace

a 3.2.3, 6). Par le corollaire 3.4.6, puis la propositica 3. 1, on obtieng € Q(a) N N.P(pr«a)) = Q(a) N
N.U(F).G(¢™(f), a). CommeG(¢™(f), a) c Q({a, pr«a)}), on peut suppose& e Q(a) N NU(f).

Soit C une chambre dont I'adhérence contiéﬁlSoitg = nu une écriture dg correspondant g € N.U(ﬁ
etg = n'u“u une écriture correspondantgac Q(a) = N(a).(U(—(f) N Q(a)).(U((f) N Q(a)) (obtenue par
(paraded(a)). Alors n™in’ = u(uf)"L(u)L. Etu(u®)~! € U(C). Donc par I'unicité dans la décomposition de
Birkhoft vectorielle d&G, on obtientu = u® € U(fj N Q(a) c Q(fa, pr{a)}). Doncg = nue N.Q({a, pra)}).

2. Soitg € Q(a) N P(f). D'aprés (para 2.2)), on a alorsy € N.Q({a, prA@)}). Soitg = nqI'écriture correspon-
dante, on @ = g.a=n.a d'olin e Q(a) NN = N(a) grace a (paran j). De mémef = g.f = n.f d’otin € N(f).
Mais commeN agit de maniérefiine surA, n e N(&) N N(f) = N(a+ ) c Q(fa, pr{a)}).
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Corollaire 3.7.2. Toute famille de parahorique3vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctohighent (para sph),
(parainj), (para 2.1)(sph) et (para 2.2)(sph), c’est domeibonne famille de parahoriques.
C’est en particulier le cas pour la famille minimale de pacaigues dans un groupe de Kac-Moody déployé.

DémonstrationC’est une conséquence du corollaire 3.2.13 et de la priposi-dessus. O

3.7.2 Projections

La condition (para 2.2)‘6 entraine que la projectiqor (a) est bien définie dans, des que‘; c ? indépendamment

de I'appartement contenaatet f considéré. Ainsi, dans une bonne famille de parahoridaesnjonction de (para
2.2)(sph) et de (parsph permettra souvent de ramener une preuve a une étude darfasgade sphérique, donc dans
un immeuble fine, bien connu grace a [BT72].

Proposition 3.7.3. SiQ vérifie (para 2.2)(), alors la projection py est bien définie sur la réunion de¢TAq tels que
f'ugc A(T) etg c f. Pour toutge G, on a gpri(a) = pry{9.a).

Démonstration: .
Soita dans une fagadg(T)q telle quefﬁu gc A(T)etgc f’ Soit T un tore maximal de référence, sgit G tel que
0.A(T) = A(Ty). Alorsg. fﬁetgg sont deux facettes d@(TO) telles queg.g c Vect,g(TO)(g. f3 doncla projectiorprgf{ga)
est bien définie dan&(To). On veut posepr {a) = g‘l(prgf{ga)), il s’agit de veérifier que ceci est indépendanfidet
deg.
Soigent doncT’ et g d’autres choix possibles. Alogg™ envoiega etgfésur un autre point dé(Ty) et une autre
facette deA(To). Doncg'g™ € N(To)Q(ga) N N(To)P(gf). Ceci vautN(To)Q({ga pr,(ga)}) par (para 2.2)f). Soit
n € N(To) tel queg'g™ € n.Q({ga, pry(ga)}). Alors g'g~(pry{(9a)) = n(pry{9a)) = pr,,(nga) = pry {g'a). Ceci
prouve quey(pry9a)) = (') *(pry {9'a)). =

3.7.3 Congquences vares

On rassemble ici quelques petits résultats obtenus aumus® projections pour une bonne famille de paraho-
riques.

On peut dans une certaine mesure caractériser un poihtpde ses projetés dans diverses facades. Par exemple,
on prouve le :
Lemme 3.7.4. Soit f une facette d&, et Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) etrg2.2)(m) pour

toute cloisomm def* N A. Alors pour tout ue U(fs, pour tout ac A tel quefﬂc fg‘, ouua=a,oubienwua¢ A.
En terme de groupes, ceci s’écri{ §) N N.Q(a) c Q(a).

Preuve du lemmeSoita € A, supposonsi.a € A. Soit m une cloison def* N An fg‘, alorsu € P(m), donc
u.pra(a) = pra(u.a) € An. Ainsi u envoie le pointpry(a) sur un autre point de I'appartemefyy. Sachant que fixe
par ailleurs un cdne ouvert dy, (c’est-a-dire une demi-droite, puisque dig) = 1), et quel, est un immeuble
affine (en fait un arbre), ceci entraine query(a) = prp(a), d'ol pry(u.a) = pry(a).

Donca etu.a sont deux points d& dont les projetés sur tous lég, pourm une cloison de* N An f} coincident.
Ceci entraine qua u(ai est dans l'intersection de cas Mais celle-ci est triviale dansf;. O

Voici la premiére conséquence de ce lemme :
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Proposition 3.7.5. Toute famille de parahoriques vérifiant (para sph), (parg)j (para 2.1)) et (para 2.2)fh) pour
toute cloisorm vérifie aussi (para dec).

Remarquegrace a 3.7.1, on peut remplacer I'hypothése (parar®) Pér (paranj).

Démonstration:

Soita € AetC e F(f: n A). Par la decomposition d'lwasaw&, = U(C).N.P(a). Prenant I'intersection avec
Q(a), ilvientQ(a) = (U ((f).N N Q(a)).P(a). Mais le lemme entraine facilement (avec (pi&rg) queU ((f).N NQa) =
(U(C) N Q@)).N(a). Dot Q(&) = (U(C) N Q(a)).P(a). . .

MaintenantP vérifie (paradeqd par le corollaire 3.6.3, dore(a) = (U(C) N P(a)).(U(-C)nP(a)).N(@) c (U(E)n
gga;;.g\lu( (;é) N Q(a)).N(a). D'oul le résultat Q(a) = (U(C) N Q(a)).(U(-C) N P(a)).N(a) c (U(C) N Q(a)).(U(-C) n

a)).N(a). m]

Remarquet.e résultat obtenu est méme un peu plus fort : on a vuQ@(ae = (U((f) N Q(a)).(U(—(f) N P(a)).N(a).

Wu le corollaire 3.7.2 et la proposition 3.2.12, dans le casaodonnée radicielle est fonctorielle, on a donc pour
toute famille de parahoriqué&3équivalence entre les assertions suivantes :

— Q est fonctoriellement une bonne famille de parahoriques.

— Q vérifie fonctoriellement (pardeqg.

— Q vérifie fonctoriellement (paraph), (para 2.1){) et (para 2.2)§) pour toute cloisom.

— Q vérifie fonctoriellement (paraph), (parainj), et (para 2.2)f) pour toute cloisomm.

Pour une familleQ vérifiant (parasph), (parainj), et (para 2.2) pour les cloisons, le lemme implique auégdlité
NN U(@).Q(a) = N(a), pour toute chambr€ de A et tout pointa € Atels quef; € 8 Et ceci permet, comme en
3.4.5, de prouver l'unicité modul(a) du facteur dansl de la décomposition d’lwasawa :

Proposition 3.7.6. Soit Q une bonne famille de parahoriques. Soiéntine chambre d& et a € A. Alors NN
U(©S).Q@) = N@) si fac C. B B
En conséquence, pour tougm€ N tels quefZ1 cnCouf,cnC ona:

UC).n.QE)NnUE).n.Q@) #0 = n*n e N@ = U(C).n.Q@E) = UC).n".Q@).

DémonstrationLe premier point découle du lemme 3.7.4, la suite est imatédvoir la partie 3.4.2). O

Proposition 3.7.7. On suppose que Q vérifie (para 2@)(pour toute cloisom. Soity = {ax, ...,ax} € ¢%(C) un
ensemble réduit de racines, rangées dans un ordre gragrio{Ceci signifie que pour tout ker(a;) contient une
cloison incluse dans l'intérieur d@);.; D(a;), voir par exemple [R€02] 9.1.2).

Soitu= uj...ux avec y € U,,. Alors :

Fixa(u) = () Fix(u) = () Dlas. ¢ ()

Démonstration:
La seconde égalité vient de 3.3.10. Pour la premiergllision >” est claire.

Soita € Fixa(u). Par hypothese, il existe une cloison, incluse dans ket;) et dans l'intérieur de ., D(a;).
Ainsi, u € P(my), et pour toutj > 1, u; fixe Ay, . Doncu agit surAy, commeu;. Par la proposition 3.7.8, etu; fixent
le pointprg, (a). Ceci entrainei; € U, (prs, (8)) = U, (8).

Maintenant I’élémenuzlu = Up...Ux fixe a et est le produit d& — 1 éléments de groupes radiciels dans un ordre
grignotant, par récurrence on obtient que pour tauf2, k], u; € U,, ().

D'oli U € Uy, (a)...U,, (a) eta e MK, Fix(w). 0
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3.7.4 Decomposition de Levi

La proposition suivante donne dans certains cas une dézsitign de Lévi pouQ(L?) :

Proposition 3.7.8. Soit f une facette sphérique d& soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para Zﬁ)ét
(para 2.2)(M) pour chaque cloisom def* N A. SoitQ une partie de A telle que €8) = f . Alors :

AR = (U(f)n Q@)= (N©).G(¢"(F).Q))
(VB nQ@)=Q((a.f),) .

Démonstration: }

Il est clair que(U(f) N Q(Q)) = (N(Q).G (¢™(f), 2)) c (U(F) n Q@) = Q(( . T),) ¢ AQ).

Soitg € Q(2). NotonsQ = pr{Q), d'apres (para 2150, g € Q(Qp). D'apres 3.2.3, 2, 0on g € U(f) =
(N©QP-G(e™(1). Q). MaisG(¢™(f). Q) = G(¢™(f). ), on peut donc supposgre (U(f).N(Q)) N Q(Q). Mainte-
nant, le lemme 3.7.4 entraimges (U(ﬁ N Q(Q)) . N(Q). m]

Cette proposition permet, pour prouver qQevérifie (para ﬂ*)(fq), de se ramener a I'étude dUa(F) N Q(a),
comme l'indique le corollaire suivant :

Corollaire 3.7.9. Soit Q une famille de parahoriques verifiant les hypotkefgela proposition. Si a est un pointd'une
facade A avecg C f alors :

Q(a) N P(f) (U(f) N Q@) = (N(a+ f).G(¢™(f). a))

(UfhnQ@)=Q((af),)

DémonstrationAyant remarqué qué(a) N P(ﬂ = Q({a, prg{a)}), on applique la proposition@ = {a, pr{a)}.o

Nous avons ainsi obtenu une décomposition de Lévi pourdepe Q(Q) lorsque Clﬁ) est 'adhérence d’'une
facettefﬂsph’erique. Cette décomposition repose sur la décotmposie Lévi vectorielle dé>( fﬁ. Il'y a un autre cas
ol1 on dispose d’une décomposition de Lévi vectoriellestpour le fixateur d’une parti@ equilibrée (c’est-a-dire
une union finie de facettes sphériques dont au moins unesiive et une négative). Ceci fournit naturellement une
décomposition des group€XQ) correspondants. De plus, dans le cas équilibré on disgame bonne description
du facteur unipotent.

Proposition 3.7.10.SoitQ une partie de A contenant au moins un point sphérique esitin point sphérique négatif.
On suppose que Q est une bonne famille de parahoriques. Alors

Q(Q) = U(Q) = (M(%) N Q(Q))
avec

U@ = G @)= [] U

QE¢Eed (ﬁ)

M@B)NQE) = N(Q).G(¢™A).Q).

(Le produit dans WQ) peut s'gfectuer dans n'importe quel ordre.)
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Démonstration:

Soientf* et f~ des facettes maximales de ﬁ)(m At et Cl(ﬁ) N A-. Alors Vect(fﬁ) = Vect(fi) = Vect(CI(ﬁ)),
donc M(fi) = M(fi) = M(Cl(ﬁ)) = M(ﬁ). De plus,fﬁ+ U f- est une partie équilibrée, donc son fixateur admet la
decomposition de LeW(f* U f~) = U(f* U ) < M(E).

Soitg € Q(Q). En particulierg € P(Q) = P(CI()) c P(f* U f7), doncg € Q(Q) N (U(f* U ) = M(R)). Soient
ue U(fﬂ+ v fi) etme M(ﬁ) tels queg = um Montrons ques etm fixentQ.

Soitw € Q. Alors f* U f~ U f,, est une partie équilibrée, donc

P(fruf-uf)=Uu(f*uf uf)«Mf*uf uf)=Ufuf uf)=M@Q).
Le groupeU(fﬁ* uf-u f:,) fixe toute la fagadé\f;, donc

g€ Q) NP(fr U f U f) =U(f" U U ) = (M(&) N Qw)) -

Jy

Mais U(f* U f~ U f,,) ¢ U(f* U f7), doncg = umest également I'écriture dg dans la décomposition de
Q) n P(fﬁ uf-u fz,) qu’on vient d’obtenir. En particulieg et m fixent w.
On a ainsi prouvé :

QQ)

= (M(@) N QQ))

[ () v ufuf)

fer (@)

(U U ) N Q) = (M(@) N Q) .

Etudions le premier facteur. Comnié U f~ sont deux facettes sphériques de signes opposés, orasfrRgD?2]
6.3.1 quel(f* U f™) = G(¢"(f* U 7)) = || P (o) U,, pour un ordre qu’on peut choisir grignotant w‘;d(fi U

fi) (carg(T) est réduit). Alors la proposition 3.7.7 permet de mondyee :
QY NU(fFuf)= [ Uu@.

aedt (Fruf)

Mais sia ¢ ¢¥(Q), alorsU,(Q) = {e}. D’'oui finalement :

Q) NU(fruf)= [] Uu@).

aedl (@)

Passons a la description Nﬂﬁ) N Q(Q). Soitm e M(ﬁ) N Q(Q). Soitw € Q. Soit f= prf;(f?), oUe est un signe

de f,,. Il Sagit d’un facette sphérique. Par (para 2f})guis 3.2.3m € Q(pr{w)) N M(S) = N(pr {w)).G(¢™(S), w).
CommeN(pr«w)) = N(pry. (w)), on obtientm € Q(pr. (w)). Au final, mfixe la partiepr, (©2), d’ot, encore avec
3.2.3:

me N(pr. (2))-G(#"(D), Q) N QQ) = N(Q).G(¢"(4), ) .

Corollaire 3.7.11. Dans les conditions de la proposition(Q) = N(Q2).Q(CI(€2)).

Exemple3.7.12 LorsqueQ = D(«, k) est un demi-appartement dans un apparterglat proposition donn€(Q) =
Uyk = H. SoitQ’ = (N ,&) U M(a, K), alors CIQY’) = Q, N(QY') = N(Q), & = M(a), et la proposition donne alors
Q(Q) = Q(Y) = {e} < (H.U, k). On peut ainsi obtenir plusieurs décompositions de tygpg d’'un méme groupe, selon
gue les facteurs de la forntg, (Q) tels queU_,(Q2) = {e} sont considérés comme inclus dans le facteur unipotent ou
dans le facteur de Lévi.

On préferera slirement les placer dans le facteur umpatepour obtenir ce résultat il faut appliquer la profiosi
a la partie CI2) au lieu deQ.
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3.8 Labonne famille de parahoriques maximale

Définition 3.8.1. Soit Q une bonne famille de parahoriques. On définit :
Q@) = {g e P(fa) | Ve () N Zspn 9.pr(a) = pr, ()}

Ainsi Q(a) est I'ensemble des éléments@ejui permutent les projetés aedans les facades sphériques.

Lemme 3.8.2. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) etr§2.2)(sph) fonctoriellement. Sditun
sous-groupe d&. Alors I'application

IQ - I(QY
[g’ a]Q = [(g’ a)] QA

est bien définie, G-équivariante, et compatible aux mipas (c’est-a-diray(pra)) = prw(a)) pour toute facette

1/

f’ sphérique et tout & Aq avecd c B Elle induit une injection de(Q)sph dansZ(Q*)spn, €t plus généralement,
limage inverse d’un poini(g, a)]o:, a € A et ge G est de cardinal 1 dés que GN*.Q*(a) = N.Q(a).

Preuve du lemmeét est clair quey est bien définie gb-équivariante. Elle est également compatible aux ptaes
dans 'appartemer&, puis parG-équivariance suf(Q).

Détaillons un peu linjectivité : soiers,h € G, a,b € Atels que §,a) ~os (h,b). Alorsgh € N*.Q*(@) N G, et
par hypothese (ou par 3.2.8 pour un pairsiphérique)N*.Q*(a) N G = N.Q(a). D’oli (g, a) ~q (h, b). O

Proposition 3.8.3. Pour toute famille de parahoriques Q fonctoriellement ber@ est encore une famille de para-
horiques fonctoriellement bonne pafx. Elle vérifie en outre (fonc), et (para 2.1), et non justergp2.1)(sph).

Démonstration: _

Pour touta € A, Q(a) est un sous-groupe d%(f;) contenant)(a) et doncP(a) d’apres 3.7.3. De plus, (para 0.4)
est claire, don® est une famille de parahoriques.

Sia € Agpn alors f; est une facette sphérique dg donc par définition deQ(a), on a pour touty € Q(a),
g.a=g.pr a(a) = prgfa(a) a. DoncQ(a) = Q(a) = P(a), carQ vérifie (parasph. DoncQ vérifie (parasph.

Montrons (fonc). Soia € Aetg € QA(a) NG. Soitf e (fﬁ)sph Soity : 7(Q) — 7(Q*) comme dans le lemme.

On ay(g.pr @) = gu(pr(@) = 9.pr {(¥(@)) = pry{((a)) = Y(pr,e(a)). Mais commepr (a) est un point sphérique
ety est injective su (Q)spn Ceci entraine qug. pr;(a) pryi(a).

On prouve ainsi qug € Q(a).

Etudions (para 2.1). Sagte A, fe f?;“ etqge (5(a) N P(fj. Pour montrer qug € (5(prf{a)), il suffit de montrer que
pour toute facetté € (fa‘)sph, g.pri(prea)) = prq‘ﬁ(prf{a)). Mais pri(prea)) = pry(a), et prq‘ﬁ(prf{a)) = prqﬁ(a), le
résultat en découle.

La condition (paranj) est alors conséquence de 3.2.12.

Il reste a voir (para 2.2)(sph). Soit doae A, f’ une facette sphérique dg etg e NQ(a) N P(ﬁ N(fa)Q(a) N
P(f). SoitA < R tel quea soit spécial dana?, il existe alors € T2 tel quetg € Q*(a) N PA(f), donc par (para 2.1}
pourQ?, tg € Q*({a, pr A@)}) puisg € TAQ ({a, pr A2)NNG c TAP*(pr{a))NG. Alors, commepr «(a) est sphérique,
P2 vérifie (paraded(pr {(a)) donc par 3.4.6, 3.2.8 point 5, puis 3.28¢ N(f).P(pr{a)) = N(f).U(f).G(¢™(f), a).
Quitte a multiplierg a droite par un élément d&(¢™( f3 a), eta gauche parun elementl‘deﬁ on peut donc supposer
g € N(f2).Q@) n U(f).
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DansG*, ceci donnegg € TA.QA@) N UA(f) puisquea est spécial dans?. Soitt € T4 tel queg € t.Q*(a),
alorst™g € Q*(a) n P(fA* N A), donct1g fixe tous les projetés de sur les facades sphériques de direction dans
f*nAN f;*. En particulier, soith une cloison dan$* N An f;*, alorsg.prp(a) = t.prm(@) € An. CommeAy est une
facade sphérique, le lemme 3.7.4 y est toujours vrai, \etitgueg € UA(F) entraine alorg.prq(a) = pra(a). Donct
fixe la facadeAy. Au total,t induit surAg une translation de vecteur inclus dans chaque YW@qiburm une cloison

dansf* n An f;*. Lintersection de ces hyperplans etﬂg est triviale, dond fixe Ap.etge Q*a)n UA(f3 NnG.
Appliguant (para 2.1)‘6, puis (fonc), on obtieng € Q_A({a, pr{a)) NG = Q_({a, prya)}). O

Lemme 3.8.4.Soient Q et R deux familles de parahoriques vérifiant (paula) £t (para 2.2)(sph). On suppose que

Q - IR
[g9.lq ~ [g,_a]R
induit un isomorphisme enti&Q)sph €t 7 (R)spn, €t pour toute facette sph'eriqﬁepour tout point a tel queEZ1 ch, on
ay(pry(a)) = pra(¥(a)).

Preuve du lemmél est clair quey envoiel (Q)sph sur 7 (R)sph Montrons qu’elle est injective suf(Q)spn Soient
g.h e G, abe Agpntels que ¢,a) ~r (h, b). Alors il existen € N tel queb = naetg—thn e R(a). MaisR(a) = P(a) =
Q(a) carRet Q vérifient (parasph). D'oul (g, @) ~o (h, b).

LorsqueQ et R vérifient (para 2.2){) pour une certaine facetfe la compatibilite entrey et pr; est claire sur la
définition. O

pour tout ae A, Q@) c R(a). Alors le morphisme surjectif G-équivariant d'immeubfes

Proposition 3.8.5. Pour toute bonne famille de parahoriques Q, sa compl’e@(nrst égale a celle de P.

Démonstration:Soity : I(P) — I(Q) comme dans le lemme. Saite A g € I5(a) etf e (fz‘)sph. Alors
g.pr(a) = pryg{(a), d'ou, puisquey estG-equivariante et compatible aux projectiogspr{a) = g.pr{(y(a)) =
pry(¥(a)) = pry¢(&). On obtient ainsg € Q(a), puisP c Q.

Pour I'autre inclusion, soig € Q(a), fe (f:’{)sph. Alors y(g.prqa)) = g.prf{(//(a)_) = _prgf{w(a)) = zﬁ(prgf{a)).
Alors par injectivité dey surZ(Q)sph 0N obtient dang’(Q), g.prHa) = _prg;(_a). DouQc P.

Maintenant, pour toute bonne famili@de parahoriques, on@c Q = P. O

Corollaire 3.8.6. Supposons qu'il existe une famille de parahoriques foellement bonne poub.

Alors P est I'unique bonne famille de parahoriques maximale, esP'anique bonne famille de parahorique
minimale.

Ceci est en patrticulier le cas dans un groupe de Kac-Moogyaé&.

DémonstrationOn a déja vu qué est I'unique famille de parahoriques minimale, et grace@rollaires 3.6.3
et 3.7.2 qu’elle est bonne des qu'’il existe une famille depariques fonctoriellement bonne padr ConcernanP,
il s’agit des deux propositions précédentes. O

3.9 Tres bonnes familles de parahoriques

On donne maintenant quelques propriétes/@®) lorsqueQ est une bonne famille de parahoriques vérifiant
certaines hypotheses supplémentaires. Ces hypoteégpEmentaires sont vérifiees par exemple par la fardél
parahoriques construite par Guy Rousseau pour un groupackdiiody déployé ([Roul0]), elles le seront encore
par la famille de parahoriques que nous obtiendrons pouraupg presque déployé dans la partie 5.
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3.9.1 ActiondeZ sur I’

Proposition 3.9.1. Soit f une facette dé. Si Q vérifie (par.2+)(f), alors pour toutv € f et ac A tel quefa c f,
pour tout appartement B contenant afeton a a+a V = a +g V. Autrement dit, 'opération & Vv est bien définie, et
indépendante de I'appartement contenant & ebnsidére.

A
De plus, tout appartement contenant afetontient alorsa + f , et cet ensemble est indépendantde A. On pourra

donc le noter justa + f.

Démonstration: A
Soitg € G tel queg.B = A. Alorsg € N.Q(a) n N.P(F) = N.Q(a+ fﬁ) (adhérence dans). On peut supposer
A

ge Qa+ f ), en particulierg fixe a+a V, doncg™(a +a V) = a+a V. Mais par définition de la structuréfme sur les
appartementg *(@a+a V) = g71(@) +g1a g (V) =a+g V. D'olla+aV=a+g V.

A A
Ensuite, le fait queB = g'A, avecg™ € Q(a+ f ) entraine quea+ f < An B. Or de maniére générale,
ﬁA —971A . .. ﬁB —)A
gla+f =gla+glf ,onobtientdonciciqua+f =a+f . o

3.9.2 Existence d'isomorphismes entre appartements

La condition (para 2*)(sph) permet également de prouver (para5) pour certgiaggesQ. Cependant, une
condition un peu plus faible fit, il s’agit de :

(para 21+-)(f) : Vg e U(f), il existea € A tel queg € Q(a+ (f*n K))

Remarques: .
- CommeU(F) =g U((f), ouC parcourt 'ensemble des chambresfde A, un élementi U(fj fixe toujours

un cone dirigé par chacune de ces chambres. Lorgqasmd’ejé une chambre, (para*Z)(fq) est donc toujours
vérifiee. Pour une facette générale, cette conditiqgroise que la réunion de ces cones fixés soit connexe.
— Cette condition est clairement vérifiee@iérifie (para 21*)(C) pour toute chambr€ de f* N A,

Lemme 3.9.2. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p2ds~)(sph).
1. Soit A un appartement dgQ), soit fe ?(Ksph), Q c Arpetge P(Q). Alors il existe une parti€), C A et

n e N(Q) tels que pHQo) = Q et nge Q(Qp + fj.

2. Soitf une facette sphérique. SoitaA tel quef; C Vecty( f3 et telle que soiff, est sphérique, soit, et f sont
de méme signe. Alors :

— vge Q@ n P(f), Ibe a+ f'tel que ge Q{al Ub + ) c Q(fa, pra)))
~ Vge NQ@) n P(f), 3b e a+ f'tel que ge NQ({a} U b+ f) ¢ NQ({a, prA@))).

3. La projection pg(a) d'un point a€ | sur une facadd avec f sphérique est bien définie lorsqu'il existe un
appartemenf contenant, U f, tel quefa c Vecty(f) et{ f, est de méme signe gtieou f, est spheérique On
a alors pour tout g G, gprda) = prgf»(ga).
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Le deuxiéme point constitue un renforcement de (parasbh)(et de (para 2.2)(sph), non seulement car il prouve
gu’un cdne dirigé pafﬁest fixé, mais aussi car il s'applique Iorsqﬁe: Vect(fj et non seulement Iorsqu‘é c f.

Preuve du lemmeOn sait par 3.2.3 qu(Q) = N(Q).U(f).G(¢"(f), Q). Soientn € N(Q), u € U(f) etm ¢
G(¢m(f3,Q) tels queng = um Par (para Z**)(ﬁ, il existea € Atel queu fixe a + f* N A, et ceci contient une partie

de la formeQq + f»avecQO c Aet prAQo) = Q. Le facteurm fixe <Q, fA>A qui contientQq + f. Ceci prouve le
premier point.

Soientf eta comme dans I'enoncé du second point. $aitQ(a) N P(f). En particulierg € P(fau f) = P(CI(fau
f)) par 2.1.4. Soifi = pr(f) c CI(fa u ), alorsh est une facette sphérique et Véte Vect(f). Par (para 2.1J9),

g € Q(pry(a)). Par le premier point, il existe € N(pr:(a)) etag € Atels quepri(ao) = pry(a) etng € Q(ap + ﬁ). Le

coneay + h contient un sous cone de la forie- i avecb € a+ h. En particulierb € A doncb + R = b+ f. Finale-

ment,g € Q) N N(prx(@)).Q(b + f). ModuloG(¢™(h), a), on peut supposere Q(a) N N(prx(@)).(U (A) N Q(b + f)).
Alors le lemme 3.7.4 entraine que le facteur dbifpr;(a)) fixe a, et donca + h. Ainsi, g € Q@) N Q(b + f).

Simaintenang € NQ(a) N P( fj, alors en particulieg € N.P( f;) N P( fj etd'apres 2.1.4, ceci vait P(Cl(f;u fj).
On peut donc supposgre P(Cl(fgu fﬁ), en particulierg € P(ﬁ) en notant encore = prf;(fﬁ. Alors par (para 2.2f0,

ge N(ﬁ).Q({a, prr(a)}). Mais nous venons de voir que tout élementQi¢a, pr(a)}) fixe un cone de la formb + f
avech e a+ f.

Le troisieme point se prouve alors tout comme 3.7.3. O

Proposition 3.9.3. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p2d~)(sph). SoitQ une partie de A
contenant au moins un point sphérique et incluse dan®#dans A, ou contenant au moins un point sphérique
positif et un point sphérique négatif.

Alors :

[INQ) = NQ)

we

Démonstration: B B
Soitg € Nyea N.Q(w). En particulierg € Mg N.P(f3 = N.P(Q2) = N.P(CI(Q2)) par la proposition 2.1.4, on peut

donc supposeg € P(CI(Q)), d'otig € N,q N(f,,).Q(w).

On traite le cas o contient des facettes sphériques positives et négdgias old c A* étant plus simple.
Soientf* et f~ des facettes maximales de ﬁ)(n A* et Cl(ﬁ) N A-, respectivement. Ces facettes sont sphériques,
pr.(f7) = f*, etprq(f*) = 7, d’'otr Vect(f*) = Vect(f™) et N(f*) = N(f7) = N(@Q). NotonsQ* = Q N A" et
Q" =QnNnA". . .

D’apres le deuxieme pointdu lemnees M),cq+- N(f*).Q(pr . (w)), et ceci vaulN(f*).Q(pr (Q*)), par 3.2.3. De
mémeg € N(f).Q(pre (Q")).

Par le premier point du lemme, il exis@&; c A telle quepre (®;) = pre(Q7) etg € N(fi).Q(G)B + fﬁ—).
Appliquant alors (para 2.2f() sur la partied, puis 3.2.3 4, on trouvg € N(fﬁ*).Q(prfﬁ+ (Q"UB,)). Mais Vect(fﬁ) =
Vect(fi) doncpre (QF U ©;) = pre ().

Finalement, on peut supposgre Q(pr.(€2)), puis encore par le lemme, qu'il existe une pafg c A et

n* e N(fﬂ+) tels quepre, (Qf) = prq(Q) etn*g fixe Qf + f*. De méme, il exist&), c Aetn e N(fi) tels que
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pre () = pre (Q) etn™.gfixe Qg + f-

On peut supposer* = e. Soitw € Q; + f- Alorsg € N.Q(w) N P(fﬁ+) = N.Q({w, prq (w)}), etil existe d’apres
le lemme un point’ € Atel queg € N.Q({w} U o’ + fﬁ*). Soitn € N tel queng € Q({w} U o’ + fi). Lintersection
(' + fﬂ+) N (Qg + fﬂ+) contient un scp de’ + f*, carQ/ contient un point dont la projection sAg. estla méme que
celle dew etw’. Commeg fixe Q[ + f*, nfixe l'intersectionw’ + f* N Qf + f*, eten particulier ce scp. D’ou, puisque
n agit par automorphismefine surA, n fixe w. Finalementg € Q(w).

Ainsi, g fixe (QF + ) U (Qg + ).

Enfin, soitw € Q, soite un signe dew. Soith = pre (f%) (bien défini carf,, et f¢ sont de méme signe), alors

g€ N.Qw)n P(ﬁ) = N.Q({w, prg(w)}), et il existew’ € w + hetne N(fz,) tels quengfixe w’ + h. D'autre partg fixe
Pr(€2g) = prg(L), par (para 2.1)(sph), dorgee N(ﬁ).U(ﬁ).G(¢m(ﬁ),Q). Le fait queg fixe QF entraine avec le lemme
3.7.4 que le facteur darN;(ﬁ) fixe QF, et doncQg + h, doncg fixe unQ; + ﬁavecQﬁ c A, Pra(€2q) = pry(Q), et ceci

contient en particulier un scp @€ + h. On en déduit alors, comme au paragraphe précédenti(w) d’olig € Q(w).
On a bien prouvg € Q(Q). O

Corollaire 3.9.4. Si Q est une bonne famille de parahoriques veérifiant (fata-)(sph), et si A et B sont deux
appartements dé(Q) dont I'intersection contient un point sphérique de signalors il existe ge G tel que gA =B
et g induit de A sur B un isomorphisme fixaritABe.

Si An B contient un point sphérique de chaque signe, alors itexjs G tel que gA = B et g fixe A B.

Autrement dit, si2 est une partie d’'un appartement A, contenant un point sghéret incluse dans#ou bien
contenant un point sphérique de chaque signe, ald)@st transitif sur les appartements contenent

Corollaire 3.9.5. SoitQ une partie d’'un appartement A contenant au moins un poinésgbe positif et un point
sphérique négatif. Alors pour tout appartement B conté€) il existe ge G qui induit un isomorphisme de A sur B
fixant Cla(Q2).

En particulier, la partie C{Q) est bien définie, indépendamment de I'appartement cantéhconsidéreé.

DémonstrationC’est la concaténation de 3.9.4 et de 3.7.11. O

3.9.3 Intersection d’appartements

On passe maintenant & I'étude de (para 6).

Onavu en s’appuyant sur la décomposition de L), que cette condition est vérifieée pour des padies A
contenant un point sphérique positif et un point sphé&rinégatif, des qué® est une bonne famille de parahoriques
(corollaire 3.7.11). Nous allons maintenant étudier Ie dane parti€l composée de points sphériques d’'un méme
signe. On ne dispose pas pour le fixateur d’'une telle parti@a decomposition de Lévi, mais on prouve tout de méme
(para 6), sous I'hypothése (pard 2 )(sph).

Proposition 3.9.6. SoitQ c Aspn Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p2dg ™). Alors :
Q(€2) = No.Q(CI(€2) N Aspr) -

Démonstration:
Linclusion” > " est claire. Le cas of2 coupeA;ph etA;phd’ecouIe de 3.7.10, on suppose déhc A;ph.
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Soitg € Q(Q). En particulierg € P(Cl(ﬁ)) par 2.1.4. Par le lemme 3.9.2, il existe un ch@ix ¢ tel que défini
dans le lemme 3.1.7, tel e Mueq () Ny -Q(w), oU f,, est la direction de la facade contenantet olQ’(c) est

l'intersection deQ*(c) avec I'union des facades sphériques de direction ieaiass C@). Lorsquefﬁest une facette
sphérique de Cﬁi), on obtient alorgy € N¢.Q(CI(Q™(C) N Ap) N Af). Or la partie CIQ™(C) N Ap) N Ap contient
Cl(Q) n A, d'apres le lemme 3.1.7, d'agie N¢. Q(CI(Q) N Ap).

Nous voulons maintenant prouver le résultat similairsdmnefﬁest une facette sphérique 673(?2_5 Supposons
gu'il existe f une telle facette non incluse dans@)( Quitte a projeterfésur une facette adéquate de@(on peut
supposer qu’une faca de f’de codimension 1 est incluse dans@l.(La facettam est dans l'intérieur de I'enclos de
Qu fﬁ(pour la topologie induite), elle est donc sphérique. lieqae f¢ Cl(ﬁ) signifie qu'il existea € ¢(ﬁ) telle que
a(f3 < 0. Tout demi-appartement dirigé pame contient aucun point d&, or fc CI(Q2), ceci implique qu’aucun
demi-appartement dirigé parne contien. Il existe donc ¢) € Q telle quea(wn) —n-e —0 eta(wn) € R pour
toutn (autrement dit,f:)n C kera pour toutn). La facettem est maximale dans Gﬁ) N ker(@), donc tous legv, ont
un projetéw;, dansAy. Commem est sphériquey, est compact, et la suites() a une valeur d'adhéreneg, dans
An. Commen(we) = —, we est dans une facetes Cl(ﬁ), sphérique. Or, par 3.9.8 fixe tous lesw},, n € N, puis
commeg est sphériqueg fixe Cl{w,In € N}. Doncg fixe un conec c Ay tel quews, = [C]a,. Ainsig € Q(ww) < P(),

on peut donc rajouten,, aQ, etg a Q. On arrive ainsi & prouver quge P(CI(Qi).

Alorsil existe un choi € ¢ etQ™(C), comme définis cette fois a la proposition 3.1.5, telsgjag ,.co~(c) Ne Q(w).

Donc pour chaque facette sphérique@l@5, g € N..Q(A¢ N CI(Ap N Q*(C))), or Ap N CI(Ap N Q*(C)) contient
Cl(Q) n A, d'apres la proposition 3.1.5. On conclut alors graca proposition 3.9.3 qug € No.Q(CI(Q) N Aspr).O0
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4 Descente

Il est facile de généraliser au cas présent le theo@é40 de [BT72] qui permet sous certaines hypotheses de
descendre la valuation d@ a un sous-groupe. Pour obtenir une masure bordée pouusegsoupe, il faudra ensuite
descendre la famille de parahoriques. Ce sont bien stiéseftats qui serviront pour définir une valuation dans un
groupe de Kac-Moody presque déployé.

4.1 Contexte et notations

On fixe un tore maximal et on notep = ¢(T), V= \7(T), A= K(T). On fixe également une bonne famille de
parahorique® et on notel = 7(Q).

On se donne un autre systéme de racisfes (V%)* avecV* un sous- -espace dé On noteraW(¢") c GI(V“) le
groupe de Weyl ef? c V4 'appartement correspondants. On notera aA@s: ANV, la trace de I'appartemeAtsur

V4. On adopte la convention de noter en lettres latines leseadep’. On suppose :

— (DSR) :¢" est un systéme de racines a base libre, et il existe unelme&inde A’ telle que toute facette d&
rencontreA et toute facette sphérique @ rencontréAspn.

On noterdT’ la base de" correspondant a la chambté donnée par (DSR). On ne suppose pasd¢fuangendre
(V%)*, autrement ditd?, V%) n’est pas forcement essentiel.

On se donne ensuite une donnée radiciglle= (G, (Ui)ae(l,n) de systéme de racines. On notera avec upen
exposant tous les objets associés a la donnée radig)gligar exempleN®, T¢ ..
Pour touta € ¢%, k € R, on note :

$a = {a €dlaly e R**.a}

go = [aecgla(V?) =0
B@ = {xeA la(x) >0}

Ua = U(D(@))=G(¢a) = ({Ua | @€ da))
Uak = ({Uonkle € o r eR™ etay, =ra})

Z = PA)=(T.{Uslacpeta(V)=0}) .

Pour toute racine simpkee I1%, I'ensemblap, n’est autre qué“(ﬁ(a)). De pIus,P(ker(a)mK) = M,:(ker(a)mA’) =
(Z,Uqy,U_y), c’est un groupe muni d’'une donnée radicielle de systéenadingp, U ¢_, U ¢o.

On suppose vérifiées les conditions suivantes de conilgatides données radicielles :

- (DDR 1) :Gf c G etVa e ¢4, Ul c U,.

— (DDR 2) :Ya € ¢f tel que & € ¢, Card{al\7N laegetay e R**.a} <2.

- (DDR3.1): Tt c Z.

— (DDR 3.2) : Pour tou& € ¢, etu € UL, nf(u).Z.nf(u) ™ = Z, nf(u)Uan(u)~1 = U_, et nf(u)U_anf(u) 2 =

Remarquons que (DDR 1) entraine que pour t@up, # 0. En particulier, il existex € ¢ tel que ker§) =
ker(@) N V¥, et méqu eVila(x) > 0} = {x e Vil a(x) > O}.

Concernant 'immeuble vectoriel, on suppose :

47



- (DIV): GLANA=A,.
On se donne encore une parfigde 7. On noteAy = An Iy, etonsuppose :

— (DM 1) : I est stable paB® et pour toute facette sphériqtﬂﬂe: 7 Iy N I - est une partie convexe dg-.
— (DM 2) : Ay est un sous-espacfiae de,&(T) dirigé parV, etAn Iy est'adhérence damsde A;.

— (DM 3) : Pour toute facette sphériqm%encontranﬂ, il existe une facett& de A, rencontrant’, qui n’est
pas contenue dans I'adhérence d’une autre fagéttie 7 - rencontrant y.

— (DM 4) : A; est stable paN?.

La condition (DM 3) est non triviale : par exempleAi est un mur, il pourrait exister un autre appartemnt
contenanty tel queZ N 7y soit une bande dar’ contenan®y dans son intérieur. Alors $ est une facette da
maximale dangy (une cloison), elle est dans I'adhérence d’une chamb&aw®ipantl;.

Grace a (DDR1), on définit pour toate ¢%, etu € Ug,
¢A(U) ;= supfk e RU {0} U € Uak!} -

On suppose enfin les deux hypothéses suivantes concessaatiliations :

— (DV1) : "p € Ay” autrement dit, le poind € A(T) tel queVa € ¢, U, o fixe 0 est danghy.
— (DV 2):VYae ¢, Cardi(US) > 3.

Les conditions (DV 1) et (DM 2) imposent donc gée) 7 = 0 + V.
Hormis le fait qu'on ne suppose pasdfini, ces hypotheses sont plus fortes que celles de [BT72]a aajouté
(DSR), (DIV) et (DM 4). (Par ailleurs, on a renommeé les (Dlex) (DM x).)

4.2 Descente dans I'immeuble vectoriel

Conformément & nos notation&, est le cone de Tits dan& défini par le systéme de racings En général, on
verra qu’il est plus grand qu§1, ce qui empéche immédiatement de plonger l'immetBldans?. Cependant, nous
allons voir queA intersecte chaque facette d& ce qui permettra quand méme d'identifier & lintérieerdune
réalisation de 'immeuble d®*. Cette réalisation sera not@@

Lemme 4.2.1.Soit ac II? une racine simple. Alors :
— Il existe une partie ’equilibr@ deA telle qué C 5(a) C Clﬁ(ﬁ),
— P(B()) = Z= U,
— Pour tout ue U3 \ {e}, ré(u) permuteB(a) et B(-a),
— Nic (NN Stab@)) . Z.
En particulier, I'action de N sur 7 stabiliseA,.

RemarqueCeci entraine en particulier qug est fini, et permet de prouver que les groupgs définis plus haut
sont les mémes que ceux définis a partiptieomme dans la définition 2.2.1.

Preuve du lemme:

Soit ¥ la cloison deCt telle que ker§) = Vecty, (7¥), alors d’aprés (DSR)¥ coupeAsph CommeAgph est un
cdne ouvert dan¥, il existe un conem c n¥, inclus dans une facette sphériqueﬁﬂet contenant un ouvert de.
Alors I'enveloppe convexe dg U —m est ker&). Soit encorex € Cf N Ksph, alorsG := mu —mu {X} est une partie
equilibrée, incluse dari3(a), etB(a) c Cl4(Q).

Leﬁsous-grﬁoupe paraboliqLR(Iﬁ(a)) = P(ﬁ) admet donc une décomposition de L%vi. Son facteur de &sv
Fixg(D(a) U —D(a)) = Fixg(A;) = Z, et son facteur unipotent g, par définition. D’oUP(D(a)) = Z = U..
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Soitu € UX \ {€}. Alors (DDR 3.2) entraine que*(u) conjugueP(B(a)) en P(B(-a)). Mais P(D(a)) est un sous-
groupe parabolique dil(ker(@)) (correspondant & la facette contenBita)/ ker(@)). Choisissons un Bords* pour
M(ker(@)) dansP(ﬁ(a)), et un autreB~ dansP(Iﬁ(—a)), alors il existen € N N M(ker(@)) tel queB~ = nB*n~L. Alors
n.P(B(a))n ! et P(B(-a)) = n*(u).P(B(a)).n*(u)~* sont deux paraboliques conjugués diti&er(@)) (remarquer que
n‘(u) € M(ker(@@)) ) contenant un méme Borel : ils sont égaux. (On a en faitipé que les deux facettes contenant
D(a)/ ker(a) et D(-a)/ ker(a) sont de méme type.)

Deés lors,nrf(u) ! € M(ker(@)) stabilise les deux paraboliquBgD(a)) et P(D(-a)). Doncnri(u)t € P(D(a)) N
P(D(-a)) = Z etnf(u) € N.Z.

Doncn”(u).ﬁ_\]q = n.A’ﬁ c A Avec I'hypothése (DIV), on obtient en pluﬁ(u).ﬁh C G“.A’h NA = A_fﬁ Doncné(u)
stabiliseA,. CommeZ fixe A;, I'elementn € Z.nf(u) stabilise aussk,.

Enfin, le fait quen(u) échangeP(D(a)) et P(D(-a)) entraine que’(u) échange Cl(D(a)) et Cly(D(-a)), mais
CI,:(Iﬁ(a)) N A_)\h = 5(a), et similairement pouta, doncné(u) échangeﬁ(a) et 5(—a).

CommeN? = (T“,{n“(u) laell’, ue Ug} > etT c Z par (DDR 3.1), linclusionN? c (N n Stab@;)).Z est
maintenant claire. O

Définition 4.2.2. Pour tout ne N%, soienthe N n Stab(&h) et ze Z tels que n= n"z. On pose&,(n) = #1')ly.

Ceci est bien défini caX N Z fixe V%. Notons gu’il s’agit juste de la restriction& de I'action den sur 7, étendue
par linéarité &/%, ce qui est possible c#, engendré/?, par (DSR).

Proposition 4.2.3.
1. Pour tout ne N, #,(n) stabiliseV et A, L'applicationy, est une action de groupe, elle stabilise 'ensemble des
facettes dei¥, et induit sur cet ensemble la méme action due

2. Chaque facetté® de A* rencontreA, et f* N A est l'intersection d&/* avec une réunion de facettes AeSi f*
est sphérique, elle rencontfgpp,

RemarqueEn conséquence, la condition (DSR) est vérifiee pour pdrte quelle chambré” de A%, et le lemme
précédent est vrai pour n’importe quelle racine ¢° (et non seulemerat € I1%).

Démonstration:

Soitt € T% Par (DDR 3.1)t € Z donc¥,(t) = id = (). Ainsi %, eti# coincident sufr®.,

De plus, la description d& comme extension par linéarité de I’actionN@surA] montre qu’il s’agit d’une action
de groupe.

Ensuite, soian € TT%, u € UL\ {€} etn = nf(u). Comme&1 engendr&/*, par la condition (DSR), le lemme montre que
7y(N) stabiliseV4. De plus, il fixe kerg) et échange les demi-espaces délimités par cet hypeptdin, it,(n)? = ¥,(n?)
maisn? € Tt donc#,(n?) = Idy,, par la premiére phrase de cette preuve. Ceci prouveignopest une réflexion
d’hyperplan kerg).

Montrons maintenant qug(n) préserve 'ensemble des mursAe Soitb € 1. D’aprés le lemmeZ N Uy, = {e}.
Soitu, € UE \ {e}, alorsup, ¢ Z. L'élementuy fixe 5(b), et s'il fixait également une facetiférencontranﬁh mais pas
B(b), alors en appliquant, grace au lemme, la propositior23, us, fixerait CIB(b) U f), ce qui contieni&,. Mais
c'estimpossible cam, ¢ Z. Ainsi Fixg () = B(b).

Alors Fixﬁh(nubn‘l) = #%(n).B(b), et par ailleurs, commeuwn™ € Uy, , nun* fixe le demi-coneS(ri.b). Donc
B(ri.b) c #,(n).B(b). De la méme manierd(ri(-b)) c #n).B(-b). Et commeD(ri(b)) U B(ri(-b)) = A, = B(b) U
5(—b), on obtient I’égalit’eﬁ(rg.b) = Vh(n).lﬁ(b). En particulier, le bord dﬁ(rg.b) rencontreA_fsph et engendre un
hyperplan dé/%, il s’agit donc de kelré.b). Ainsi le mur kerp) est envoyé pa¥(n) sur ker(g.b).
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Nous avons en particulier prouvé que pour toutes racimeglesa, b € I1%, le mur ker(i.b) rencontre&sph. Ceci
permet de recommencer le raisonnement du paragraphedenés; et de prouver que pour toute racine sinepell,

pour toutu, € UE, Ani(ue)). ker(ri.b) = ker(rﬂ.rg.b). Puis finalement, nous obtenons que tout mu?"ijmncontreﬁfsph
et quei, permute 'ensemble de ces murs de la méme maniérg‘que

SoitaeIlf, ue Ui\{e}. Alors I'image?u(n).cﬂh de la chambr€?* donnée par (DSR) est une autre chambraiet
son adhérence contieﬁlmker(a), il s'agit doncrg.@. Le méme résultat est encore vrai pe@, puis par I'argument
standard des complexes de chambre minces, on prouvig(@yeagit commerg1 sur I'ensemble des chambres e et

ceci entraine qué,(n) agit comme”g sur I'ensemble des facettes de En particuliery,(n) stabiliseA?.
Le premier point est ainsi prouvé.

Le second point est maintenant facile. OA%a= Vh(N“).(fﬂ U Vh(N“).—C?h, donc toute facette da? s’écritﬁh(n).fWa
pour un certaim € N* et f* une facette d€*. Par définition de,, ,(n). f* = #(n'). f* pour un certaim’ € N. Comme
A et Aspn sont stables pat, ceci intersectd, et mémeAs,nsi f* est sphérique.

De plus,lﬂa N A est déelimitee par des cones de la forme ek)arr(A_f qui sont traces de murs de Ceci entraine
I'existence d’une famille de facette§)telle quef® n A = (UJ; f;) N V% o

On définit les murs daKh comme étant les ke N A_)\h poura e ¢°. D'apres la propositionA’ﬁ muni dev, est,
tout commeA* muni dei#, une réalisation géometrique du complexe de Coxet@rci#ssig® muni de son action de
Nf. Cependant, ni 'une ni 'autre ne sont en général I'apgraent de référence pour l'immeublé de la donnée
radicielleD?, au sens de 2.1.2 car ils ne sont pas forcément essenﬁélﬁ& Naker@) la plus petite facette .

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel we, et 'appartement de référence p(ftirestA"g = A_f”/f;q. Les actions” ety ne
coincident en général pas Sif, puisqu’on peut modifier la familleal’) ;- par n'importe quelle famille d’élements
dansfy, tout en gardant une famille de coracines pgur

Par contre, suvs := V#/f?, on peut montrer qué et#, coincident. En fet, pour tout € T%, #(t) = Id = ¥(t).
Ensuite, soifa € ¢f etn e nf(U, \ {€}). Alors V“(n)?gl(n) stabilise chaque facette, donc en particulier induit ume h

mothétie de rapport positif sur chaque facette de dimerkid&n conjuguant par d’autres éléments\igon voit que
le rapport d’homothétie est le méme dans chaque facetfendEnsion 1 d’'un méme type. Finalemeii{n),(n)~* est

une homothétie sur chague composante irr’eductib@d&lors #(n)%,(n)~t commute &4(n), permettant de voir que
(#(N)¥,(n)1)? = #(n?)%(n?)~1 = Id carn? € T%. Donc le rapport d’homothétie est partout 1.

On posefh = G“.Aﬂ1 c 7, on définit ses appartements, ses facettes, ses murs cetantd€s images par les
elements d&" de I’appartemerul?q1 et de ses murs et facettes.

Proposition 4.2.4. jh est une réalisation geomeétrique de I''mmeubleffe autrement dit le complexe simplicial

formé des facettes déq avec son action de ‘Get la relation d’ordre "&tre dans I'adhérence de” est isonphe a
limmeuble abstrait deD?.

Démonstration: . .
On veut définir une application entre les facetted tlet celles de/,. On pose :

L F@) > F(Ty
Pgf e g(F+ A

, pour toutg € G¥ et f facette dei¥.

Verifions quej est bien définie. S.f = h.& dans7®, avecg, h € G et f,8 e F(AY), alors il existen € N? tel que
8 = n.f'(dansA%) etgthn e Pi(f). Alors #(n).(& + f2) = %(n).(8+ f) = '+ f.. Soientn’ € N etz € Z tels que
n = 'z, alors par définition d&,, v,(n) = ¥(n')|y;. D'ou €+ fg = 9(n).(f + f?;) dans’.
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Commeg thr' = g~thnzt e P().P(f + f7), et comme, d’aprés (DDR 1) et (DDR 3.B(f) c P(f + ), on
prouve quey. f'= h.bdans7.

Ainsi Test bien définie. Elle est claireme@f-équivariante, son image efg, et sa restriction 5—‘(5@) est un
isomorphisme de complexe de Coxeterﬁ(ﬁ\h). Maintenant, le fait que tout couple de facetteg@lest inclus dans
un appartement, qui est image Aepar un élément dé4, prouve l'injectivite. O

Définition 4.2.5. Pour toute facettd; de 7,, on note P(f;) = Pi(f;/f7), Mk(f;) = M;(f;/ f2) et UR(fy) = UA(f,/ D).

Notons quef;/ fg est une partie de facette de, mais son fixateur et ses facteurs unipotent et de Léviegauix
aux fixateur, facteur unipotent et facteur de Lévi de cettette.

Proposition 4.2.6. Soit f, une facette de?h, et f'une facette d& rencontrantf,. Alors :
- P(f)=P(f)nG = P(AnG",
- UXf) = U(f)nGH = U(f) NG,
- Mk(f;) = M4(f) N G* = My(f) N G, si f; est dans 'appartemerf,,
- Ti=ZnG,
— pour tout ae ¢4, U? = U, N G

Démonstration: . R R
Par la proposition précédenté( f,) = FixGh(fh/fg) = P(f,n A) NG c P(f)n G~ De plus, sig € G*n P(f), alors
g fixe une partie de la facetté, et donag fixe cette facette. D’oll I'inclusio®f N P(ﬁ C P”(f;).

Maintenant, on obtient directement,fgiest danst,, Mk(f;) = Pi(f) N P“(opﬁh(f;)) =G n P( f;) n P(Opﬁ(f;)) -
G* N Mg(f) = G* n P(f) 1 Popy(f)) = G n Mk(f).

Ensuite,U“(f;) est le sous-groupe distingué E’é(f]) engendré par IeSli, ace ¢““(f§). Chacun de cewg est
bien inclus dandJ(f;) et dansU(f), et Pi(f;) c P(f;) n P(f), doncU(f}) et U(f) sont normalisés pa(f;). D'ou
Pinclusion U(f}) c U(f;) n U(f) n G~

Une fois choisi un appartement contendptles decompositions de Le®(f;) = MA(f;) =< Ui(f) et P(f) =
M(ﬁ =< U(f3 permettent de prouvdu‘(ﬁ NG c U“(f;).

On aalordJ¥(f;) = G* N U(f) c G" n U(f}). Linclusion manquante est évidente ¢a¢f;) c U(f), carf; contient
une partie de la facette

Par le premier point, pour toute parfiede A, PA(3) = P(3) n GY. En particulier, pour toua € ¢°, P'(3(a)) =
P(Iﬁ(a))mGh = (ZxUy)NG!, comme on'avu dans le lemme 4.2.1. MRP:{ﬁ(a)) admet par ailleurs la décomposition
de LéviP#(B(a)) = Th = UL Les inclusionsT ¢ Z et UL c U, permettent alors de prouver qiié = Z n G et
Ui =UanGh o

4.3 Descente de la valuation
On suppose désormais qQevérifie (para 2L*~)(sph).
Lemme 4.3.1.N% c N.Q(Ay).
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Preuve du lemme:e groupeN® stabilise@ par (DM 4). Etle group@(ﬁ) est transitif sur les appartements conte-

nantﬁ, par le corollaire 3.9.4, ca@ contient des points sphériques positifs et négatif§ eérifie (para 2L*~)(sph).
m]

On étudie maintenant I'action d& surA, et on prouve que® est une valuation poud?.
Commeo € A;, on peut identifier chaque € ¢° a une forme fiine surA; s'annulant ero, et on note pour tout

acgietleR, D(a,/l)z{xeAu|a(x)+/120}etM(a,/1)={xeAu|a(x)+/l=0}.

Proposition 4.3.2. Pour tout ac ¢, pour tout ue Ug, Fixa,(u) = D(a, gog(u)), et 'action de rfu) sur I induit sur A

une réflexion selon I'hyperplan {d, cpg(u)).
La famille o forme une valuation poup®.

Démonstration:

Soita € ¢%, k € R. Pour toutr € ¢4, Soitr € R** tel quealy, = r.a, alorsUq i« = Ua(D(a,K)). Or[14eq, .o Yo (D(a, K))
est égal au group®(D(a, k)) N Uy, grace a 3.7.10 cafareq €St Une partie nilpotente de racines. Le fait qu'il s’agisse
d’'un groupe prouve que c’eBlak. DONCUak = [14ep, .00 Ua(D(a,K)) = Ua N Q(D(a, K)).

Soitu € UZ. Sachant que Fiyu) est une intersection de demi-appartements dirigés B8, « € ¢, (3.7.7),
on voit que Fix, (u) est un demi-espace dirigé pafa). La description qu’on vient d’obtenir dés, ¢ entraine alors

que Fix, (U) = D(a p4(u)).

Soitm, une cloison deKh contenue dans kea). Commern, intersecte&;ph il existe une facettéh de A, sphérique,
contenant un ouvert d&,. On noteDy, = (Mgz(M), (Ua, ¢o)acgmimy)- Il S'agit d’une donnée radicielle valuée de type

fini. On note ég:’;\lemerﬁ)fﬁq = (Mk(rﬂ), (ug)aewmm), il s'agit d'une donnée radicielle de type fini. Avec la fiar
d'immeubleZyn = 7y N Iy, ces deux données radicielles vérifient les hypothéaeb&bréeme [BT72] 9.2.10. En
conclusion, la valuationg,) ,cmm se descend a une vaIuation@%h, qui n'est autre (si on compare la définition de
[BT72] 9.1.6 a celle du présent texte) qu;é)(aewm(mq). Ainsi, (gog)aewm(mq) est une valuation. Commg™(m,) contient
au moinsa et —a, on obtient directement (V2.2) et (V5) pour la racie

Soientu’,u” € U_, tels quen(u) = v'uu”. Alors par (V5),p_a(U') = ¢_a(U”) = —pa(u). Doncu’ etu” fixent
D(~2, ~pa(W), etn(u) fixe M(u, ¢3(w). _

Montrons quen(u) agit surA; comme une réflexion. Soient € N etq € Q(Ay) c Z tels quen(u) = r'.g. Alors
V(n(u)) = #(')ly, et c’est une réflexion dan# (4.2.3, 1). DonaY induit une réflexion SuAy. Mais n(u) agit surAy
commen’ carn(u)~n’ € Q(Ay). Doncn(u) induit bien surA; une réflexion selon I'hyperplai (a, cpg(u)).

Il est maintenant facile de vérifier qgé est une valuation. On a déja supposeé (V 0) : il s'agit deZpVe (V 1)
est clair, (V 2) découle du lemme 2.2.4, valide #aet, coincident. La condition (V 3) est facilement vérifieége

a (DR 2) (0" est une donnée radicielle) et grace a la caract'erisdﬁxmi(u) par les points fixes de. Enfin (V 4) est
évident sur la définition de®. o

4.4 Descente de la famille de parahoriques

La derniere étape avant d’obtenir une masure bordéelpaoupeG? est de définir une famille de parahoriques
pour (D7, ¢%). Pour commencer, on décrit une réalisatigrle I'appartementfiine A* en utilisant la masure bordde

Commeg! est & base libre dan¥¥)*, on peut, quitte & remplacerpar une valuation équipollente, supposer que
©* est spéciale, comme dans la partie 3.
On construit alors I'appartemeA; comme dans 3.1 : il s’agit de 'ensemiAe des cones dank; dirigés par une

facette de&h, quotienté par larelatioh ~ g & fNgcontientun scp dé et deg. Pour une facettéz deA@, 'ensemble
des classes de cones dirigés ﬁaﬂsst appelé la facade de directi(iret notéAuf;. Remarquons que pour toute facette
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f de A contenant un ouvert df%, la fagadeAuf; est isomorphe @r {A;) ou encore a’T\u N Ay, ONn pourra notepr ¢ cet
isomorphisme, eprf; sa réciproque. La fagade principaleéﬁ, ou fg est la plus petite facette dfg
0

Les murs, demi-appartements, facettes sont définis & ga et dep comme dans 3.1. L'action d’ stabilise
A, et 'ensemble des facettes dg elle induit donc une action sy, par automorphismes.

Soit f; une facette d@h, soient (f?)id les facettes d& gui contiennent un ouvert dé autrement dit les facettes
maximales parmi celles qui recouvre‘EltOn pose alors, pour toate Af; :

Q@) =) Qpre@)nG".
i€l
RemarqueSi fg est sphérique, alors lefs le sont aussi et en utilisant 3.9.2 puis (para ZT})iour chaque, on
voit que tous le)(pry(a)) N P“(f;) sont égaux, de sorte q@(a) est égal a n'importe lequel de ces groupes.

Lemme 4.4.1.Soit ac A, soit f; la direction de la facade de a, soieﬁf)ia les facettes dé contenant un ouvert de
fg, notons pour tout€ | a; = prfia(a).
Alors

G* n Stalw(f;).Q(aha) = N*(f,).Q%(a) .
Preuve du lemme: o
Linclusion > vient deN? ¢ N.Q(Ay).
Réciproquement, soif = nge G N stab\,(f:).Q({ai}id). Soitg = unigf une écriture dg dans la deécomposition
d'lwasawaG" = U%(C,).N".G!(a), avecC, une chambre dont 'adhérence contiént

Soiti € I. SoitC; une chambre d& dont I'adhérence contient un ouvert@eetn1f. Soientn’ € N, z € Q(A;)
tels quen® = n’z Alors pour touti € 1, g = en.q = u.n'.(zqf) sont deux écritures dg dans la deécomposition

d’'lwasawaG = U((fi).N.Q(ai). Par la proposition 3.7.6, applicable carc nC, n"ln’ € N(a). Au total, n"tn’ =
n~tnfz! € N({aj}ic) d’olin € n°.Q({a}ic1). Alorsg = nge N".Q({a;}) N G* c N&.(Q({ai}ic)) N GF) = N*Q¥(a). |

Proposition 4.4.2. La famille @ est une bonne famille de parahoriques p¢@¥, ¢f). Si Q vérifie (para.1%)(sph),
alors G aussi.

RemarquelLa condition (para 2+~)(sph) ne semble pas se descend@,zn tout cas pas de maniére évidente.

Démonstration:
On fixe une facettd, € 7 (A,) et un pointx € AufE' on note )ic) 'ensemble des facettes decontenant un ouvert

de f;, et pour tou € I, on posex; = pr(x).

Pourtoui € I, onaU’(f;) c U(f;) c U(f)), doncU,(f;) c Q¥ (). D'autre part, pour totite 1, Qi(x) ¢ P(f)NG* =
PA(f) = P(f;). D'ot Q4(x) c Pi(f}), doncQ¥ vérifie (para 0.1).

Soit n € Nf(x). Modulo un éléement ¢ Q(N), qui fixe donc tous les;, on peut supposar € N(x). Alors
il existe un représentarf; = y + f, de x inclus dansAy, tel que f, N n.f, contient un scp de,. Autrement dit,
n e N(f}) etyn(y) € Vect(f;). Ceci implique directement e N(f) etyn(y) € Vect(f)) (car Vect(;) = Vect(f))). D'ois
n e N(prg(y)) = N(x;). Ceci prouve (para 0.2).

Les deux conditions (para 0.3) et (para 0.4) sont clairess @ est une famille de parahoriques.
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Soitg, une facette sphérique d?? N A_fﬁ Soitg € Q*(X) N P%(d,). Soitd une facette d& contenant un ouvert ag,
il existei € | tel quef?c a alorsg € Q(x) N P(d) c Q(prg(x)) = Q(prg(prg,(x))). Dol (para 2.1)(sph).
Montrons (paraph : supposonsf; sphérique et montrons qu@(x) = P(x) = U“(fﬁ).N”(x).G“(ﬁm(fﬁ), X). Soit
i €1, alorsf est sphérique (proposition 4.2.3) et :
QM = Q) NPi(E)
P(x) N P(f;)
U (£) = (N().G(#™(F). ) N P(f;)

Avec la decomposition de LeW*(f;) = U%(f;) = ME(f;) = (U(f) N G%) > (M(f)) n G") (par 4.2.6), on obtient :

Q(x)

(U(F) N G?) = (N().G(g™(F). x) N G¥)
= UA() = (N(x).G(¢™(F). x) N G¥) .

C'est la proposition 9.1.17 de [BT72], appliquée aux deesiadicielleD etZ)“fﬁ, et avecS? = T¥, qui indique alors
' b

queN(x).G(¢™(f), X) N G = Ni(x).GH(¢™(f), x). CommeN¥(x) c Ni(x) et ¢""(f) = ¢"™(f;), on a bien obtenu
Q(x) ¢ PA(x).

Montrons (paranj) : soitn € Nf n Qi) = N& N P(f;) N Q({a}ia). Soitay € A, tel quea = [ag + f,
alorsna = [nag + f;]. De plus, pour un € | quelconque, le fait que.a; = n.[ag + f?] = & entraine que
aon(a05 € Vect(f?) = Vect(f;). Doncn.[ag + f:] =[ag + f;], autrement din € N(a).

Il ne manque & plus que (para 2.2)(sph) pour étre une bonne famille denpaigues. Soit dong, une facette
de f? N Asphetg e NEQI(x) N P(dy) = N(T).Q4(x) N P(@,). Soient @)ici des facettes d& contenant un ouvert dg,

telles que pour tolite | f; c g;.

Pour touti € I, on ag € N(f)Q(x) N P(@) c N(f).Q(x) N P(@) = N(f).Q({x. prg(x)}). Donc par 3.9.3,
g € P(@y) N Niar N(F)-Q{x., prg (x)}) © N.Q({Xi. prg (x)}ier) N P(@y) = N(@,).Q({xi. prg (x)}ier). Si g est une facette
de A contenant un ouvert dg: qui ne figure pas parmi leg, alorsQ({x;, prg (Xi)lier) € Q(prg(x) (voir la remarque
précédant le lemme). Alors comme de pius G¥, on obtient par le lemmeg € N¥(g,). Q*(prg (X))

Supposons que satisfasse a (paral?)(sph). Soitg, f? N A@ soitg € Q(a) N PA(gy). Alors pour touti,
g€ Q@) N P(g) = Q(a + gi). Ceci entraine bien quge Q*(a + g,). O

4.5 Injection des facades

Soit 7% = 7(Q¥) la masure bordée po®* qu’on vient d’obtenir. Le but de ce paragraphe est d’idestifertaines
facades dd* a des parties dg. Soit f; une facette dé,, soit f’une facette d& contenant un ouvert dé Comme on
'a déja dit, injectionA, . < A est bien définie pae, + f;] — [a; + ], pour touta, € A;. Nous voulons & présent
étudier I'injection de[”( dansf? ;.

B

JERE
f

b
[9.0a; + £ = [g.[a+ f]]
Sif'est sphérique, elle est de plus injective.

Proposition 4.5.1. La fonction jf'u' : est bien définie et Gequivariante.
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DémonstrationSoientg, h € Gf eta,b € Ath tels que ¢, a) ~q (h,b). Soientay, by € A; tels quea = [ay + f;] et
b = [by + f;], notons encore’ = [a; + f]eth’ = [by + f].

Soitn € Nf tel quen.a = betg~thn e Q¥(a). Doncn.(a; + ;) N (b; + f;) # 0. Commef contient un ouvert dé,
ceci entrainen.(a; + f) N (by + f) # 0. Il existen’ € N etz e Q(Ay;) tels quen = n'z, alorsn’.(a; + f) = n.(a; + f), et
nous venons de voir que ce cdne est équivalélaﬂafﬁ. Ainsi,n.a =b'.

De plusg~thr = g~thnz?! € Q¥(a).Q(a") = Q(a’). Donc @, a) ~q (h, b), et la fonctionj , st bien définie. Elle est
clairement équivariante.

Gardant les notations précédentes, supposons maimtérmh’erique etd, ) ~o (h,b). Doncgthby = & et
g'h € Q(&).N n Pi(f,). CommeQ(a) c P(f), on a en faig~th € Q&).N(f). Mais N(f) = N(f;) d’ots finalement
g7'h € ((Q(@) N P(f)).N(f)) n Pi(f;). Soient [)ici les facettes d& contenant un ouvert d§, et @)ici les projetés
deadans les facades,. Comme lesf; sont sphériques et comn@evérifie (para 21" ~)(sph),Q(&) N P(f;) =Q@)nN
P(U; f) = Q({a)iar). Alors le lemme 4.4.1 prouve que'h € Q¥(a).N¥(f;). Soitn € Ni(f,) tel queg—th € Q*(a)n"L, il
reste & prouver quea = b. Sachant qué(a) c Q(a) etg™*h.y = &, onadéjn.a’ = b'. Doncn.(au+f3m(bu+f3 #0.
Doncn(ag)b; € Vect(f) N V¥ = Vect(f;). Doncn.(a, + ) N (by + ) # 0. o
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5 Le cas Kac-Moody

On adopte la définition de J. Tits pour les groupes de Kacdyioet on se réfere principalement a [R€02].

5.1 Rappels et notations
5.1.1 Groupes de Kac-Moody éployées

Soit G un groupe de Kac-Moody déployé sur un coffysil s’agit donc d’'un foncteur deK-algebres vers les
groupes. Comme tout groupe de Kac-Mod@y,ient avec une algebre de Kac-Moaoglgt une actiorAd : G — Aut(g)
appelée I'action adjointe.

Pour chaque tore maximal on noteT* son groupe de caracteresletson groupe de cocaracteres. On définit une
forme bilinéaire(.,.) : T* x T, — Z par{y, h) = nsi y o h(k) = k" pour toutk € K.

A chague tore maximdl correspond un systeme de racigéd) tel que I'algébre de Kac-MoodyK) est graduée
par¢(T) U {0}. On note toujour¥/(T) I'espace vectoriel réel tel que(T) c V(T)*, toute base dg¢(T) est une base
deV(T). On note auss))(T) = Z.¢°(T) le réseau des racines, il existe un morphism&(E) dansT*, notée - a,
qui s’étend & une application linéaire @éT)* dansT* @ R.

Une racine est soit réelle, soit imaginaire, on ni(f€) 'ensemble des racines réelles¢&t(T) celui des racines
imaginaires. L'ensemblg®(T) est appelé le systeme complet de racines. Dans la saitera le plus souven(T)
qui interviendra, ce qui explique qu’on ait choisi la natatia plus courte pour le désigner.

Il existe une base de Chevallegs)Yacsim deg. Pour chaque € ¢, g, est de dimension 1 et la base contient un
élément not&, deg, \ {0}. Par contre pout une racine imaginaire, au = 0, g, peut étre de dimension supérieure,
et la base contiendra plusieurs élémenggdeA chaque racine réelle € ¢(T) correspond un sous-groupk, deG,
isomorphe au groupe additif. Il existe un choix des isomsmpesS (). entre lesU,(K) et K, +) tels que pour

a € ¢, Ad(u, (K)) = explad(ke,)) = nzn k® (%“}1)”) € Aut(g) (I'algébre de Kac-Moody(K) vautK ® gz, ol gz est une
Z-algébre de Lie stable par Ié%‘rﬁ“—), n € N). Le toreT agit diagonalement, pad(t).e, = a(t).e,.

Le groupel,, est normalisé paF, plus précisément, la formule suivante est vérifieerpouK ett € T(K) :
tu, (Kt = Uy (@(t).K)

On noteN(T) le normalisateur dd, il est engendré paf et les élements, (k) = U_,(KDu,(Ku_o(k?)
poura € ¢ etk € K. On note égalementV(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif &. La paire
(W(T), (ne(1).T)qer) forme un systéme de Coxeter pour toute Hase ¢.

Tout ceci entraine que la famill&(K), (U.(K))aeg()) €St une donnée radicielle génératrice.

Supposons maintenaiitmuni d’'une valuation non triviale : K — R U {co}. Comme on I'a déja dit (proposition
2.2.3), la famille de fonctiop = (¢, )aeq(r) définie par :

D U(K) - RU{oco}
LG TR (S RS ()

est une valuation de cette donnée radicielle.

Dans le cas d’'un groupe de Kac-Moody, I'actionTdsur A(T) peut étre décrite un peu plus directement que dans
le cas général d’'une donnée radicielle (3.1.9).

Proposition 5.1.1. Soit T un tore maximal de G. Alors pour tout T, le vecteur; est I'unique vecteur d¥/(T) tel
que:
Ya € ¢, a(V) = —w(a(t)) .
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Démonstration:

Par la proposition 3.1.9, le vectedrest caractérisé par(%) = ¢, (U) — . (tut™), pour touta € ¢ et toutu €
Uo(K) \ {e}.

Soita € ¢, et prenonsi = u,(1) (u # e puisqueu;*(e) = 0). Alors :

a(r) = @a(Ua(1)) - ‘Pw(tua(l)t_l)
= 0- ‘pa(ua(g(t)-l))
= —w(a(t)).
DoncV; vérifie les égalités annoncées. Lunicitéwest claire cap engendre/*. O

Nous avons vu (3.8.6) que les familles minimale et maximalgadrahoriqué® et P sont fonctoriellement de
bonnes familles de parahoriques.

D’apres [Roul0], il existe une bonne famille de parahceg@ pour D, qui vérifie en outre (para.2)(sph) et
(paradeq. En particulier, tous les résultats de 3 s'applique® a

5.1.2 Groupes de Kac-Moody presque &ployés

Soit maintenant un groupe de Kac-Modd@yresque déployé sur un corisOn suppos6& déployé sur la cldture
séparablé&s de K. Il existe alors une extension galoisienne fihide K, incluse dan&s qui déploieG. On fixe un
toreK-déployéTk. Il existe un tore maximal K-défini contenanty, et quitte & remplace par une autre extension
galoisienne un peu plus grande, on peut suppbdeidéployé.

Le groupeG(L) est tel que décrit au paragraphe précédent, et il adneetmasure bordég, . On notera parfoi&

pourG(L), 7 pourf(L) et pourly

On suppos& muni d'une valuation non triviale : K — R U oo (en particulierK est infini). Soitl’ = ga/ (L|K).
On suppos& complet, ce qui entraine en particulier quse prolonge de maniére uniqu&g et donc &, la valua-
tion obtenue est alors nécessaireniéestable.

Bertrand Rémy a décrit dans [Ré€02] chapitres 11,12 uneuabte vectoriel, et sa donnée radicielle pQ{K).
\oici un résume :

Le groupe de Galoi§ agit par définition d'un groupe presque déployé G(L) et sur son algebre de ligL),
en vérifianto(Ad(g).x) = Ad(og).ox pourg € G et x € g. Ceci définit une action dE sur 7y, par automorphismes
d'immeubles, qui préserve les immeubles positif et nggaais qui ne préserve pas le type des facettes.On note
f(K) =17, on prouve qu’il s’agit d’'un immeuble po@(K).

Les appartements d%(K), qu’on appellera leX-appartements vectoriels, sont les parties maximale?é(ma de
la formeE N K(T) avecE un sous-espace vectoriel ﬁéT) rencontranﬁspr(T). lls sont en bijection avec I'ensemble
des torek-déployés maximaux d&(K). Commel ne respecte pas les types, Kirappartement n’est généralement
pas une réunion de facettesfi@). Un appartement dﬁ(K) est toujours inclus dans un appartemenfdmi estl™-
stable, ceci correspond a I'inclusion d’un t@edéployé maximal dans un tore maximal défini EuRé&ciproquement,
siTq c T estl'inclusion d’'un tore déployé maximal dans un tore meat défini surk, anrsK(T) est un appartement
I'-stable, dont le lieu des points fixes sdusstAx (Tq). Le fixateur duk-appartemenf(Tq4) est le centralisateur de
T4, NOtEZ(Ty). Le fixateur deAy (Tg) dansG(K) est doncZ(Tq)(K) = Z(T4)". Le stabilisateur déy (Tq) estN(Ty), il
agit donc suikx via W(Ax) = N(Tq)/Z(Tq).

Soit Az un K-appartement vectoriel inclus dans un appartement vet#rBes murs sont le&; N M pourM un
mur d'un appartemerﬁ contenanty et tel queﬁK nNMnN Ksph # 0 (cette derniere condition signifie ql& nM
est un murréel). Ces murs font dét un complexe de Coxeter, dont le groupe de CoxeteWé#). Les facettes
de A sont des réunions de parties de la forﬁqepour f une facette de I'-stable. Une facette d& est sphérique
si et seulement si elle coupﬁgph (et donc contient uné®, avecf une facette sphérique d_é Les racines pouKK
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sont lesalg poura € ¢(K) telle que kerg) N Ax est un mur réel, autrement dit rencon&@h et n'est pas égal Ax
(doncelg, # 0). Lensemble des racines de notéd(Ax) ou ¢(Ty) est un systéme de racines, pas forcément réduit
contrairement #(A), et son groupe de Weyl e¥¥(Ax). LesK-racines geométriques sont les demi-appartements de
Ag.

Pour touta € ¢(Tq), on note, conformément a 4.¢, = (@ € ¢(T) | alg, € R**.a} etUs, = (U, )a € ¢, Le
sous-groupe radiciel associ@ast alorsU,(K). La famille Dx = (G(K), (Ua(K))acs(t,)) €St une donnée radicielle
pourG(K) ([R€02] 12.6.3). Il y a ici un petit conflit de notation pgige le groupe jouant le rdle depour la donnée
radicielle Dy, c'est-a-dirgN, Nogr) (Ua(K)), est en faiZ(Tq)(K).

Limmeuble que définit cette donnée radicielle n’est pmtementf(K) = I, cependant ce dernier en est tout
de méme une bonne réalisation géométrique (voir [R&@24.4 et 13.4.2). L’immeubl@(K) correspond en fait a
I’immeublefh de la partie 4, et 'immeuble de la donnée radicié¢llg correspond Ee

Le cas d'un groupe de Kac-Moody presque déployé composesimplification notable par rapport a la situation
générale étudiée en 4 : pour toute facette sphériguie A, il n’existe qu’une seule facette decontenant un ouvert
de ﬁ])g. En dfet, dans le cas contraire il existerait un murﬁdeoupant l'intérieur de‘fg. Commeﬁfg est sphérique, ce
mur coupeAspnN A, et donc induit un mur déx coupantfx, ce qui est impossible.

5.2 Action du groupe de Galois

On définit dans ce paragraphe une action du grolge 'immeubleft,. On rapelle qu’on a fixé un toi€-déployé
maximal Tg inclus dans un tore maxim&l-défini etL-déployéT. Le toreT est dond -stable, ce qui permettra de
définir une action d& sur I'appartemeni\(T). L'extension de cette action&ne posera ensuite aucun probleme.

5.2.1 Action del sur A

Dans cette partie, on nofe = A(T) A= A(T), ¢ = ¢(T),V = V(T). Le fait queT est défini suik implique que
A estT-stable, et cette action desur A s'étend par linéarite ¥. De plusI” permute les racines et les sous-groupes
radiciels relatifs & , de maniere compatible a son action sur I'algebre deQiea précisément, poure I' eta € ¢ :

oUg(K) = Upa(o(K).KT)
oukg est défini parr.e, = kJ.€5,.
D’ou
oU(a, ) = U(o(a), 1+ wy)

ol wd € R vautw(ky).

Par conséquent, on veut définir une actior'drir A telle ques envoieD(a, 1) surD(o (@), 1 + w7). Cette action
doit étre compatible avec I'action vectorielle HeurV, il ne reste donc gu’'a déterminer I'image du pan¥/oici en
quelques mots la justification de la définition qui va suivre
Nous voulongrM(e, 1) = M(oa, A + w9), C'est-a-dire

foxeYola(X)+1=0}={xeYo|oa(X) + 1+ & =0}
Il faut donc quea(c1(X)) = (oca)(X) + wI, et ce pour toutr € ¢. Soitd € V tel quex = o + O, alors
(ca)(X) = (ca)(d) = a(c1(d). D’autre part, si nous définissons une actidiine dec sur A, dont la partie vec-
- — .
torielle coincide avec I'action déja connuedsurV, nous aurons—1(x) = 0 + oo~(0) + o~ (0), puisa(c=(x)) =
a(oo~1(0)) + a(c~1(d)). Finalement, il nous faut faire en sorte qu@o1(0)) = w

Lemme 5.2.1. Soito € T, on notew, = wg poura € ¢. Soit S c W(T) un systeme générateur de réflexions, et
IT = (as)<s C ¢ la base dep correspondante. Soiemt 3 € ¢, s€ S tels quar = sB = B— < @5, B > as. Alors
We = Wg— < s, B> Wys.
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RemarqueOn rappelle que par définitior, a, 8 >= B(a").

Preuve du lemmedn note pouly € ¢, k, = k7, doncw, = w(k,). On note également = k7 , et on reprend les
notations de [R€02] chapitres 7 et 8.

Puisquer = spB, on ae, = +s'eg = +Ad(n,(1)).6;. (La notations® désigne un automorphisme dejui releve
I'element du groupe de Weyd € W(¢), en caractéristique nulls; = exp(adfs) exp(ades) exp(adfs)). Appliqguanto
a cette égalité, on trouve :

Ke€ro = £Ad(0(Na,(1))).0(€5)
ks AN, (5)) g
ks ANy, (1)K ") e
+koks <" Ad(Nye, (1)).€05
+ = keks €900
= 2 2 ks ™ g

D'oll w, = ws— < s, 8> W, O

Commell est une base dé*, il existe pour toutr € I' un vecteur,. € V tel que pour tous € S, as(V,) = wﬁ{:.
Alors d’aprés le lemme, on a ause,) = w?  pour toutew € ¢.

a

Définition 5.2.2. Pouro € T etd € V, on pose
o(o+0) =0+ V, +o(0)

Proposition 5.2.3.La formule ci-avant s'étend a une action de group&der A, par isomorphismes d’appartements,
compatible avec celle de(W) au sens oo n).x = o(n(c1.x)), et compatible avec I'action désur les sous-groupes
radiciels au sens owr.D(a, 1) = D(oa, ) Si .Uy q = Ugey,. L'ensemble de ses points fixes est 'adhérence d'un

sous-espacefgne deA dirigé parV"'.
Démonstration:

Pour vérifier qu'il s’agit d’'une action de groupe, on véxifa condition de cocycle attendue surdgs Soienta € ¢,
o,y €T, on calcule dans I'algébre de Lie

YO.€y = y(kgeo'a) = 7(kg)kgaeya(x
et d’autre part :
Y0.€ = k?;(rey(ra
D’ou la relationw?” = w(y(k9)) + wh, = w3 + wk,, la deuxiéme égalité carpréserve la valuation.

Maintenant, siy, o € T, on a poutd € V, y(oc-(0 + @) = 0+ v, +y(V,) + yo(0). Par conséquent, il faut vérifier que
Yo =Yy + ¥(Vy). B B L }
Soita € ¢, alorsa(V, +y(V,)) = !, +(ye)(V,) = w! +w, .Parle calcul precedent, cecivaf 7 = w7 =

yle
a(V,,). Commev,,. est I'unique vecteur d¥ vérifiant cette relation pour todt € ¢, on obtient bierd,, =V, +y(V;),
et I'action del” surA est bien une action de groupe.

Par constructionl] agit par automorphismestaes et préserve I'ensemble des murs, cette action, a pdoﬁ,
s’étend donc a une action séiipar automorphismes d’appartements.

Montrons la compatibilité avec I'action dé¢. Pour commencer, un élément de la form€), aveca € ¢ etl € L,

induit surA la réflexionr selon le muM(a, w(l)). L'élémento(n,(l)) = N (o()k7) induit alors la réflexion selon le
mur M(ce, (l) + w3) = o.M(a, w(l)). C'est bien la conjugaison par I'action dede la réflexiorr. CommeN est
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engendré par les,(l) et T, il reste a vérifier quedt).x = o(t(c~1x)) pourt € T.
Soitdonct € T, d'apres 5.1.1t agit surl” par translation selon le vectegrdéfini par

a(%) = —w(alt)), Ya e ¢ c V*
Or poure € ¢, a o0 = o L. est encore dangetol.a=o0tloaoo e T*dol:
(o) = —w(c "t o @ o o(t)) = —w(a(ot)), Yo e T c Y*.

(la deuxieéme égalité car la valuatianestI'-stable.)
Ceci entraingi,; = o(V;) d'ou la relation de compatibilité entre les actionst s deo-.

Enfin, commd" est fini, son action Suk fixe un point, disong’. Dés lors Al = o’ + VT, |

5.2.2 Actiondel sur I

On dira qu'une familleQ de parahoriques suX(T) estI-stable si pour toua € A(T) et touto € T, 0.Q(a) =
Q(ca). Les familles minimale et maximale de parahoriques saitainent-stables, il en est de méme de la famille
construite dans [Roul0].

Soit Q une bonne famille de parahoriquEsstable, par définitiod (Q) = G x A(T)/ ~, ou ~ est la relation
d’équivalence définie pag(x) ~ (h,y) & dne N(T) tqy = nxetg—thne Q(x). CommeN(T) estK-défini, 'action
del surG x A(T) paro-.(g, X) = (09, oX) passe au quotient et définit une action (), cette action stabilis&(T)
et prolonge I'action définie précédemment.

Lemme 5.2.4. Le groupel” agit surZ par automorphismes de masure bordée, c’'est-a-dire guékerve 'ensemble
des appartements deet induit entre deux appartements un isomorphisme d’appaents.

De plus, pourtous x 7, g € G, eto € I, 0(gX) = o(g)o(X). Pour tout tore maximal T, o(A(T")) = A(o(T")).
Enfin, pour toute facett€de 7, olp=1_¢

Preuve du lemme:
SoitZ un appartement, saite G tel queZ = g.A(T). AlorsoZ = o(g).A(T), c’est donc un appartement, I'appartement
vectoriel lui correspondant es{g).A(T) = o-(g.A(T)) = o(Z). De plus, en notant; la restriction de I'action de- &
Z, etopm) sa restriction #\(T), on aoz = o(g) o oam) 0 gL. Commeg™?, o(g) etoar) induisent des isomorphismes
entre les appartements concerngsgest bien un isomorphisme d’appartements.

La relationo(gx) = o(g)o(X) vient de la définition de I'action dE. Si T’ est un autre tore maximal, s@jte G
tel queT’ = gTt?, alorsA(T’) = g.A(T), dol . A(T") = o(g).c(A(T)) = o(g).A(T) = A(c(g)To(g)™). Mais
a(QTo(g) ™" = o(gTg™) = o(T").

Enfin, si f est une facette da, alorsf p = P(fs.Afﬁ donco.l = o-(P(fj).o-(Afﬁ) = P(o-fﬁ.AH =1 _r Lecasou
f'¢ As’obtient par conjugaison par un élemegre G tel queg. fcA O

En particulier, si dans un apparteme@ny = x +z V, alors dansrZ o(y) = o(X) +,z o(V).

5.3 Action du normalisateur du tore déploye

Nous avons obtenu pour tout tore maxirkadéfini etL-déployéT contenanfTx une partieA(T)" stable par
N(T)(K) . Nous allons voir qu’on peut, au moins sous I'hypothése BucorpsL est "maximalement complet”,
trouver un autre espacdiae dirigé parAx qui soit stable paN(Tx)(K), c’est-a-dire qui permette de vérifier (DM 4).
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Cette partie n’est pas utilisée dans la suite.

Soit f;{ une facette maximale d&:, f une facette d& contenant un ouvertd&. SoitJ := I'¢, c’estunimmeuble

affine carf est sphérique, c’est en fait 'immeuble de Bruhat-Tits dnugpeMK(F) = FixG(KK) = Z(Tx).
Les groupe&(Tx) et agissent suff, etZ(Tx)(K) préserve 'ensemblg”, qui contient le singletopr {A(T)").

Lemme 5.3.1.L’ensemble7" est une partie non vide, bornée et convexgfde

Preuve du lemmd’immeuble J est 'immeuble de Bruhat-Tits d&(Tx), c’est donc aussi I'immeuble du semi-
simplifié deZ(Tx), c'est-a-dire d&(Tx)/Z(Z(Tx)). CommeTyx C Z(Z(Tx)), et Tk est un tor&K-déployé maximal, ce
semi-simplifié n’a pas de toig-déployé, il est anisotrope. Alors la proposition 5.2e1[Rou77] entraine qug " est
borné.

C'est une partie convexe cBagit surg par automorphismes d'immeuble, et non vide car elle congieA(T)").

]

RemarqueSans supposer que la valuationiflest discrete, il n’est en général pas clair que 'mmewddZ(Tx)
contienne un poink-fixe (voir [BT84] 5.1.6). Ici, c’est le fait d’avoir choidl, de maniére a assurer I'existence d’'un
tore maximalL-déployé e défini contenantx qui a cette conséquence.

Proposition 5.3.2. Si I'immeubleJ est complet, il existe un sous-espagtna Y(K) d’'un appartement A dé&, stable
par N(Tg)(K), fixe parT’, dirigé parVectK(A’K).

Remarquel'immeuble J est complet si et seulementlsiest "maximalement complet”, d’apres [BT72] 7.5.4 et
7.5.5, ce qui est le cas par exemple dés que la valuati@ned discrete.

Démonstration:
Le produitZ(Tg)(K) x T agit surJ en stabilisanty™. D’aprés le lemme et le fait qug est complet, le théoréme de
point fixe de Bruhat-Tits prouve I'existence d’'un pomt g fixe parZ(Tx)(K). Soit T’ un tore maximal d&(Tx)
tel quep € A(T')¢. SoitY = pr;}(p) NA(T’), il sS'agit de 'adhérence d'un espacfiine deA(T’) stable palN(Tx)(K)

et parT, et dirigé par Ve(;g(T,)(fq). AlorsT agit surY par automorphismesfines, avec des orbites finies, dohadmet

lui méme un poinf-fixe p. FinalementY(K) := Y = p+ VectK(T,)(fT) =p+ VectK(KK) convient. O

On obtient de la sorte un espa¥ék) c I' sur lequel agitN(Tx)(K). Cependant, on ne sait pas si il existe un
appartemena le contenant tel qua N 7T = Y(K). Autrement dit, en modifiant(K) pour satisfaire a (DM 4), on a
perdu la condition (DM2).

Pour résoudre cette fticulté, nous aurons besoin d’hypothéses sur le gréaipe le corpsk, et nous devrons
choisir unZy plus petit queZ™.

5.4 Descente
5.4.1 \frification des premieres conditions de descente

Proposition 5.4.1. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un cErpdéployé sur une extension
galoisiennel. On noteDyg et Dy, les données radicielles pour(G) et GK), correspondant & un tore maximat
déployé T et un toreK-déployé maximal f inclus dans T. Alors le couplg Dy, Dx) Vvérifie les conditions (DSR),
(DDR) et (DIV).

SiK est muni d’une valuation non triviale, alors toute valuatiorp;, de D associée comme en 2.2.3 vérifie (DV
2).
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Supposons de plus, TK-défini, soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p&ra*~)(sph) pour
(D, L), soit Iy, = 1(Q), etl’ = gar (L|M), qui agit donc sutZ. Alors la donn’ee(Z)L,<pL,Z)K,I£) satisfait aussi
aux conditions (DM 1), (DM 2).

Les conditions manquantes sont donc (DM 3) et (DM 4), ainsi{@V 1), mais on peut toujours remplagerpar
une valuation équipollente pour satisfaire a cette @eeni

On rappelle que, contrairement a ce que les notations @ieutrfaire croire, le groupe jouant le role Galans la
donnée radiciell®x est en faltZ(TK)(K) qui contient en général strlctem&g

De plus, on a prigg = A[L de maniére a voif x comme une partie d&; . C’est donc en général un complexe de
Coxeter non essentiel, et ce n’est pas I'appartement olsiestraitement & partir dgTg).

Pour le reste, on notera avEcen indice tous les objets habituellement obtenus a pamireddonnée radicielle.

Voici le dictionnaire entre les objeis-rationels considérés ici et les objets de la partie 4 turedbtient :

- D=9, D = Dy,

- G =G(K), T“ Z(Tie)(K), N¥ = N(Te)(K),

- ¢” ¢(TK) Ui = Uax pour touta € #(Tx),

V(T]L) Vh VeCR/(T )(AK)
- In = 1(K), A, = A,

- o=, ¢" = ¢x,
— pour la deuxiéme partie de la proposition, on aliya 71, doncA; = A(T]L,)r

DémonstrationOn noteV; = V(Ty), Vi = VerL(KK). AL = A(TL) etgr = ¢(Tx).

— (DSR): On ax = {alg, | @ € ¢ et ker@) N Agpn # 0). Par [R€02] 12.4.4, toutes les facettesidecoupent ;
par 12.6¢x est a base libre ; enfin dic est une facette sphérique fée, alors¢£‘g(f{<) est fini, mais pour tout

ac ¢y (fK) #7'(ker(@)) est aussi fini (caa est unek-racine réelle), donc au finaf‘(ffg) est fini, doncf coupe
au moins une facette sphérique.

— (DDR1) : Pour tout € ¢, on alax = ({U(,,L |a € ¢p etaly, € {a, 2a}} >F. Ceci est clairement inclus dans le
groupeU, = ({UQJL | @ € ¢, etcu|\7K € R**.a} >

- (DDRZ) Pour tout € %, sia € ¢, est telle querly, € R™.a, alorsely, € ¢x. Commegy est un systeme de
racines, il ne peuty avoir plus de deux telg, .

— (DDR3) : Le groupd® pour la donnée radiciell®x est en faitz(Tx)(K), avecZ(Tx) le centralisateur du tore
deployé maximal, autrement dit le fixateur d&. Or le groupeZ défini dans 4.1 est précisément ce fixateur.
D’ou I'inclusion Z(Tg)(K) c Z(Tg) = Z
Pour touta € ¢, U € Uga, N(U) stabiliseAz et donc normalisg. Il agit surAxz comme une réflexion d’hyperplan
kera, d’oln(u)Uan(u)™ = U_z etn(u)U_an(u)~* =

— (DIV) : Limmeuble 7(K) = 7T est stable paB(K), et 7(K) N A = Ag. D'oii (DIV).

— (DV2) : Soitt € Tg(K), t induit surA une translation de vectetiy ett stabiliseAx doncv; € \7K. Pour tout
a € ¢ etk € R, on atUat™ = U,yiamy- DoNc limage depxa est stable par le groupga(v), et il nous faut
maintenant prouver qu'il existes Tx(K) tel quea(V;) # 0.

Le vecteunv; est caractérisé par le fait que pour taue ¢p, a(%) = —w(a(t)) (proposition 5.1.1). En par-
ticulier, sia € ¢y est telle querly, = a, alorsa(V) = (%) = -w(a(t)) = -w(at)), cara = alr,. Mais
a(Tg) D a(@’(K*) = (K*)?, car(a,a’) = 2, et le résultat découle de ce quesst une valuation non triviale sur
K, donc sur K*)2.
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On suppose maintenant K-défini, et on prend’; = 7} . On peut alors définiAx = A} = Ku

— (DM1): La partie] est clairement stable p&(K). Soit f’ une facette sphérique. $L = 0, alors il s’agit bien

d’'une partie convexe et stable ga¢K). Sinon, la facettef estI-stable, el agit surZ ¢ par automorphismes
d'immeuble dfine, doncf? est convexe €5(K)-stable.

— (DM2) : Conséquence de 5.2.3.

Dans toute la suite, on fixe une bonne famille de parahoriQuesur D..

5.4.2 Corps intermédiaire

Soit Tk un toreK-déployé maximal. On suppose désormais qu'il existeaxtension galoisienrigl modérément
ramifiee deK, incluse dang, telle que le groupe réductf(Tx) soit quasi-déployé suvl. Ceci est par exemple le cas
deés que la valuation dg est discrete et que son corps résiduel est parfait.

Il existe alors un sous-groupe de Boi); du groupe réductiZ(Tx) défini surM. Ce Borel contient un tore
maximal Ty, défini surM. CommeTyx C Z(By), Tp contientTg. Soit Ty la partieM-déployée delL, c'est-a-dire
le groupe engendré par les image des cocaracteres fiees parly; := ga/ (LM). Cette partie contient encofie:
puisque tout cocaractere die est un cocaractere de fixe parly.

Prouvons qudy, = Zzr,)(Twm). A priori, Zz1,)(Tw) est le sous-groupe de Lévi d@€Tx) engendré pafy, et par
les groupes radicield,, poura € ¢(T.) tels quea(Ty) = {1} (cette condition entraine automatiquemerdt ¢™(Tx),
doncU, c Z(Tk)).

Le systeme de racines d&Ty) par rapport au tore maximdl, est¢™(Tx), ou¢ = ¢(TL) est le systeme de
racines pouf par rapport al.,. SoitIl la base d&™(Tx) correspondant 8y, etIT¥ sa base duale. Comnig; est
I-stable, ces bases sont permutéed patUne base des cocaractereslgeest alors I'ensemble de§,co o, pourO
unel'y-orbite dandT1V.

Soit maintenanr € ¢™(Tx) tel quea(Ty) = {1}. Alors @ s’annule sur tout cocaractére @g, donc pour toute
orbite O dansIl¥, a(Y,cop) = Ypeo{@.p) = 0. CommeO c II', tous les(a,p) sont de méme signe, donc
finalement, ils sont tous nuls. Au total s’annule sur tous les elementH#, ceci est impossible. Il n’existe donc pas
de racinar € ¢™(Tg) s’annulant suify. DoncZzer,)(Tu) = Twu.

Vérifions queTy, est un toréMi-déployé maximal. ST est un toréMi-déployé contenafity, alorsT c Z(Ty) = Ty.
Sip est un cocaratere dg commeT estM-déployé p estl'y-fixe. Donc par définition d&},, son image est daris;.
On prouve ainsi qué c Ty.

Maintenant, le fait qu&x c Ty entraine qu&zk)(Tu) = Zs(Twu), donc finalemenZg(Ty) = Tr, et le groupes
est lui aussi quasi-déployé Sir.

On a finalement trois toreBe c Ty, C Ti. Le premier esK-déployé maximal, le second agtdéployé maximal,
le troisieme est maximal (&t-déployé), eiM-défini. De plus I'extension de corfiS c M est modérément ramifiée, et
G est quasi-déployé si.

On a déja introduily; = gaf (LIM), on notera de plufx = gaf (M|K). Le groupel}y est distingué dank et
'k ~ I'/Ty;. SoientA, = A(Ty), AL = A(TL), Ay = A(Ty) € AL et Ax = A(Tx) C Ay. CommeT, estM-défini, le

>

groupely; agit surAy, et 'ensembledy = AEM est 'adhérence d’'un espaciae soushy;.

RemarqueOn ne peut définir un espaée aussi simplement, il faudra attendre 5.4.4.

63



5.4.3 Descente quasi€ployee

On commence par appliquer la partie 4 aux données radisiBll; et Dy.. D'apres la proposition 5.4.1, toutes les
conditions de descente sauf (DM 3) et (DM 4) sont vérifiéesprenanf{m pour jouer le role dg?, et en remplagant
¢ par une valuation équipollente basée en un poinkgde

Nous avons vu qué est quasi-déployé sii, c'est-a-dire que nous avons trouvé un tteléployé maximaly
tel queTy, = Z(Ty) est un tore maximal dé. Le toreT., est dondv-défini, et c’est I'unique tore maximal contenant
T

On aN(Ty) © N(Tp).Z(Ta) = N(Tp), d'ot N(Ty)(M) < N(Tp)(M). Comme la partiedy; = A(Tp)™ est en
général stable pad(Ty)(M), elle I'est ici aussi paN(Ty)(M), ainsi la condition (DM 4) est-elle vérifiée.

Concernant (DM 3), soi€,; une chambre dé&,; etC une chambre dé&: rencontranCy. Soitx € Ay etF la
facette deA, contenantierm (X + 6). C’est une chambre d&qui coupeAy; et doncZ'*. Pour toute facette sphérique
fe ?(A_CL), la facette contenaryr (F) coupe@, est une chambre dé; et donc n’est incluse dans aucune autre
facette def .

On obtient donc par la partie 4 une valuatign de la donnée radiciell®;,;, un appartementy; = Ay (Ty), Une
bonne famille de parahoriqué€y; vérifiant (para 2L*)(sph), puis une masure bordég = 7(Qy;) pourG(M).

On notera%y; = G(M).Ay © I™, c’est 'analogue des "points invariants ordinaires” d@(R7] 2.4.13. Par la
proposition 4.5.1, pour toute facette sphéricﬁﬂeﬂefM, la fagade[M@ de T, s'identifie 37, N1, ot f est l'unique
facette del’ contenant un ouvert d; (voir la remarque 2 la fin de 5.1.2).

Soito € T, alorso.Ty est un autre tor@i-déployé maximal dé&s, donc il existeg € G(M) tel queo. Ty =
9.Ty.g~ L. Montrons quer.Ay = g.Ay.

Pour commencerr.Ay = o-.(AE“) = (ocAL)™. En dfet, six € A[EM, alorso.x € oA, et pour touty € Ty,
y.ox= oo Yyox = oxcaro tyo € INy. DonCO-.(A{M) c (oAL)™, 'autre inclusion est semblable.

Donco.Ay = (0A)™ = A (o TL)™. Maiso. Ty, = gTog™* car c’est 'unique tore maximal contenant;;. Donc
oAy = (9.A)™ = g. ALY = g.Ay carg estly-fixe.

Ceci prouve qugfy est stable palr.

5.4.4 Descente mogrément ramifiee

On étudie maintenant le grou@K). On va utiliser les résultats de la partie 4, appliguésdannées radicielles
Dy et Dk, le travail surDy,; de la partie précédente servira & définir une pdrtiede 7, et & prouver les conditions
(DM x).

On avu quéd’ agit surJy;, on peut donc poseiyk = j{ﬂ = j{f. La masure bordég; admet des points-fixes car
G contient des tores maximaiixdéployés eK-définis. DoncZ} # 0. Cependant il n'est pas clair qug, = 7T N Jwu
soit non vide. Nous serons en fait obligés de le supposas, ciest une hypothése qui, tout comme I'hypothése sur
I'existence de I'extensiol, est vérifiee dés que la valuationeest discrete. C'est en fait I'analogue de la condition
(DE) de [BT84] 5.1.5.

Proposition 5.4.2.0n suppose que la famille Q vérifie (pa2d.*~)(sph), et que I'immeuble de Bruhat-Tig (Z(Tx))
du groupe réductif ZTk) sur le corpsM admet un poinf-fixe.

Alors il existe un tore maximal T tel que les conditions decdate de la partie 4 sont vérifiees pour les données
radiciellesDy (T) et Dk (Tx), et pour la partiel yx de 7y.

Comme pour 5.3.2, par le theoréme de point fixe de BruhatZ(Tx))" est non vide dés que I'immeuble;(Z(Tx))
est complet, et ceci est vrai dés que la valuatiofldsst discrete.

Démonstration:
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Pour toute facette sph'eriqti?nlefb Iy NI} pestvide sif’n Ty = 0. Sinon, il s’agit de 'ensemble des points

I'-fixes dans la fa(;adéMf;f ol fy; est une facette d&y, contenant’. Cette facade est un immeubleJey agit par
automorphismes, donf,gﬁﬁ est une partie convexe. Ainsi (DM 1) est vérifié, pour latiead’immeublel .
M
La proposition 5.4.1 prouve encore les conditions (DSRRRD, (DIV), et (DV 2), pour n'importe quel tore maxi-
mal T contenanfx et pour n'importe quelle valuation d8y(T). Il reste & voir (DM 2, 3 et 4) ainsi que (DV 1).

Le fait que I'extensiork ¢ M soit modérément ramifiée entraine que le li8u(Z(Tx))'* des pointdk-fixes de
limmeuble 714 (Z(Tx)) de Z(Tx) sur le corpsM est de diameétre nul. Enffet le groupeZ(Tx), ou plutdt son semi-
simplifie Z(Tx)/Z(Z(Tx)) estK-anisotrope, donc sachant que le degré de sauvagiBfiE) est nul, c’est la proposition
5.2.1 de [Rou77]. Comme nous avons supposé qu'’il est nan iislagit d’'un singletorip}, et le pointp est donc fixé
parZ(T)(K).

Le groupeZ(Tx) est le fixateur danG duK-appartement. Pour toute chambré de Ay, on noteraf la facette
de A contenant un ouvert d . La facettef est sphérique, et 'immeubl&(Z(Tx)) est isomorphe 4 ¢, la facade de
I =T11(G)de typeff L'immeubleM-rationnelZ(Z(Tx)) est alors isomorphe A¢ N Ju, par la proposition 4.5.1.
Cet immeuble est inclus dad$, de sorte que I'action déy coincide avec celle déx.

On notepy I'unique pointT-fixe de » N Ju. Soit& I'ensemble des points 4§y ainsi obtenus pour toutes les

chambres déx. L'ensembleS est donc fixé paZ(Tx)(K), et stabilisé paN(Tx)(K).

Il existez € Z(Tx)(M) tel que le point-fixe de I (Z(Tx)) est dans I'appartement correspondant au Tore
zT.zt SoitZ = A(T) = zA.. Alors Z' est inclus dangfy,; et contientS. Notons que comme € Z(Tx), Ac c Z.
Nous allons montrer qu&nZy est I'adhérence d’un espad@iae dirigé par Vect(K), et qu'il est stable paX(Tx)(K).

Comme€ est constitué de points sphériques des deux signe&)atst en fait indépendant de I'appartement le
contenant considéré (corollaire 3.9.5). En conséqgeieret enclos est stable paret parN(Tx)(K). Il s’agit d’'une
partie convexe d&, donc l'action del fixe un pointx € Z n CI(&). Soito € T. Par le corollaire 3.9.5, il existe
g € Q(CI(&)) tel quer.Z = g.Z. Alors g~1o- est un automorphisme dequi fixe &, donc sa partie vectorielle fix&.

Il fixe de plusx, et ceci entraine qu'il fixex + Vect(KK). Commeg fixe CI(E) qui contientx + Vect(KK), on voit quer

fixe x + Vect(Ax). Finalementx + Vect(Az) c Z'. CommeZ" c Z™ c Jy,, on obtientx + Vect(Az) € Z N I.

Réciproguement, sojte Z N Iy, montrons qug € X + Vect(Ax). Supposons dans un premier terupsi. Soit
f une facette d& contenant un ouvert d’'une chambreAe Le pointpr(y) estI'-fixe, et commey € Jy, c’est un

point de - N Jy, c’est doncp. Ceci et le résultat similaire pourfﬁprouve déja qug € CI(&). Ensuite, comme

x ety ont la méme projection suf ., quitte a déplacey selon Vectf), on peut SUPpOSer € X + f Soitv ¢ f tel
quey = X +z V. Alors pour touto- € T', y = o(Y) = 0(X) +oz o(V) = X +,z o(V). Comme au paragraphe précédent,
soitq € Q(CI(&)) tel ques.Z = q.Z. Alors q oy = y (cary € CI(E)) d’ou, dansZ, x +z V = X +z g *o(V), donc
V= qlo(V), et commay fixe f, V = o-(V).

Ainsi, Ve fI' c Ag, ety € x+ Vect(Ag). De la méme maniére, on obtient pour toute facagelle quegn Ax # 0,
ZgN Iy = prg(x) + Vect(KK).

Ainsi, Z N Iy est 'adhérence d’un espacfiiae sous Vec). On le noteZy, son intérieur jouera le rdle oAy,
de la partie 4.

La condition (DM 2) est donc vérifiee pour I'appartem&rt’est-a-dire le tore maximdl ou la donnée radicielle
Dy (T)). De plus nous avons vu qe: c CI(E) doncZx = CI(E) N Iy, et comme ces deux ensembles sont stabilisés
parN(Tx)(K), Zx aussi, d’'ou (DM 4).

Etudions (DM 3). Soit une facette sphérique decoupantay. SoitF = Germ X+ F) une facette dé&y4 coupant
Zx de dimension maximale, dore contient un ouvert d&x N Zg, et il existe une facetté deZ n g* contenant un
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ouvert deAg telle queF_' = fﬂ/Vect(Q) (ou_plut(”)tF_' = (f»+ Vect(@)).Vect(@). Supposons qu'il existe une autre facette
F’ de4rencontrant et telle queF c F’. Il existe un appartemeily de 74 contenan€’ et tel quef ¢ By. Soient
x€ F' NIy etyeF nIy.Alorsprgx)toutcommepry)sontdeux point§-fixes dansyy N I ¢: ils sont égaux.

Doncxey+ Vectgg(f3 = Affg,(F). Maisx € F’ etF’ n Aff(F) = 0 : on obtient une contradiction, et il n’existe pas
de telle facettd-".

Enfin, soity une valuation deDy(T) basée en un poimte Zg, elle vérifie immédiatement (DV 1).

5.5 Conclusion

Résumons les résultats précédents. Saih groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps #gldéployé
sur la cloture séparable d@e Soit Tk un toreK-déployé maximal, il existe une extension galoisiebhrie K qui déploie
G et telle gu'il existe des tore maximailixdéployés contenafi.

Pour tout tel toreT, la famille de parahorique® définie dans [Roul0] est une bonne famille de parahoriques
pour Dy (T), et elle vérifie en outre (paral?)(sph). Alors la proposition 5.4.1 s’applique, permett@dmtveérifier les
conditions de descente (DSR), (DDR) et (DIV), ainsi que (D\p@ur toute valuation sub (T).

Si de plus la valuation d& est discrete, et le corps résiduel parfait, alors il exigte extension intermédiaire
M c L telle queG est quasi-déployé s et telle que I'extensioiil ¢ M est non ramifiée. Ceci permet la définition
de la partieZyx = Ju N I'. Lhypothése de discrétion de la valuationKi@ermet également d’appliquer la proposi-
tion 5.4.2, prouvant que la partigy vérifie les conditions (DM). La condition (DV 1) est obtendes qu’on choisit
une valuation basée en un pointfig , alors toutes les conditions de descente de la partie 4 goifiees.

On obtient donc une valuation pour la donnée radici&lg puis un appartement, une bonne famille de para-
horiques vérifiant (para.2)(sph), et enfin une masure bordée. On sait en outre quedadda sphériques de cette
masure bordée sont incluses dans des facades sphéatileesasure bordég, pourDy.

Théoreme 5.5.1.Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un ddrpkeployé sur la cloture séparable
deK. On suppos& muni d’'une valuation réelle discréte non triviale, tefjge son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bord@e: pour G(K), qui provient d’'une valuatiopx et d’'une bonne famille de pa-
rahoriques Q vérifiant (para2.1*)(sph). Pour toute facette sphériqlﬁffg de f(K), la fa(;adeIK’ﬁ< s’injecte dans la

facade’, r, de la masure bordeg; pour G(L), ou f est la facette d@(L) contenant un ouvert dé:.

Remarqueles hypothéses sur le corfs(valuation discréte et corps résiduel parfait) intemvient pour résoudre
deux dificultés : pour assurer I'existence d'une extensibmon ramifiee dé&k qui quasi-déploie le groupe réductif
Z(Tg), puis pour assurer I'existence d'un polifixe dans I'immeuble de ce dernier. Ces deuiidiltés ne font inter-
venir qu’un groupe réductif, et sont rencontrées de lanménaniere dans [BT84]. Ainsi, si on vedfiaer le résultat
précédent enfiaiblissant les hypothéses sur le cakpgeci devrait étre possible de la méme maniere que daré4B

5.6 Questions

Signalons finalement deux points qui restent non résolus.
En premier lieu, on ne sait pas s'il existe en général, poute donnée radicielle valuée, une bonne famille de
parahoriques. Nous ne disposons a priori que de la familénmaile de parahoriques; méme la définition de la famille

maximale n’est possible que si I'on suppose I'existence dains une bonne famille. Ce n’est que dans le cas d’'une
donnée radicielle valuée venant d’'un groupe de Kac-Mapdyl'on sait, grace a [Roul0] que la famille minimale est
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bonne, et qu'il existe en outre une bonne famille vérifianpkis (para 2*).

Par ailleurs, pour construire la masure bordée d’un gralgpg€ac-Moody presque déployé, on définit un apparte-
ment, puis une famille de parahoriques, puis on appliquenatcuction générale. Il n’est alors pas clair que la masu
obtenue s’injecte (ou au moins que chacune de ses facadest®) dans la masure du groupe déployé. On a seule-
ment prouvé que ses facades sphériques s’injectentiisfacades sphériques de la masure du groupe déplayé, e
est facile d’en déduire I'existence d'un plongement pesrimmeubles micrdanes deG(K).
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