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1 Introduction générale

Nos travaux concernent I’étude qualitative d’équations aux dérivées partielles non-linéaires.
En particulier nous nous intéressons a une classe d’équations hamiltoniennes appelées disper-
sives qui comprend notamment I’équation des ondes et ’équation de Schrodinger. Ces modeles
sont tres étudiés puisqu’ils servent a décrire de nombreux phénomenes physiques (en optique
non-linéaire, en électromagnétisme, en mécanique des fluides, ...) et d’un point de vue mathé-
matique leurs structures sont tres riches. Un exemple est 'oscillateur harmonique quantique
non-linéaire qui s’écrit

2

i0u 4 O*u — xu = |u*u, (t,z) € R x R, (1.1)

et dont nous avons abordé I’étude. Cette équation qui a pour inconnue la fonction a valeurs
complexes u : R x R — C, est un modele utilisé dans la description des condensats de Bose-
Einstein. L’équation linéaire associée est bien comprise car on peut représenter explicitement
la solution a ’aide de modes propres. En revanche, lorsque ’on rajoute la non-linéarité, I’étude
se complique sensiblement, puisque des interactions sont possibles entre des modes d’énergies
différentes.

Ces dernieres années, beaucoup de progreés ont été faits dans I’étude de I'existence et de
I'unicité des solutions d’équations dispersives et dans certains cas, on sait méme résoudre dans
des espaces optimaux. Il est donc maintenant naturel d’essayer d’obtenir des renseignements
qualitatifs sur leur dynamique : les exemples montrant I'optimalité de la régularité de la solution
sont-ils isolés ou typiques 7 Peut-on résoudre I’équation pour des données tres irrégulieres 7 Quel
est le comportement en temps long du systeme 7 En particulier, peut-on construire des solutions
globales remarquables (par exemple des solutions périodiques ou quasi-périodiques en temps),
ou obtenir des propriétés globales du flot (propriétés de récurrence ou bornes en temps des
solutions) 7 Ce sont ce type de problemes que nous allons aborder dans ce mémoire.

Pour attaquer ces questions, nous allons nous servir des probabilités et mettre de 1’aléa
soit dans les conditions initiales, soit dans I’équation elle-méme. Souvent la présence de termes
stochastiques complique 1’étude d’un systéeme puisque l'on est amené a traiter des objets de
faible régularité (par exemple dans une équation stochastique avec force aléatoire). Au contraire,
ici nous allons essayer de tirer profit de ’aléa grace a des propriétés de régularisation de séries
aléatoires ou en éliminant un certain nombre de mauvaises valeurs d’un parametre de I’équation.
Ainsi, nous allons obtenir, sur un ensemble de mesure pleine ou de mesure proche de 1, des
résultats concernant la dynamique de 1’équation. Notons que physiquement cette approche a
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Introduction générale

un sens puisque les parametres et les conditions initiales de I’équation ne peuvent pas étre
déterminés de fagon absolue. De plus, dans chacune de nos méthodes employées, nous obtenons
des résultats de stabilité de la dynamique par rapport aux conditions initiales. Enfin, nous
montrons que ’approche précédente est pertinente en construisant, pour des choix particuliers
de parametres, des trajectoires exceptionnelles en utilisant des phénomenes de résonance.

Dans nos travaux, nous utilisons les probabilités pour I’étude d’équations déterministes, et
ceci avec deux points de vue différents.

La premiere approche utilise des idées de la physique statistique et qui ont été développées
mathématiquement par Lebowitz-Rose-Speer [69], P. Zhidkov [99], J. Bourgain [15, [I7] puis
N. Tzvetkov [91l 90]. Cela consiste & munir I'espace des conditions initiales d’une loi de pro-
babilité et de traiter les trajectoires en leur ensemble au lieu de les considérer de fagon isolée
comme on le fait traditionnellement dans ’étude d’un probleme de Cauchy. L’avantage est de
pouvoir tirer profit de phénomenes de régularisation en moyenne des séries aléatoires. Avec
ces idées, on peut donc revisiter les arguments classiques d’étude d’EDPs et ainsi développer
une théorie de Cauchy locale (voire globale) probabiliste pour des équations mal-posées, ou
construire par compacité des solutions faibles probabilistes. De plus, dans certains cas, on peut
montrer une dépendance continue presque stre du flot par rapport aux conditions initiales, ce
qui renforce la pertinence de 'approche stochastique.

La deuxieme stratégie utilisant 1’aléa que nous allons adopter repose sur une méthode qui tire
ses origines des systémes dynamiques hamiltoniens en dimension finie. Il s’agit de la méthode
KAM développée par Kolmogorov [62], puis confirmée par Arnold [3] et Moser [73], qui a no-
tamment contribué a montrer la stabilité du systeme solaire (voir Chierchia et Pinzari [34] pour
une preuve complete). Cette stratégie a été adaptée pour des EDP hamiltoniennes (donc vues
comme des systémes dynamiques en dimension infinie) par S. Kuksin [63], puis E. Wayne [97]
et J. Poschel [86]. La méthode KAM est une méthode itérative sur I’hamiltonien du systeme
qui permet de montrer que la partie linéaire de ’équation est stable par perturbation. Pour
mettre en ceuvre cette méthode, on doit a chaque étape restreindre un ensemble de parametres
de I’hamiltonien, puis avec un argument de mesure on montre qu’il est non vide a la fin : c’est a
ce niveau qu’intervient I’aléa. En utilisant cette méthode, Kuksin et Poschel [66] ont construit
des tores invariants pour une équation de Schrodinger en prenant comme seuls parametres les
conditions initiales de I’équation : on peut ainsi voir le contenu de [66] comme un résultat de
conditions initiales aléatoires. Mentionnons pour conclure un point important de la méthode
KAM, par rapport a d’autres méthodes de construction de solutions quasi-périodiques : la
méthode KAM fournit I'existence de tores invariants qui sont, de plus, linéairement stables.

Ainsi, dans les deux cas, 'utilisation de I’aléa permet de fournir un ensemble de conditions
initiales ou de parametres pour lesquels on a une bonne compréhension de la dynamique.

Décrivons maintenant plus précisément notre travail.

Dans [A]] nous avons étudié ’équation de Schrodinger avec potentiel confinant (qui com-
prend notamment 1’équation ) en dimension quelconque et avec des conditions initiales
aléatoires. Grace aux travaux de Christ, Colliander et Tao [35] on sait qu’il existe un seuil
critique de régularité des données initiales pour que 1’équation soit bien posée de fagon dé-
terministe. En utilisant des idées de Burg-Tzvetkov [26, 27] pour I’équation des ondes, nous
avons montré qu'’il existe beaucoup (en un sens probabiliste) de données de faible régularité
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(sous l'indice critique) pour lesquelles on sait construire des solutions fortes probabilistes par
un argument de contraction. L’argument utilise le fait que la partie linéaire de ’équation étu-
diée a un spectre discret et que les fonctions propres associées (fonctions d’Hermite dans le
cas du potentiel quadratique) jouissent de bonnes propriétés dispersives. Néanmoins, grace a
une transformation explicite (dite transformation de lentille), on est capable de déduire des
résultats analogues pour I’équation de Schrodinger non-linéaire sans potentiel.

Avec N. Tzvetkov [A2] nous avons construit une mesure de Gibbs pour I'équation de Schro-
dinger avec dérivée dans la non-linéarité. Cette construction est non-triviale et nécessite des
arguments fins de probabilités, comme par exemple des estimées de chaos de Wiener qui per-
mettent de controler des produits de séries aléatoires. Une mesure de Gibbs est une mesure
sur un espace de Sobolev, et c’est un outil pour la compréhension de la dynamique d’une EDP
hamiltonienne. En particulier :

1. Supposons que l'on a une théorie de Cauchy raisonnable pour des conditions initiales sur
le support d’une mesure de Gibbs. Alors on peut espérer construire un flot global, presque
stirement défini par rapport a cette mesure : de fagon informelle, une mesure de Gibbs
remplace une loi de conservation de faible régularité.

2. Sil’on arrive a montrer que cette mesure finie est invariante par ce flot, on peut appliquer
le théoreme récurrence de Poincaré : presque tout point est récurrent par la dynamique.

Avec N. Burq et N. Tzvetkov [A4] (voir aussi l'acte [A5]) nous avons mis en oeuvre ce
programme sur le modele . Nous avons montré que cette équation (et avec n’importe
quelle non-linéarité polynomiale dans le cas défocalisant) était globalement bien posée sur le
support de la mesure de Gibbs associée qui est essentiellement L?(R), ce qui constitue un gain
d’une demi-dérivée par rapport a la théorie déterministe. De plus, nous obtenons une borne en
norme Sobolev sur la croissance typique des solutions, lorsque le temps va vers U'infini. Grace a
la transformée de lentille, nous montrons dans [A4] un phénomene de diffusion (scattering) sur
le support de la mesure pour Schriodinger sans potentiel. Ici encore, nous obtenons un résultat
qui semble hors d’atteinte avec les méthodes déterministes.

Les preuves d’existence dans les travaux précédents reposent sur un argument de point fixe
combiné avec des estimations probabilistes. Il est naturel d’étudier un analogue stochastique
des méthodes de compacité usuelles pour I'obtention de solutions faibles. Dans [A6], avec Burq
et Tzvetkov, nous construisons des solutions faibles globales, d’énergie infinie, & I’équation des
ondes périodique avec non-linéarité cubique, en dimension quelconque. La globalisation ne re-
pose pas ici sur 'utilisation d’une mesure de Gibbs mais sur une estimation a priori utilisant
Pénergie de I'équation, déja utilisée dans [28]. Dans [A6] on construit des solutions globales
pour des données distribuées selon une grande classe de mesures de probabilités : ’avantage de
cette approche est qu’elle permet de briser la rigidité induite par une mesure de Gibbs, qui est
typiquement supportée dans un ensemble tres irrégulier et en pratique seulement utilisable en
dimension 1. En revanche, en dimension 1 (ou en dimension supérieure, avec hypothese radiale),
une mesure de Gibbs peut étre un outil efficace pour construire des solutions faibles probabi-
listes, c’est 'objet du travail [A7]. Dans cet article, en nous inspirant de I’approche [2] et [40],
nous avons considéré différents modeles dispersifs (équation de Schrodinger sur la sphere S3
avec solutions radiales, Schrodinger avec dérivée, Benjamin-Ono et équation des demi-ondes)
et nous avons construit des solutions globales sur le support de la mesure de Gibbs considé-
rée. L’argument repose sur un théoréme de compacité des mesures (théoréme de Prokhorov)
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combiné avec le théoreme de Skorohod qui permet de passer d’une convergence en loi, & une
convergence presque stre. L’invariance (au moins formelle) de la mesure de Gibbs par I’équation
est utilisée de fagon cruciale pour obtenir des bornes en vue de la compacité.

Jusqu’a présent, nous avons étudié le comportement de solutions irrégulieres, intéressons-
nous maintenant & la dynamique en temps long de solutions régulieres, en particulier regardons
I'existence de solutions quasi-périodiques & (1.1]). Avec B. Grébert [A3] nous avons construit
des tores invariants pour perturbé par un potentiel aléatoire. Idéalement, on aimerait
considérer exactement 1’équation , mais ce systeme est résonant au sens ou il existe des
combinaisons linéaires des valeurs propres de I’équation libre qui s’annulent. La présence du
potentiel aléatoire permet d’éviter des problemes de petits diviseurs et de mettre en place une
méthode KAM. On adopte le formalisme abstrait de Poschel [85] en y incorporant des estimées
dispersives des fonctions d’Hermite. La méthode KAM fournit un changement de variables,
proche de l'identité, sur ’hamiltonien qui montre que la dynamique est une perturbation de
la dynamique linéaire. Il s’agit du premier résultat de ce type pour une EDP dans un cadre
non compact. Notons & ce propos que le fait que la variable d’espace varie dans R tout entier
est utilisé via les estimées dispersives des fonctions d’Hermite ; le seul fait que 'opérateur sous-
jacent soit a résolvante compacte n’est pas suffisant.

Cette méme approche permet de montrer la réductibilité de I'oscillateur harmonique avec
potentiel quasi-périodique en temps : il existe un changement de variables qui transforme ’équa-
tion en une équation a coefficients constants. Ceci donne une description complete de la dyna-
mique. Ici encore I’aléa est crucial, le parametre étant la fréquence de la perturbation.

Il est naturel de se demander si 'approche stochastique est nécessaire, ou si les résultats
précédents restent valables sans avoir a se restreindre a un sous ensemble de conditions initiales
ou de parametres.

En ce qui concerne le caractere bien posé des EDP dispersives, un certain nombre de contre-
exemples (ou suites de contre-exemples) montrent I'optimalité des espaces de résolution. Citons
en particulier les résultats de G. Lebeau [68, [67] pour les ondes, Christ-Colliander-Tao [35] pour
Schrodinger puis Alazard-Carles [I] ainsi que les travaux [A11l [A12] [A13] issus de notre these
que nous ne détaillerons pas ici.

Avec la théorie KAM, dans [A3] nous avons montré, sous une hypothese générique sur le
potentiel perturbatif, que la dynamique de l'oscillateur harmonique était proche du linéaire.
Pour montrer que les hypothéses de non-résonance inhérentes a la méthode sont nécessaires,
avec B. Grébert [A§] nous avons considéré une équation de Schrodinger non-linéaire sur le
cercle et construit des exemples de solutions qui ne se comportent pas comme une solution
linéaire. Ceci demande une description en temps long, rendue possible grace a une méthode
de formes normales de Birkhoff résonantes. Ceci étend des résultats de Grébert et Villegas-
Blas [56] pour une équation de Schrodinger avec non-linéarité non autonome. Avec B. Grébert
et E. Paturel [A9] nous avons montré que la méthode développée dans [56] et [ATI] était
robuste et pouvait s’appliquer a des systemes. En corollaire de notre étude nous obtenons un
exemple de croissance optimal de norme Sobolev pour I’équation de Schrodinger sur le cercle
avec potentiel régulier dépendant de la variable de temps, on retrouve ainsi un résultat de
Bourgain [19]. Dans [A8][A9] nous avons construit des solutions proches de solutions périodiques
en temps, dans [A10] avec E. Haus nous avons adapté la preuve pour obtenir des solutions
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quasi-périodiques pour un grand choix de fréquences. Ce dernier résultat repose sur une étude
arithmétique des résonances.
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2 Dynamiques hamiltoniennes et aléa

2.1 Séries aléatoires

Dans la premiere partie de ce mémoire, beaucoup de nos résultats reposent sur des propriétés
remarquables des séries aléatoires. Ces séries, qu’elles soient & valeurs réelles ou dans un espace
de Banach, ont beaucoup été étudiées pour elles-méme : voir les livres de Marcus-Pisier [72] et
de J.-P. Kahane [59]. Nous allons les utiliser dans ’étude des équations aux dérivées partielles
commencons par donner quelques propriétés qui seront utiles par la suite.

2.1.1 Inégalité de Khintchin et chaos de Wiener

Soit (€2, F,p) un espace probabilisé. On dira qu’une suite de variables aléatoires (g )nen
vérifie 'Hypothese [1] si

Hypothése 1. Les variables (gn)nen sont indépendantes et identiquement distribuées et leur
distribution conjointe 0 vérifie
o0
Je>0, VyeR, / T dh(z) < €.
—0o0
Cette condition implique que la loi considérée est centrée et admet des moments a tout ordre,
en particulier sa distribution est tres localisée pres de zéro. Par exemple on peut choisir des gaus-

1 1 1
siennes df(z) = ———e *"/27")dz ou des lois de type Bernoulli df(z) = 0z () + 557% ().

2702 2

Alors on a le résultat suivant (voir |26, Lemma 3.1] pour une preuve), connu sous le nom
d’inégalité de Paley-Zygmund [80, 81, 82] ou de Khintchin

Lemme 2.1.1. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout p > 2 et (¢y)nen € £2(N)

+00 oo
137 engn@)l| ooy < OVB(Y lenl)™ (2.1)
n=0 n=0

+00
Dans le cas ou les g, sont des gaussiennes centrées indépendantes, E cngn(w) est une

n=0
gaussienne centrée et I’on peut montrer le résultat de facon élémentaire. En général, ce résultat

se démontre grace a 'inégalité de Markov combinée a un argument d’optimisation.
Le Lemme montre un phénomene de régularisation di a ’aléa. Prenons un exemple
concret : on choisit ¢, = 1/(n+ 1) et (g,,) une suite de variables de Bernoulli centrées. Alors

“+00 “+oo
la série Z ¢n, diverge, mais d’apres (2.1) on a |Z cngn(w)| < +00, p—p.s., autrement dit un
n=0 n=0

changement de signe aléatoire rend la série convergente p.s.
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Dynamiques hamiltoniennes et aléa

A partir du Lemme avec I'inégalité de Markov et en faisant une optimisation en p > 2,
et grace a la connaissance explicite de la constante C',/p dans ({2.1]), on peut obtenir le résultat
de grande déviation suivant qui permet de quantifier la taille ponctuelle de la série.

Corollaire 2.1.2. Il existe des constantes c,C' > 0 telles que pour tout (c,)nen € £2(N) et A > 0

p(wEQ;

+o0
Z Cngn(w)‘ > A) < Ce N/ lells
n=0

Les résultats précédents sont bien connus par les probabilistes et les spécialistes de ’analyse
harmonique, mais ne semblent pas avoir été utilisés pour 1’étude des équations aux dérivées
partielles avant le travail de Burq-Tzvetkov [26, 27] (voir aussi [2I] pour une présentation du
sujet). Donnons de suite une application du Lemme

Application a I’inégalité de Strichartz pour Schrédinger sur le tore :

Soient d > 1 et f = Z fre™® e L2(T%). Pour étudier I'équation de Schrédinger non-linéaire

nezd
il peut étre utile d’établir des inégalités de Strichartz, qui sont des bornes espace-temps de la

solution libre :

Ces inégalités sont souvent difficiles a obtenir et nécessitent des restrictions sur ¢ > 2 et d > 1.

e < C[fll L2 (ray-

itA ‘

La((0,7)xT¢)

Montrons comment a partir du Lemme [2.1.1{ on peut simplement obtenir une version faible
de ces inégalités, quels que soient ¢ > 2 et d > 1.

Sur un espace probabilisé (2, F, p) on considere une suite de v.a. (gn)n>1 vérifiant 'Hypo-
these [I} On définit alors la variable aléatoire, appelée “randomisée de f” donnée par

1= Z Gn (W) fre™® € L? (Q; LQ(’]I‘d)).

nezd

La solution libre de Schrodinger issue de f* s’écrit €2 f« = Z gn(w) fne_it|"|2ei"x. Alors en
nezd

posant ¢, = fpe , il n’est pas difficile de montrer que pour tout g > 2 il existe des

constantes ¢, C' > 0 telles que

—it|n|26inm

. _~)\2 2
p(w c Q : eZtAfw S Ce cA /||f||L2(']I‘d)7

> 1)
La((0,T)xT¢)
qui est bien une version probabiliste de 'inégalité de Strichartz usuelle. Ceci a été utilisé pour la
premiere fois par Burq et Tzvetkov dans [26, 27] pour montrer des résultats d’existence presque

sture pour ’équation des ondes.

Remarques :
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e Une telle approche est possible des que le laplacien a un spectre discret (par exemple sur
une variété compacte, ou si I'on considere le laplacien avec un potentiel confinant). Dans
ce cas, on munit L? d’une base hilbertienne de fonctions propres et on utilise les estimées
en norme LP de ces fonctions propres.

e La randomisation ainsi que les estimées de la série aléatoire dépendent du choix d’une
base hilbertienne.

e Il est important de souligner que si la randomisation induit une régularisation dans
léchelle des espaces LP, p > 2, ce n'est pas le cas au niveau L?. Voir I'appendice de
[26] pour le résultat suivant : Soit f € H® et telle que f ¢ H™ pour € > 0, alors presque
strement f“ ¢ H5Te,

Pour conclure ce paragraphe, donnons une version multilinéaire de (2.1) dans le cas parti-
culier des gaussiennes qui sera utile dans la suite. Le résultat repose sur les estimées d’hyper-
contractivité du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (voir [A2] pour plus de détails).

Proposition 2.1.3 (Chaos de Wiener).
Soient c(ny,...,nk) € C et (gn)n>0 € Nc(0,1) des gaussiennes complexes i.i.d., centrées et
normalisées dans L?. Pour k > 1 on définit

Sk<w) = Z C(nh s 7nk) 9nq (w) o 'gnk(w)'

neNk

Alors pour tout p > 2
k
[Skllr) < VE+1(p—1)2 [[Skllr2(0)-

Ce résultat signifie que I’on peut se ramener au cas p = 2 dans les estimées de produits de
séries aléatoires, ce qui est agréable, puisque dans ce cas on peut écrire explicitement tous les
termes. Si k = 1 on retrouve le Lemme[2.1.T]dans le cas des gaussiennes. Ce qui est remarquable
dans ce résultat, c’est la connaissance explicite de la constante de la borne en fonction de k, p,
qui permet d’obtenir des estimées de grande déviation avec décroissance exponentielle :

p(w €Q; )Sk(w)‘ > )\) < Cem ",
2.1.2 Application a I’existence locale d’EDP

Présentons le travail [Al] qui concerne I'existence locale de solutions fortes pour ’équation
de Schrédinger cubique avec potentiel harmonique

u(0,2) = £(a), (22)

en dimension d > 2 (le cas d = 1 sera détaillé dans la Section [2.2). On note H = —A + |z|?
Poscillateur harmonique et on définit les espaces de Sobolev basés sur 'opérateur H

{z’@tu + Au — |z)?u = +|u>u, (t,z) € R x RY,

HIRY) = {ue S'(RY) : HY?ue LR} (2.3)

Grace aux inégalités de Strichartz, on peut montrer [51] que I"équation ([2.2)) est localement
bien posée dans H*(RY) dés que s > s. := d/2 — 1, avec un flot uniformément continu sur les
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bornés de H*(R%). D’un autre coté, Christ-Colliander-Tao [35] ont montré que l'indice s. est
optimal, en mettant en défaut I'uniforme continuité du flot dans H*(R?), des que s < s.. Pour
plus de résultats déterministes concernant NLS avec potentiel quadratique, voir Zhang [9§],
Carles [29] 30] et le livre [33].

Nous allons utiliser une idée de Burq-Tzvetkov [26], 27] qui consiste a randomiser les condi-
tions initiales pour montrer que (2.2)) est localement bien posée pour beaucoup de données
f € H*(R?) avec s < s.. Plus précisément, on note (h”)n>0 une base hilbertienne de L?(R%)

de fonctions propres de H tel que Hh,, = A\2h,, pour tout n > 0.
Soient (€2, F,p) un espace probabilisé et (g )nen une suite de v.a. vérifiant 'Hypothese
A tout élément f € H*(R?) que I'on écrit

f(z) = Zanhn(x),

n>0
on peut associer w — f* € L2(;H*(R?)) donné par
fo(x) = Z ngn(W)hn (). (2.4)
n>0

En effet, par Parseval

1 ey = D2 A2 e 2l ()
n>0

puis [o waHg_[s(]Rd)dp(w) < CHins(Rd) par intégrabilité des (gp). Avec le méme argument, on

montre que la somme partielle associée est de Cauchy dans L?(€; H*(R%)) ce qui permet de
définir la limite (2.4).

Au lieu de résoudre ([2.2)) avec donnée f, on résout pour f“ et on obtient

Théoréeme 2.1.4 ([All]). Soient d > 2, ¢ > g— 1- TJlr?> et f € HO(RY). On considére la
fonction < € L2(Q;H°(RY)) donnée par la randomisation (2-4). Alors il existe s > 3 — 1 tel
que pour presque tout w € Q il existe T,, > 0 et une unique solution a (2.2)) de condition initiale
[« de la forme

u(t) = e v 4 ([0, T,); H (RY)). (2.5)

On peut quantifier le temps d’existence de la fagon suivante : pour tout 0 < T < 1, il existe
un événement Q7 tel que

p(Qr) >1— C’e*C/Té, C,c,6 >0,

et tel que pour tout w € Qp, il existe une unique solution de dans la classe avec
temps d’existence T, = T.

Le Théoreme montre que 'on peut résoudre pour beaucoup de données sur-
critiques avec un gain de 1/(d + 3) dérivée par rapport a 'indice critique.

Cette méthode permet également d’obtenir des résultats d’existence locale pour I’équation
de Schrédinger cubique sans potentiel
{ i + Au = £|ul*u, (t,x) € R x R%,

u(0,z) = f(z). (2:6)
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En utilisant une transformation explicite qui permet de passer de (2.2) a (2.6)), on montre
que

Théoréeme 2.1.5 ([All]). Soientd > 2, 0 > %— —ﬁ et f € HP(R). On consideére la fonction
fe € L2(Q;HO(R)) donnée par la randomisation ([2.4)). Alors il existe s > % — 1 tel que pour
presque tout w € ) il existe T, > 0 et une solution unique a (2.6)) avec condition initiale f“ de
la forme

u(t) = &2 < + ([0, T, ]; H* (R)).

Remarque 2.1.6. Soit HS(Rd) Vespace de Sobolev usuel sur R%. Alors pour s > 0 on peut
montrer que

#H*(RY) = {u € HR?), (z)°u e L*(RY)}.
Par rapport aux résultats connus d’existence et d’unicité dans H S(Rd), le Théoreme
montre que l'on peut résoudre (2.6)) pour des données de régularité sur-critique, mais avec
un certain taur de décroissance a l’infini.

Idées de preuve
La stratégie générale pour construire le flot est la suivante :

Etape 1 : utilisation des propriétés dispersives des fonctions propres. Les fonctions
propres (hp)n>0 de l'oscillateur harmonique, qui sont des combinaisons linéaires de produits
de fonctions d’Hermite jouissent d’une propriété remarquable de décroissance en norme LP. Si
l'on note Hh,, = )\%hn on a pour

pe=2(d+3)/(d+ 1), (2.7)
et tout € > 0 'estimation
[ | Low (may < CAEU(CHB)*E||hnHL2(Rd)- (2.8)

Pour d = 1 'estimation est due a Yajima-Zhang [94] et dans le cas général & Koch-Tataru [61].
Ainsi, lorsque n — 400 une partie de la masse des h, part a Uinfini. Notons qu’un tel
phénomene n’est pas possible sur une variété compacte, et qu’en général dans ce dernier cas on
a plutot des phénomenes de concentration.

En combinant I'estimée avec le Lemme on obtient une version probabiliste de
Strichartz avec un gain de 1/(d + 3) dérivée dans LP+(R?). Plus précisément, on définit 1’espace
de Sobolev

WeP(RY) = {u e S'(RY) : H?*u e LP(RY)},

alors
Proposition 2.1.7 ([Al]). Soient d > 1 et p, donné par (2.7). Soient p, <p < oo, 0 € R et
0<T<1. Soit f € H? et soit f¥ sa randomisée. Alors pour tout € > 0
—itH 1
1™ £ Lo x 0.yt assrto—emn i)y S VP TP || Fllggeo may-
Ceci implique en particulier l’estimée de grande déviation

p{weQ : [e ™| )2 N) < Ce N,

Lo (0w ararto—c (me)) =
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Etape 2 : point fixe dans les espaces de Strichartz. Pour tirer profit de 'estimée
de la Proposition on cherche une solution de la forme u(t) = e f« 4 (). Alors u est
solution de ([2.2)) si et seulement si v est un point fixe de

t
v — —i/ e—i(t—T)H’e—iTwa + v’Q(e—iTwa + 1))(7‘, -)dT.
0

Le terme de fluctuation v est traité comme un terme déterministe. En fait on montre que cette
application est contractante dans les espaces de Strichartz a un niveau de régularité s > s.
Le point-clé est d’estimer le terme linéaire uniquement dans la norme de la Proposition
dans laquelle on peut tirer profit du gain p.s. de régularité.

Remarque 2.1.8. Plus généralement, dans [A1] on obtient un résultat pour l’équation de
Schréodinger non-linéaire avec un potentiel confinant a croissance au moins quadratique en
dimension 1. Dans ce cas, on a encore des estimées dispersives de type mais qui dépendent
de la croissance du potentiel (voir [9])]).

Remarque 2.1.9. Dans le travail [206, [27], Burg-Tzvetkov développent une théorie de Cauchy
pour des équations des ondes sur-critiques sur des variétés compactes. Dans leur cas, le gain
de régularité provient du terme de Duhamel des ondes, alors que dans motre cas ce sont les
estimées dispersives des fonctions propres qui permettent de conclure.

Etape 3 : la transformation de lentille. On suppose que v(s, y) est solution de I’équation
050+ Ayv = [v|" v, sER, yeRL (2.9)
Alors on définit u(t,z) pour [t| < §, z € R par

1 tan(2¢ ilz|?tan(2t)
1 tan2) @ Jem (2.10)
cosz (2t) 2 cos(2t)

u(t,z) =

et on peut vérifier que u est solution de
10 — Hu = cos®(2t)|ul*tu, |t| < g, z € RY, (2.11)

avec a = (k — 1)d/2 — 2. La transformation a été utilisée dans ’étude de ’équation de
Schrédinger L2-critique (dans ce cas a = 2), notamment par R. Carles [31].

La théorie d’existence développée dans les étapes précédentes s’applique également a ,
et on déduit immédiatement le résultat pour .

2.1.3 Application a la construction de mesures de Gibbs

Nous présentons ici une autre application des séries aléatoires qui est la construction de
mesures de Gibbs pour des EDP dispersives. Les mesures de Gibbs sont des objets tres étudiés
en physique statistique. D’un point de vue mathématique, leur construction est intéressante
en soi, puisqu’elle nécessite souvent des estimées fines d’analyse harmonique. Nos motivations
sont également les suivantes :
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e Des mesures de Gibbs permettent d’obtenir des propriétés de récurrence de flot, d’apres
le théoreme de récurrence de Poincaré.

e Une mesure de Gibbs peut en un certain sens remplacer une loi de conservation a faible
régularité et permet de construire des solutions globales a des EDP, qu’elles soient fortes

(Section ou faibles (Section [2.4).

Qu’est-ce qu’une mesure de Gibbs 7

Soit un systéme hamiltonien dans R?

oH . oH

P = — = —— 2.12

et supposons que H s’écrive H(z,y) = 2% + y? + P(z,y) ot P est une perturbation d’ordre
supérieure. Comme le champ (2.12) est a divergence nulle, on sait d’apreés le théoreme de
Liouville que la mesure de Lebesgue dxzdy est invariante par le flot de ’équation. De méme,
comme H est conservée, la mesure f(H(x,y))dzdy est également invariante, quel que soit f.
En particulier, on peut définir

dp(x,y) = e W dady = e PE¥ dp(x, y), (2.13)

ol pu est une gaussienne et c’est la mesure p qui est appelée mesure de Gibbs. Cette défini-
tion présente l'intérét de pouvoir étre étendue en dimension infinie : il suffit de montrer que
|P| < 400, —p.s. pour que p donnée par (2.13]) soit non triviale.

Donnons ’exemple concret de Schrédinger sur le tore T¢, qui permet de voir quels vont étre
les problemes de construction et de support d’une mesure de Gibbs. Soit

i+ (A — Du = |ul’u, (t,z) € R x T, (2.14)

qui s’obtient & partir de 1’équation usuelle par changement d’inconnue u +— e*u. On se donne
une base hilbertienne (e, )n>0 de L?(T?) de fonctions propres de (1 — A). Alors

(1—Ae, =Ne,, n>0,
et on vérifie que A, ~ cn'/? lorsque n — +o00. On décompose u = :{ 0 Cnen en série de
Fourier, alors dans les coordonnées ¢, ¢,, I’hamiltonien de I’équation s’écrit

H = / ([uf? + [Vul?) + /w vacn\? /rur*.

Soit (gp) une suite i.i.d. de gaussiennes complexes centrées réduites sur un espace (2, F,p). On
peut alors interpréter la mesure de Gibbs de la partie linéaire

[o.¢]
dp = [ Bue ™l de,de,
n=0

(Bn > 0 étant un facteur de normalisation) comme la mesure image = p o ¢! avec

gn

wr— p(w
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En utilisant I’asymptotique de \,, on vérifie que ¢ € L?*(Q; H*(T%)) pour tout s < 1 —d/2. En
particulier, on déduit que p est supportée dans Xl_d/2(’]I‘d) = ﬂs<1_d/2H$(Td).

Pour mieux comprendre la mesure p, mentionnons les propriétés élémentaires suivantes :

o u(X'=%2(T%) =1 (1 est une mesure de probabilité)
o u(H'=%2(T?) =0 (1 est supportée dans un ensemble irrégulier)

e Soit 0 < 1 — d/2. Pour tout ouvert non vide B ¢ H?(T%), u(B) > 0 (1 charge tous les
ouverts).

Maintenant, en ce qui concerne la construction de la mesure de Gibbs associée au probleme
non-linéaire :

e En dimension d = 1 : p est supportée dans X1/ 2(T9). Une injection de Sobolev permet

alors de montrer que / \u|4 < +00 p—p.s. et on définit ainsi une mesure de Gibbs par
T

dp(u) = exp(—|ul| (g /2)dp(w).

e En dimension d = 2 : p est supportée dans X°(T?). La construction plus difficile a été
faite par Bourgain apres renormalisation de Wick de la non-linéarité.

e En dimension d > 3 : on ne sait pas définir de mesure de Gibbs pour (2.14)).

La construction de mesure de Gibbs pour les équations focalisantes est plus difficile en
général. En effet, si I'on note dp(u) = G(u)dp(u) il faut s’assurer que la densité est intégrable
par rapport a u, i.e. G € LP(du). Ceci induit des restrictions sur le degré de la non-linéarité et
nécessite des arguments de renormalisation, comme nous allons en voir juste apres.

Pour la construction mathématique de mesures de Gibbs pour des EDP dispersives, nous
renvoyons a P. Zhidkov [99], Lebowitz-Rose-Speer [69], B. Bidégaray [13], J. Bourgain [15],17], et
plus récemment a N. Tzvetkov [91), 90l R9], Burq-Tzvetkov [25] 27], T. Oh [78] [79] et Tzvetkov-
Visciglia [92], ainsi qu’aux papiers que nous présentons ici.

Construction d’une mesure pour 1’équation de Schrédinger

Ici, comme exemple de construction, nous allons présenter l'article [A2], ot avec N. Tzvetkov
nous construisons une mesure pour I’équation de Schrodinger périodique avec dérivée (derivative
non linear Schrédinger equation). Une motivation pour ce travail, est d’utiliser & terme cette
mesure pour construire des solutions globales de faible régularité a I’équation : ceci est le résultat
du Théoreme 2.4.21

Soit S = R/27Z le cercle. Dans la suite on considére I’équation

{ i0pu + Opu = 10, (|ul*u), (t,z) € R xS, (2.15)

u(0,z) = ug(x).
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1 27
Pour f € L?(S') on note / f(z)dx = o f(z)dz. Outre la moyenne, ’équation ([2.15])
St T Jo

admet trois lois de conservation élémentaires qui sont :

e La masse
M (u(t)) = [u(®)lzz = lluollrz = M (uo).

e L’énergie
1
H(u(t)) = / |0y u|*dz — §Im / 2 O (u?)dx + / lul®dz = H (up).
St 4 St 2 St

e Le moment

P(u(t)) = ;/Sl lu[*dz — Im /Sl u Oyudr = P(up).

Le moment est I’hamiltonien de (2.15)) pour une structure symplectique un peu compliquée
faisant intervenir d, (voir 'appendice de [A2]). Dans notre construction, nous allons plutot
utiliser I'énergie H.

Soit (2, F,p) un espace probabilisé et (gn(w)) une suite indépendante de gaussiennes

nez
complexes centrées réduites, g, € Ng(0,1). Dans la suite on note (n) = v/n? + 1. En passant
par les sommes partielles, on définit alors la v.a. ¢ par
wr— p(w,z) = Z Meim”, (2.16)
nez <n>

et on montre que ¢ € L*(€; H?(S')) pour tout o < 1/2.
Dans la suite on note X/2(S") = No<1/2 H°(S'). On définit la mesure gaussienne pu

sur X/2(SY) par = po @', Ainsi, i est la mesure image de p par 'application

Q — X3S
W (P(wa')'

Pour un élément v = > cne™ de L%(S'), on définit le projecteur spectral Iy par
uy = lyu = Z\n\SN cpe'™®. On introduit alors

f(u) = Im /S (@) 0 0 ()

Soient k > 0et x : R — R, 0 < x < 1 une fonction continue de support supp x C [—k, K]

telle que x = 1 sur [~%, §]. Soient enfin la densité
Gn(u) = X(HUNHL?(Sl))e%fN(U)_% St lun (@)[°da (2.17)

et la mesure py sur X/2(S') donnée par

dpn(u) = Gy (u)dp(u).
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On peut montrer, grace au théoreme de Liouville que py est une mesure invariante par le flot
d’une approximation de type Galerkin de (voir appendice de [A2]). Avec N. Tzvetkov
nous avons montré que la densité Gy admettait une limite lorsque N — 400, ce qui permet
de définir une mesure finie non nulle p qui est formellement invariante pour . Rappelons
que Gy dépend de k via le support de x. Alors on a :

Théoréme 2.1.10 ([A2)]). La suite Gn(u) définie en converge en mesure par rapport
la mesure p vers une limite notée G(u).

De plus pour tout p € [1,00], il existe K, > 0 tel que pour tout 0 < k < kp, G(u) € LP(du(u))
et la suite G converge vers G dans LP(du(u)), lorsque N — 400.

Ce résultat permet de définir une mesure non triviale sur X'/2(S!) par

dp(u) = G(uw)du(u).

Les idées principales de la preuve proviennent du papier [89] ou N. Tzvetkov a construit
une mesure de Gibbs pour ’équation de Benjamin-Ono. Ici on a une difficulté supplémentaire
qui est d’estimer le terme fy : pour faire cela, on utilise des méthodes de renormalisation des
séries et la Proposition [2.1.3

En suivant une approche différente, Nahmod, Oh, Rey-Bellet et Staffilani [74] puis Nahmod,
Rey-Bellet, Sheffield et Staffilani [76] ont construit des solutions globales sur le support de p.
Leur approche est basée sur la théorie d’existence et d’unicité locale de Griinrock-Herr [57]
valable pour une transformée de jauge de I’équation . Nous renvoyons a la Section (et
en particulier au Théoreme pour une utilisation de la mesure p dans la construction de
solutions faibles globales de .

2.2 Solutions fortes globales

Dans la Section [2.1.2] nous avons montré comment on peut utiliser 1’aléa pour construire
des solutions fortes localement en temps pour des équations sur-critiques. Ici nous allons de
plus utiliser une mesure de Gibbs pour construire un flot global presque-stirement défini sur
le support de cette mesure. Cette idée qui remonte a Lebowitz-Rose-Speer [69] s’est révélée
fructueuse dans différents contextes : citons Bourgain [17, [15], Zhidkov [99], Tzvetkov [90, 91],
Burg-Tzvetkov [27] et Oh [78, [79].

2.2.1 Introduction et résultats

Nous présentons le travail [A4] dans lequel nous étudions I’équation de Schrodinger défoca-
lisante avec potentiel harmonique

{ i+ 03u — x*u = [ul*tu, (t,z) ER xR, (2.18)

u(0, ) = f(x),

ol k > 5 est un entier impair.
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On note H = —09? + 22 T'oscillateur harmonique. Rappelons que cet opérateur est auto-
adjoint sur L?(R) et admet une famille (hy,),>o de fonctions propres (les fonctions d’Her-
mite) telles que pour tout n € N, Hh,, = (2n + 1)h,, et qui forment une base hilbertienne
de L?*(R). Rappelons également la définition des espaces de Sobolev H?(R). On définit
alors X°(R) = NyoH °(R).

Soit (€2, F,p) un espace probabilisé et g, € Nc(0,1) une suite i.i.d. On définit alors la v.a.

gaussienne
00 2
p(w,z) = HZ:% \/ mgn(w)hn(x),

ainsi que la mesure gaussienne p sur X°(R) par u = p o ¢ !. Dans [A4] on montre que I'on
peut définir une mesure de probabilité par

1
E+1

k+1

dp(u) = Bexp (1 [[ull i ) dpw).

ou B > 0 est un facteur de normalisation.

Alors on peut énoncer

Théoréme 2.2.1 ([Ad]). Il existe un ensemble = C X°(R) avec p(3) =1 et tel que pour tout
f € X, il existe une unique solution globale u(t,.) = ®(t)(f) de (2.18)) telle que

u(t,”) — e f ¢ C(R;?—[Uz*g(R)), pour tout € > 0.
On a de plus ® : X —> X et la mesure p est invariante par .

Dans [A4] on montre plus précisément que pour tout o > 0 et t € R
[u(t, Vlg-o@) < C(A(f,0) + "2 (1+]t])),

ol la constante A(f, o) vérifie 'estimée de grande déviation pu(f : A(f,0) > ) < CeN,

L’unicité dans le théoreme doit étre comprise au sens suivant : pour tout 1" > 0, il existe
un espace fonctionnel X7 continiment inclus dans C([—T,T]; H*(R)) tel que la solution soit
unique dans la classe u(t,-) — e f € Xr.

Remarque 2.2.2. Dans le cas k = 3, on a un analogue du Théoréme mais avec un gain
de régularité de 1/3. Pour k = 3 on est également capables de traiter ’équation focalisante
(avec non-linéarité —|u|>u). Dans ce contexte une difficulté supplémentaire apparait, a savoir

Uintégrabilité de la densité exp(§|\u||%4) par rapport a la mesure .

L’approche que nous venons de développer nous permet également d’obtenir des résultats
pour ’équation de Schrodinger sans potentiel. Soit

{ i+ 02u = |ul*tu, k>5, (t,z)€R xR, (2.19)

u(0, ) = f(z),

alors on a
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Théoréme 2.2.3 ([Ad]). Pour tout 0 < s < 1/2, l’équation (2.19) a pour p-presque toute
donnée initiale une unique solution globale telle que

u(t,”) — e A f e C(R; H*(R)).
De plus, cette solution diffuse au sens suivant : il existe p —p.s. des états g+ € H*(R) tels que
lu(t,-) — e (f + 9+ )lpsy — 0, lorsque t — Fo0.

Le Théoreme [2.2.3| montre un phénomene de diffusion pour des données qui sont grandes,
irrégulieres, (u—presque siirement, f ¢ L?(R)) et qui tendent vers 0 & l'infini (voir 'appen-
dice de [A4]). Dans cette direction, citons le résultat de B. Dodson [45] qui montre le scatte-
ring dans L?(R) pour I’équation quintique. En général, les résultats de diffusion pour
nécessitent des données de régularité H' (voir [77]), et il semble que le résultat général du
Théoreme 2.2.3] est difficile & obtenir avec des méthodes déterministes.

La preuve repose sur la transformation de lentille que nous avons déja utilisée dans [A]] :
celle-ci permet de ramener I’équation a une équation de la forme , mais avec non-
linéarité Cos%(%ﬂuw—lu. Dans ce cas, approche utilisée dans la preuve du Théoreme
s’applique encore, a la différence que 'on perd l'invariance de I’énergie (sauf dans le cas k = 5),
nous n’avons donc pas de mesure de Gibbs invariante. Néanmoins, persiste une monotonie qui
permet de construire un flot global. Mentionnons pour finir, dans un autre contexte, Colliander-
Oh [36] qui obtiennent un résultat d’existence globale pour NLS sans mesure invariante.

Les résultats des Théoremes et ont été généralisés en dimension d = 2 par
Y. Deng [44] puis par A. Poiret [83] [84] en dimension quelconque.

Dans le méme ordre d’idée, A.-S. de Suzzoni [41] a obtenu un résultat de diffusion pour
I’équation des ondes dans R3. Dans ce contexte, il existe une tranformation (de Penrose) qui
change 1’équation des ondes non-linéaire sur R? en une équation des ondes non-linéaire sur S3.
On peut alors tirer profit de la compacité de S3.

2.2.2 Idées de preuve

Etape 1 : existence locale, gain d’une demi-dérivée. Dans la preuve du Théo-

réeme on a besoin d'une théorie de Cauchy locale dans X°(R) pour 1’équation (2.18).
Or l'indice critique de I’équation est s, = % — %, donc il faut récupérer essentiellement 1/2
dérivée lorsque k > 5 est grand. Rappelons qu’en utilisant simplement les estimations L* des

fonctions d’Hermite, on avait gagné 1/4 de dérivée en un sens probabiliste : c’est le résultat de
la Proposition pour d = 1.

Pour commencer, on énonce une version probabiliste de 'effet régularisant qui montre un
gain local d’une 1/2 dérivée pour le groupe libre.

Lemme 2.2.4. Soient 0 < s < o < % et q > 2. Alors il existe C,c > 0 tels que pour tout A > 0

>\) < Ce V.

1 .
uwe X°R) : H HS/Qe*”Hu’
p( ( ) <x>0 L([ZO,QW]L2 (R)
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L’amélioration par rapport a 'inégalité déterministe, est que 'on peut prendre ¢ > 2 aussi
grand que l'on veut.

Le deuxieme ingrédient crucial est une estimée bilinéaire des fonctions d’Hermite qui a été
prouvée par P. Gérard : il existe C' > 0 telle que pour tout 0 < 6 <1letn,m €N

[ B340 () < C max (n, m)_1/4+9/2<10g (min (n,m) + 1)) ’ (2.20)

L’inégalité montre en particulier que le produit permet de gagner 1/2 dérivée dans 1’échelle des
espaces H*(R).

Grace au Lemme [2.2.4] et & (2.20) on est capable d’établir des estimations multilinéaires
qui a leur tour permettent de montrer que (2.18)) est localement bien posée dans un espace qui
tient compte des informations dont on dispose sur le flot linéaire.

Remarque 2.2.5. Avec l'inégalité (2.20)), on peut montrer que pour tout 6 < % et q > 2, 1l
existe C > 0 tel que pour tout A > 0

p(u e XR) : H(e_itHu)zHLqTHQ(R) >\) < Ce A

Nous n’avons pas utilisé cette estimation dans la preuve, mais elle montre bien le gain de
régularité di au carré.

E‘tape 2 : existence globale, utilisation de la mesure invariante. L’équation que
nous étudions est donc localement bien posée sur le support de la mesure de Gibbs. Nous allons
maintenant présenter, de facon informelle, un argument de Bourgain qui montre comment on
peut utiliser une mesure invariante pour prolonger un flot défini localement. Supposons que :

e Il existe un flot ® tel que le temps d’existence 7 sur la boule
Br={uec X°R) : |u| < RY?},
est uniforme et tel que 7 ~ R™7 pour un certain v > 0. De plus, pour tout |t| < 7
®(t)(Br) € {ue X°(R) : |ul| < (R+1)V2 ). (2.21)
Nous ne précisons pas ici la norme || || dont la définition est un peu technique.

e On a l'estimée de grande déviation p(X°(R)\Bg) < Ce .

Posons pour T < ef/2 fixé,

[7/7]
Sk= (] ®(—k7)(Br). (2.22)
k=—[T/7]

Par invariance de la mesure, pour tout k € Z

p(X°(R\Zgr) < ([T/7]+1)p(X°(R)\Bg) (2.23)
< CR'YQCR/QQ’CR < 06703/47
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ce qui montre que Y i est un gros ensemble de X°(R) lorsque R — +oo. Maintenant, par
définition (2.22) de X g et (2.21]), on en déduit que pour tout |t| < T et f € Xg

126 ()] < (R+ 1)V

En particulier, pour [t| = T ~ e“V/2

120 (/)] < Cnt] + 1),

ce qui est bien la croissance annoncée dans le Théoreme Le terme — optimal — en In'/ 2(t)
provient des estimations de grandes déviations des gaussiennes qui définissent la mesure.

Pour rendre cet argument rigoureux, il faut approcher ’équation par un systéme de dimen-
sion finie dont on sait montrer qu’il admet une mesure invariante py et un flot ®n avec des
bornes uniformes en N > 1. Grace a cela, on peut définir un flot global a et finalement
montrer que p est invariante par ce dernier. Voir également [22] pour une explication de cet
argument.

Etape 3 : preuve du Théoréme On procede comme dans la preuve du Théo-
réme en utilisant la transformation donnée en ([2.10) qui ramene le probleme a I’étude en
temps [t| < 7/4 de I'équation

10w — Hu = cos%(%)|u|k_1u, z eR.

Cette équation n’admet pas d’énergie conservée, mais dans I’argument de globalisation, ce n’est
pas tant I'invariance d’une mesure qui compte, mais une monotonie (notamment dans (2.23)).

2.3 Solutions faibles globales pour les ondes

Soit d > 3. On considére 1’équation des ondes cubique sur le tore T? = (R/27Z)?

Pu—Au+u®=0, (t,x)eRxTY,
{t (&) (2.24)

(u, Q) (0, ) = (up,u1) € Hs(Td),
ou l’on note
HE(T9) := H(T¢) x H~1(TY).

On définit s, = (d — 2)/2 'indice critique de Sobolev pour (2.24). Alors on peut montrer
que (2.24)) est bien posée dans H*(T?) si s > s. ([51]) et mal-posée si s < s. ([68, 67, B5]). On
renvoie a 'introduction de [28] pour plus de détails. L’énergie de (12.24) s’écrit

E(u) = ;/Td (|Vu]2 + (0tu)2) + i/Td ut,

ainsi avec les méthodes de compacité classiques déterministes (voir par exemple G. Lebeau [67,
Section 6]) on peut construire des solutions faibles a (2.24) telles que

(u, Opu) € Co (Ry HH(T) N LH(T?)) x Cy (R; L*(T)),
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et E(u)(t) < E(u)(0) pour tout ¢t € R (ici C,, signifie faiblement continue en temps). A noter
que cette méthode fonctionne méme si l'indice critique est tel que s, > 1 ce qui arrive des
que d > 4.

En dimension d = 3, N. Burq et N. Tzvetkov [28] ont montré que était globale-
ment bien posée en un sens probabiliste dans H*(T?), s > 0. En dimension supérieure, leur
approche ne s’applique plus, mais on peut néanmoins construire des solutions faibles d’énergie
infinie avec des arguments probabilistes et de compacité : c’est 'objet de larticle [A6] que
nous présentons ici. Dans ce travail, nous combinons ’approche de [28] avec celle de Nahmod-
Pavlovic-Staffilani [75] pour Navier-Stokes.

Soient 0 < s < 1 et (ug,u1) € H*(T?) dont les séries de Fourier s’écrivent

uj(x) = aj + Z (bn,jcos(n - z) + cpjsin(n-x)), j=0,1,
nezd

avec Z¢ = 7%\ {0}. On se donne (aj( s B (W), 7j(w)), n € Z%, j = 0,1 une suite de variables
aléatoires réelles sur un espace probabilisé (2, F,p) qui vérifient 'Hypothese (1 On définit
alors uj par

uf (z) = aj(w)a; + Z Bn,j(w)bn j cos(n - ) + Yy j(w)ep; sin(n - x)),
nezd

et on définit la mesure fi(yq ) sur H* (T?) comme étant 'image de p par application
w— (uf,uy) € H(T9).

On note M? ’ensemble de ces mesures M°® = U { (g ur) }, et on définit le propaga-
(uo,u1)EHS (T?)
sin ( tv—A )
VA

teur des ondes

S(t)(ug,u1) = cos (tvV—A) (ug) + (uq).

Alors on peut énoncer

Théoréme 2.3.1 (JA6]). Soient 0 < s < 1 et u € M*. Alors il existe un ensemble ¥ C H*(T)
avec u(X) = 1 et tel que pour tout (ug,ui) € X U'équation (2.24) avec condition initiale
(u(0), 9u(0)) = (ug,u1) admet une solution
u(t) = S(t)(uo,u1) + w(t),
ot pour tout € > 0
(w, ) € C(R; H~5(T%) x H*(T%)).
De plus, pour tout t € R

1—s
1(w(t), 0w (t)) |31 (ray < C(M + [t]) =+
1—s
lw(t) pagpay < C(M + [t]) = =

avec (M > X\) < Ce= pour un certain § > 0.
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Ce résultat (obtenu par compacité) ne donne pas 'unicité de la solution dans la classe
considérée. La solution construite s’écrit comme somme du terme libre et d’'un terme dans
I’espace d’énergie : cette régularisation est due au gain d’une dérivée dans le terme de Duhamel
pour les ondes. Ceci peut étre comparé au résultat du Théoreme mais dans ce dernier
cas, le gain de régularité est di aux propriétés dispersives des fonctions d’Hermite.

Ici Iexistence globale ne repose pas sur une mesure de Gibbs invariante. Le point-clé est
Pestimation suivante qui provient de [28]. On écrit u(t) = S(t)(uo, u1) + w(t). Alors avec une
simple intégration par parties on peut montrer que ’énergie de w

E(w) = ;[ﬂ‘d (\Vw[Q + (8,511))2) + i/ w?,

Td

vérifie
S £ (w) < OV () (gl) + FHE (),

ou f et g ne dépendent que des conditions initiales. Par Gronwall, cette estimation donne un
controle a priori de w dans ’espace d’énergie, et un argument de compacité donne le résultat.
A noter que cette méthode ne fonctionne que pour des non-linéarités au plus cubiques.

2.4 Solutions faibles globales pour les équations de Schrédinger

2.4.1 Introduction et résultats

Dans la partie précédente, nous avons construit des solutions & une EDP en tirant profit
d’un phénomene de régularisation par la formule de Duhamel. Maintenant, en I’absence de celui-
ci — typiquement pour Schrodinger sur une variété compacte — nous allons montrer comment
on peut utiliser une mesure de Gibbs associée a 1’équation non-linéaire pour construire des
solutions globales a faible régularité. L’objectif ici est de :

e Construire des solutions globales d’énergie infinie, grace a des méthodes probabilistes.
e Obtenir des propriétés de récurrence du flot grace a des mesures invariantes.

L’approche que nous allons présenter s’inspire des travaux d’Albeverio-Cruzeiro [2] pour
Euler et Da Prato-Debussche [40] pour Navier-Stokes avec forgage aléatoire. Avec N. Burq et
T. Tzvetkov [A7] nous avons développé cette méthode pour différentes équations dispersives.
Pour simplifier la présentation, nous allons nous concentrer sur le cas de NLS sur la sphere S3.

On considere donc I'équation de Schrodinger non-linéaire

(2.25)

i0wu + Agsu = [ul""tu, (t,z) € R x S,
u(0,x) = f(z) € H7(S?),

ou 1 <r < 5. Dans [23] Burq, Gérard et Tzvetkov ont montré que (2.25)) est globalement bien
posée dans I'espace d’énergie H'(S?). Sous une hypothese radiale, nous allons construire des
solutions faibles dont la régularité est essentiellement H'/2~¢.
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Plus précisément, soit Z(S?) l'espace des fonctions zonales, i.e. I'espace des fonctions qui
ne dépendent que de la distance au pole nord de S®. On définit H ,(S?) := H?(S®) N Z(S?),
(S3) = (S3) et

rad Tad

12 _ x1/2g3
Xrad rad S m rad

o<1/2

Pour z € S3, on note § = dist(z, N) € [0, 7] la distance géodésique de = au pole nord et on

définit
2 sinnb
Py(x) =\ ———, > 1.
(z) \/> sin @ "

Alors, (P,)n>1 est une base hilbertienne de L2 ;(S?). Pour éviter le probleme de la fréquence
nulle, on fait le changement d’inconnue u — e~ %, et dans la suite on étudie I’équation

{i@tu + Qg —Du=[u "y, (t,7) eR xS, (2.26)

u(0,z) = f(z) € H(S?).

Soit (€2, F,p) un espace probabilisé et (gn(w))n>1 une suite i.i.d. de gaussiennes complexes
centrées et réduites g, € N(0,1). Comme dans la Section on peut définir la v.a.

w i p(w, x) gn(w €L2(Q H”(S?’))
n>1
pour tout o < 1/2, ainsi que la mesure gaussienne p sur X ({ (S3) par p =poyp L.
On construit maintenant une mesure de Gibbs pour 1’équation (2.26). Pour v € L™+ (S?)
et 8 > 0, on définit la densité
( ) Be~ r+1 Js3 |u|TJrl
et avec le bon choix de la constante 5 > 0, on définit une mesure de probabilité p sur X 7} (g (S?)
par
dp(u) = G(u)dp(u).

On peut alors énoncer

Théoréeme 2.4.1 ([AT7]). Soit 1 < r < 5. La mesure p est invariante par une dynamique
de (2.26). Plus précisément, il existe un ensemble X de mesure pleine pour p tel que pour
tout f € ¥ I’équation (2.26]) avec condition initiale w(0) = f admet une solution

uel(R; X2(s%).

rad

Pour tout t € R, la distribution de la variable aléatoire u(t) est égale a p

On ne se restreint aux fonctions zonales que pour définir la mesure p, aucun des autres
arguments de la preuve ne nécessite cette hypothese.

La mesure p construite vérifie les points suivants :
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o n(X)13(S%) = p(X[15(s%) =1

rad rad
o u(HIL(S%) = p(H3(8%) = 0

e Soit o < 1/2. Pour tout ouvert non vide B C H°(S?), p(B) > 0.

En particulier, la derniere propriété montre que p est une mesure raisonnable puisqu’elle charge
tous les ouverts de H.

Il est intéressant de comparer le résultat du Théoreéme [2.4.1] avec la méthode de compacité
déterministe usuelle. L’énergie de I’équation ([2.25)) s’écrit

1 1
)= [ 1vuP+ r+1/§, fuf 1.

Alors on peut montrer (voir par exemple [33]) que pour tout f € H'(S*) N L™1(S3) il existe
une solution de (2.25) telle que

u € Co (R HY(S®)) N Cu (R; LT(S?)),

et telle que pour tout ¢t € R, H(u)(t) < H(f) (ici Cy veut dire faiblement continue en temps).
Un des avantages de cette méthode est qu’il n’y a pas de restriction sur » > 1 ni d’hypothese
radiale sur la condition initiale. En revanche, cette stratégie demande plus de régularité sur f.

Comme nous venons de le dire, une méthode de compacité déterministe peut induire une
perte d’énergie de la solution, et ce phénomene provient d’une concentration de 1’objet limite
en un point. Dans notre contexte, nous utilisons un argument de compacité pour des mesures
et celles-ci peuvent au contraire décrire une concentration ponctuelle, et c’est pour cela que
nous obtenons une dynamique invariante dans le Théoreme [2.4.1]

Soit p la mesure sur X /2(S!) définie dans la Section m (quitte a la renormaliser, on
peut supposer que p est une mesure de probabilité). Avec des arguments analogues on peut
alors montrer le résultat suivant pour ’équation de Schroédinger avec dérivée . Soit kg > 0
donné par le Théoreme [2.1.10], alors

Théoréme 2.4.2 ([AT]). Supposons que k < ko. Alors il existe un ensemble ¥ € XV2(Sh)
tel que p(X) =1 et tel que pour tout f € ¥ l’équation (2.15) avec condition initiale u(0) = f
admet une solution

ue C(R; XY2(Sh).
Pour tout t € R, la distribution de la variable aléatoire u(t) est égale a p
$X1/2 (U(t)) = $X1/2 (U(O)) =P, Vit eR.

Comme nous l'avons déja mentionné, ce résultat peut étre vu comme une conséquence
)
de [14, 16] avec une méthode alternative.

Dans [AT], nous avons également construit des solutions faibles globales pour 1’équation de
Benjamin-Ono et pour ’équation des demi-ondes dans X°(S'). Voir [AT] pour les énoncés et
les détails.
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2.4.2 Principe général de la méthode

Soient (€2, F, p) un espace probabilisé et (gn (w)) une suite i.i.d. de gaussiennes complexes

n>1
gn € Nc(0,1). Soit M une variété riemannienne compacte et soit (e, )n>1 une base hilbertienne

de L?(M). On définit I'espace

X7 =X(M)= () H(M).

T<Oo

La stratégie générale pour construire les solutions faibles est la suivante :

Etape 1 : la mesure gaussienne p. On commence par définir une mesure p sur X7 (M)
qui est invariante par le flot de la partie linéaire de 1’équation considérée. L’indice o, € R
est donné par I’équation et par la variété M. Cette mesure est définie par p = p o =1, ou

¢ € L*(Q; H(M)) pour tout o < o, est une variable aléatoire gaussienne qui s’écrit

o(w,z) = Z gr;\(:)en(x).

n>1

Les coefficients (A\,) vérifient A\, ~ cn® « > 0 et sont donnés par la partie linéaire et
par la structure hamiltonienne de I’équation. En particulier, pour toute fonction mesurable
f:X%(M)—R

/XUC(M) flu)dp(u) = Af(@(w7.))dp(w)‘

Etape 2 : la mesure invariante py. A partir de la formulation hamiltonienne de I’équa-
tion, on définit un probléme approché qui admet un flot global ®p, et pour lequel on peut
construire une mesure py sur X7¢(M) qui a les propriétés suivantes :

i) La mesure py est une mesure de probabilité absolument continue par rapport a u
dpn(u) = U (uw)dp(u).

ii) La mesure py est invariante par le flot @ d’apres le théoréeme de Liouville.

iii) Il existe ¥ # 0 telle que p > 2, U(u) € LP(du) et
Un(u) — U(u), dans LP(dp).

(En particulier [[Wy(u)||gz < C uniformément en N > 1.) Ceci permet de définir une
mesure de probabilité sur X7¢(M) par

dp(u) = W(u)du(u),

qui est formellement invariante par ’équation.

Etape 3 : la mesure vy. Par abus de notation, on écrit

C([=T. T x7(M)) = () C(=T.T); H*(M)).

o<0c¢
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On définit la mesure vy = py o @' sur C ([T, T]; X?¢(M)) comme étant la mesure image
de py par 'application
Xo(M) — C([-T,T]; X7(M))
v DN (t)(v).

En particulier, pour toute fonction mesurable F' : C([—T, T; X"C(M)) — R

F(u)dvy(u) = / F(®n(t)(v))dpn(v).

Xoe

/C([—T,T];XUC)

Un point important de la preuve consiste alors a montrer que la suite (vy) est tendue
dans C([—T7 T];HU(M)) pour tout o < o.. Alors, pour tout ¢ < o, d’aprés le théoréme
de Prokhorov, il existe une mesure v, = v sur C([-T,T]; H°(M)) telle que, & une sous-
suite pres, on a la convergence faible : pour tout ¢ < o, et toute fonction continue et bornée
F:C([-T,T);H°(M)) — R

lim F(u)dvy(u) = / F(u)dv(u).

N=oo Je([-1,1);H7) c([-1,1);H°)

De plus, il est facile de voir que I'on peut définir la mesure v sur C([-T,T]; X7 (M)).
Enfin, avec le théoreme de Skorohod, on construit une suite de variables aléatoires qui
converge vers une solution du probléme initial (voir le paragraphe suivant pour plus de détails).

2.4.3 L’argument probabiliste de convergence

Soit V > 1. On considere 'approximation suivante de (2.26))

i0u+ (A —Du= Sy (|Syul""tSyu), (t,z)eR xS,
{ hu + ( ) N (ISnvul""'Syu), (t,z) (2.27)

1/2 /3
u(0,2) =v(zx) € Xréd(S )
ou Sy est une version lisse du projecteur spectral usuel. Le probleme (2.27)) est une équation
différentielle ordinaire pour les basses fréquences et correspond a ’équation de Schrodinger
linéaire pour les hautes fréquences. En utilisant la conservation de la masse, il est facile de voir
que (2.27) admet un flot global ® 5. On définit une mesure de Gibbs pour ce probleme par

dpn(u) = G (u)dp(u),

ou
_1 +1
G (u) = Bye m o 1Snul™

la constante Sy > 0 étant choisie pour que py soit une mesure de probabilité sur X:ﬁ(S?’).
On peut montrer que py — p au sens des mesures. De plus, avec le théoréme de Liou-
1/2(83) et pour tout ¢t € R,

ville, py est invariante par ®y : pour tout borélien A C X '’

pn (BN (1) (A)) = pn (A).

En particulier si .2 1/2(v) = pn alors pour tout t € R, 2 1/2(Pn(t)v) = pn.

rad rad

Dans [AT], en utilisant I'invariance de py, on montre le résultat suivant
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Proposition 2.4.3. Soient T >0 et 0 < % Alors la famille de mesures

vN = ZLepne (un(t);t € [T, T])Nzl

est tendue dans C([-T,T]; H?(S?)).

Grace a cette proposition, on peut appliquer le théoreme de Prokhorov : pour tout 7" > 0
il existe une sous-suite vy, et une mesure v sur 'espace C([-T,T]; X 1/2(S%)) telles que pour
tout 7 < 1/2 et toute fonction continue et bornée F : C([-T,T}; H(S*)) — R

/(,’([—T,T];HT) F(u)dvn, (u) — /c([—T,T};HT) F(u)dv(u).

Ensuite, d’apres le théoreme de Skorohod, il existe un espace probabilisé (ﬁ, F ,P), une suite de
variables aléatoires (y,) et une variable aléatoire @ & valeurs dans C([—T,T]; X*/2(S%)) tels
que

Z(un,;t € [-T,T)) = L(un;t € [T, 1)) =vn,, ZL(ute[-T,T]) =v, (2.28)
vérifiant pour tout 7 < 1/2
Uy, — U, p—ps. dans C([-T,T); H™(S?)).
De plus, on montre facilement que pour tout ¢t € [-T,T] et £k > 1 on a
Lyra(un, (1)) = Ly aiin, (1)) = piv,- (2.29)

Comme uy, et uy, ont méme loi, on peut vérifier que uy, est solution de I’équation approchée
avec la condition initiale ad hoc. Enfin, avec les arguments standards, on peut alors passer a la
limite dans I’équation et montrer que u est p—p.s. une solution de . De plus, en passant
a la limite dans on obtient bien que pour tout t € [T, T, Lx1/2(u(t)) = p.
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2.5 Un théoreme KAM pour 'oscillateur harmonique

Nous allons maintenant présenter une autre utilisation de I'aléa dans I’étude qualitative des
équations de Schrodinger, par le biais de la méthode KAM. Dans ce cas, ce ne sont plus les
conditions initiales qui sont aléatoires, mais un parametre de ’équation.

Avec B. Grébert [A3] nous avons démontré un théoreme KAM abstrait pour des équations
hamiltoniennes en dimension infinie qui étend des résultats antérieurs de S. Kuksin et J. Poschel.
En particulier, avec notre résultat, nous pouvons montrer que 1’équation de Schrédinger non-
linéaire avec potentiel harmonique perturbée

10+ Au — x?u + V(z)u = [ulP 'y, (t,r) € R xR,

admet “beaucoup” de solutions quasi-périodiques (régulieres), sous une hypotheése de généricité
sur le potentiel V.

2.5.1 Le probleme

On considere I'équation de Schrodinger non-linéaire avec potentiel harmonique

iy + 02u — x?u = elul’u, (t,z) €ER xR, (2.30)
u(0,z) = uo(z), ‘
ot € > 0 est un petit parametre. On note H = —9?2 + 22 'oscillateur harmonique, et pour p > 0

on note HP(R) = {u € L*(R) s.t. HP/?y, € L?(R)} D'espace de Sobolev basé sur H. On peut
alors vérifier que

HP = HP(R) = {u € HP(R) t.q. (1+2°)"?ue L*(R)},
ou HP(R) est I’espace de Sobolev usuel sur R.

On peut montrer, en utilisant la conservation de I’énergie, que est globalement bien
posée dans H'. Une question naturelle est de décrire les dynamiques possibles des solutions
lorsque t — +00. Ce probleme est difficile, nous n’allons donner qu’un début de réponse en
construisant des solutions quasi-périodiques.

Rappelons que f : R — C, t — f(t) est quasi-périodique s’il existe n > 1, une fonction
périodique U : T" — C et (w1,...,wn) € R™ tels que pour tout t € R, f(t) = U(wit,...,wnt).

Néanmoins, une difficulté majeure est que la partie linéaire de ’équation est résonante : les
valeurs propres de H sont \; = 25 —1, j > 1 et il existe beaucoup de k£ € N> de longueur finie
tels que k- A=) i>1 kj\; = 0. Pour éviter ce probleme, on va plutot considérer une équation
ou la partie linéaire est perturbée. Soit

{ iOyu + Opu — 2°u+ V() = elul*u, (t,z) € R xR, (2.31)

u(0,x) = up(z).
ouV e S(R,R).
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Une motivation de notre approche est que I’équation linéaire associée a (2.31]) admet beau-
coup de solutions quasi-périodiques, il est donc raisonnable de penser que cette propriété persiste
par perturbation par le terme non-linéaire.

Soit A = —92+22+eV(x). Si e > 0 est assez petit, A est auto-adjoint, son spectre est pure-
ment ponctuel et ses valeurs propres (\;(g));>1 sont simples et vérifient \j(e) ~ 2j—1. Les fonc-
tions propres associées (y;(e, -))j>1 forment une base orthonormale de L?(R), et ¢;(e,") ~ h;

lorsque € — 0 en norme L2. Ainsi A et H ont méme domaine D(HP/?) = D(AP/?) = HP.
2.5.2 Les résultats
Notre résultat principal concernant ’équation ([2.31)) est le suivant

Théoréme 2.5.1 ([A3]). Soit n > 1 un entier. Alors il existe une grande classe de potentiels
V € S(R) et g > 0 tels que pour tout € < gg la solution de (2.31) avec donnée initiale

n
() = > L 2e%pj(e,x), (2.32)
j=1
avec (Iy,--- ,I,) C (0,1]" et (01,...,0,) € T", est quasi-périodique en temps.

En fait, dans [A3] on montre de plus que lorsque 6 décrit T™, I’ensemble des solutions

de (2.31]) avec condition initiale (2.32]) décrit un tore de dimension n qui est invariant par (2.31)).
De plus, ce tore est linéairement stable.

Remarque 2.5.2. Notre résultat s’applique a une non-linéarité qui est une combinaison li-
néaire de termes du type |u*™u, avec m > 1. De plus, sous des conditions ad hoc sur les
dérivées de G, on peut traiter des non-linéarités de la forme %(Lu,ﬂ) (i.e. qui dépendent
de x) dans (2.31). Par ailleurs, on peut remplacer l’ensemble {1,--- ,n} par n’importe quel

ensemble de N de cardinal n.

Le Théoreme étend des résultats antérieurs de S. Kuksin [65] et J. Poschel [85], soit
lorsque les valeurs propres de 'opérateur linéaire vérifient A\; ~ cj® avec d > 1, soit lorsque la
non-linéarité de I’équation est régularisante au sens Sobolev. Ici, pour compenser I'absence de
régularisation on utilise la décroissance des dérivées de la partie non-linéaire de I’hamiltonien
(dans l'esprit de la condition Toplitz-Lipschitz utilisée par H. Eliasson et S. Kuksin [47]). Cette
décroissance provient ici d’estimées dispersives sur les fonctions d’Hermite. Voir aussi [53] ou
cette idée a été utilisée pour faire des formes normales de Birkhoff. Dans la méthode KAM,
les fréquences du systeme doivent vérifier une condition de petits diviseurs, dite condition de
Melnikov (voir ) Ceci demande une asymptotique précise des fréquences obtenue par un
controle itératif dans des normes adaptées. Pour une discussion plus précise a ce sujet, on revoie
a la fin de la Section 2.5

Il existe différentes méthodes pour construire des solutions quasi-périodiques a des EDP.
Parmi celles-ci, mentionnons la méthode de Lyapunov-Schmidt qui fut initiée par W. Craig
et E. Wayne [39] puis développée par J. Bourgain [14] [I6] en dimension supérieure. Comme
cette méthode ne demande pas de seconde condition de Melnikov, elle s’applique & des systemes
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hamiltoniens plus généraux, mais elle ne donne pas la stabilité (les tores invariant sont linéaire-
ment stables) comme la méthode KAM. Plus récemment, M. Berti et Ph. Bolle ont généralisé
ces résultats en prenant le point de vue de Nash-Moser, voir [10} [11] et références. Dans chacune
de ces approches, on doit traiter des problemes de petits diviseurs : voir a ce sujet le livre de
W. Craig [38].

2.5.3 La méthode KAM pour I’équation non-linéaire

On présente maintenant la méthode KAM pour ([2.31)).

Formulation Hamiltonienne
Soient n > 1 un entier, V € S et € > 0 un petit parametre. On considere ’espace de Hilbert
complexe 6123 défini par la norme
2 2
lwllp = w;[*57.
jz1
On définit ’espace des phases PP par
D __ n 2 2
PP=T"xR" x £, x £,
muni de la structure symplectique canonique
n
> do;Ady; + iy dz AdE. (2.33)
j=1 j>1

Soit v(z) = . i>1 w;pj(e,z) un élément typique de L2. Alors on peut vérifier que v € HP si
et seulement si (w;);j>1 € ¢3. Fixons maintenant (I1,...,I,) €]0,1]" et (01,...,60,) € R" et
écrivons

{ w(z) = Y0 (Y5 + 1) 2% pj(e,2) + X551 2054n(e, @),
— n l —10 j—
u(z) = Y0 (v + ) 2e ipi(e,2) + 351 Zijn(e, ),

ou (0,y,2,z) € PP = T" x R" x 6?) X Ef, sont considérés comme des variables. Alors 1’équa-
tion (2.31)) est issue de 'hamiltonien H = N + P ou

n

N = Z )\j(e)yj + ZAj(&)ZjZ]’, (2.34)

Jj=1 Jj=1

Aj(8) = Ajgn(e) et

n
— g 1 4p.
P(97y,272) = 2/ ‘Z(yj +Ij)2eszpj(57x) + sz90j+n(€7x))
Bj=1 i>1
- ) (2.35)
1 _ip. _
Z(yj +1;)2e ; pjle,x) + Z Zjpjin(e, x)| da.
Jj=1 j>1
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Autrement dit, on obtient le systéeme suivant, qui est équivalent a ([2.31])

y _OH - _ _OH .

i =5y Ui=—5s, 1=J<n
- OH = -0H :

Zj 2ﬁ, z]*—zaz, 7>1

(6(0),5(0), 2(0),%;(0)) = (63,47, 27, 2)),
ou les conditions initiales sont choisies telles que
() = > () + 1;)2e W (e, 2) + > 2pjinle,2).
Jj=1 j21

La méthode KAM

Présentons la stratégie générale de la méthode KAM comme utilisée par exemple dans [63),
64, [85]. On consideére une fonction réguliere F' = F(6,y, z,Z), et on note X% le flot de '’équation

V. _ OF - _ __OF .
0j=5%y; 9i=—5g l=Ji=n
: - OF = - OF .
ZJ_Zazv z]——zaz, 7=>1

(ej(O),yj(O),Zj(O),Zj( ) = (007y]7 g 9)

Si F' est assez petit, X}; est bien défini et on a les propriétés suivantes
(i) L’application X}; préserve la structure symplectique ([2.33]).

(ii) Pour tout G régulier on a
d t t
3 GoXp) ={G F}oXp. (2.36)

L’idée de l'itération KAM est de trouver I telle que H oX}w a une forme plus simple (en un
sens qui sera précisé dans la suite) que H = N + P. Le terme P dans (2.35|) peut étre réécrit

P=3 S Punggettymaisi.

m,q,q keZ"

On considere alors 'approximation de Taylor au second ordre de P qui est

R= > Y Rimge™fym2977, (2.37)

2|m|+|q+q|<2 keZn
ol Rpmgg = Primqg €t on définit sa valeur moyenne
m g
E Romqqy" 2777,
Im|+]q|=1

Notons que dans ce contexte z,Zz est homogene de degré 1, alors que y est homogene de degré 2.
Soit F une fonction de la forme (2.37) et notons X% le flot au temps ¢ associé au champ de
vecteurs de F. On peut alors définir un nouvel hamiltonien par H o X}, = Ny + Py, et la
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structure hamiltonienne de I’équation de départ est préservée car X}J est une transformation
symplectique. L’idée de la méthode KAM est de trouver de facon itérative, une fonction adé-
quate F' telle que le nouveau terme d’erreur a une partie quadratique petite. Plus précisément,
grace a la formule de Taylor et on peut écrire

HoX} = NoXp+(P—-R)oX}+RoXp
1
= N+{N,F}+/(1t){{N,F},F}ngdH
0

1
+(P—R)oX};+R+/ {R,F}oX}dt
0

Supposons qu’on puisse trouver F' et N qui a la méme forme que N et qui vérifient ’équation
homologique suivante
{N,F} +R=N. (2.38)

Alors on définit la nouvelle forme normale Ny = N + N , dont les fréquences sont données par

AT(e) = Ae) + A(e) et AT(e) = A(e) + A(e), (2.39)
avec N P
< ON ~ 02N
) — A = . 2.4

Une fois que I'on a résolu ’équation homologique, on définit le nouveau terme de perturbation
P, par

1
P+:(P—R)OX}T+/ {R(t),F}oX}dt,
0
avec R(t) = (1 —t)N + tR de telle sorte que
HoXh=N,+P, .

Noter que si P est initialement de taille €, alors R et F' sont de taille € et la partie quadratique
de P, est formellement de taille €2. Ainsi, on peut espérer que ce schéma itératif est convergent
avec vitesse exponentielle.

Si ce schéma est convergent, on obtient une transformation symplectique ® (pres de 1’ori-
gine) telle que H* = H o ® = N* + P*, ou

N* =) Ny + ) Aj(e)zz, (2.41)
Jj=1 j>1

et P* n’a pas de partie quadratique en z,Z et pas de partie linéaire en y. Alors les nouvelles
coordonnées (1,0, 2',2') = ®~1(y, 0, z, 2) satisfont le systeme

v __ OH* -/ OH* .
./ -OH* =/ -OH* . (2'42)
S ACEA A EA J=1
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Gréace a la forme particuliere de P*, la solution de (2.42]) avec condition initiale

(65(0), 5(0), £5(0), 5(0)) = (¢7",0,0,0),

s’écrit
- 0
(05(2), y;(t), 25(t), Z(t)) = (t65 + X}, 0,0,0),

J J

qui est quasi-périodique. En conclusion, nous avons construit une solution quasi-périodique

A @30,

L’équation homologique

Comme la dépendance des valeurs propres a un potentiel général V' n’est pas facile a étudier,
on choisit V' de la forme

V(g x) =) &Gfrlx),
k=1

avec (fi,...,fn) € (SR))™ et & = (&1,...,&,) € I = [—1,1]™. Dans la suite, pour simplifier les
notations, on écrit ¢; (&), A;(§),A;(€) au lieu de ¢;(§,€), (€, €),A;(€,€). Dans [A3] on montre
que l'on peut trouver (fi)1<k<n tel que :

Controle des petits diviseurs : il existe un ensemble I1, C II tel que Mes(IT\II,) — 0
lorsque « — 0 et 7 > 1, tel que pour tout & € 11, les fréquences dans ([2.34)) satisfont

k- X&) +0-A)| = alfﬁkr’ (k1) € Z, (2.43)
ot Z:={(k,0) € Z" x 2>, (k,£) £ 0, |¢] < 2}.

On suppose maintenant que la condition (2.43)) est vérifiée et on montre qu’on peut résoudre
I’équation homologique ([2.38)). Comme dans [85], on cherche une solution F' de (2.38) de la
forme (2.37), i.e.

2|m|+|q+q|<2 keZ™

Un calcul immédiat donne les coefficients dans (2.44))

kaqﬁ

0, sinon,

et on peut poser N = [R).
Pour pouvoir appliquer la méthode KAM, on doit alors vérifier que la condition ([2.43)) persiste

a chaque itération. Ceci sera le cas si la perturbation A des fréquences extérieures (voir (2.39))
vérifient [A;(€)| < Cej~ pour un certain B > 0. Mais par (2.40) et le fait que N = [R], on a

~ 2N o2P
AJ(&) - azjazj (07070’075) - W(()?O?anaé)
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2

€ . . -
Dans notre cas, on a P = 2/ lul*, ainsi = 25/ go?+n]u\4. Maintenant on utilise
R R

aZjagj a

~1/12 obtenue par K. Yajima & G. Zhang [94] pour en

'estimée dispersive ||| peom) < Cj
déduire que

o0*p -
525, < cllessnllimluliam) < O™l

Commentaires et généralisations : Ainsi, apres itération de la méthode, on obtient un
hamiltonien H* = N* + P* comme dans (2.41]), dont les fréquences (A\*(€), A*(£)) vérifient la
condition . On sait vérifier cette condition, qui porte sur une infinité d’indices (k,¢) car
on a ’asymptotique

Aj(§) =2 +1+0(7"), B>0,

qui permet de se ramener a un nombre fini de vérifications. Notons que la seule information
A;j(§) =25+ 1+ O(1) n’est pas suffisante.

Plus généralement, M. Procesi et X. Xu [88] ont introduit la notion de fonctions quasi-
Toplitz, qui contrairement a la classe des fonctions To6plitz-Lipschitz, est stable par crochet
de Poisson : elle est ainsi bien adaptée a une itération KAM. Cette notion a été utilisée pour
des équations d’ondes quasi-linéaires en une dimension par M. Berti, L. Biasco et M. Procesi
[7, 18, 9], qui obtiennent dans ce cas 'asymptotique

Aj(©) =j+c+0G).

On renvoie a l'introduction de I'article [7] pour une introduction pédagogique a ces notions.

2.6 Réductibilité de I’équation de Schrédinger linéaire

La théorie KAM développée dans la partie précédente permet également de montrer la
réductibilité de 'oscillateur harmonique linéaire avec un potentiel quasi-périodique en temps,
ce qui signifie qu’il existe un changement d’inconnue qui transforme 1’équation de départ en une
équation a coefficients constants. Ceci montre que toutes les solutions sont presque périodiques
et en particulier, qu’elles restent bornées pour tout temps dans les normes Sobolev.

2.6.1 Introduction et résultats

Considérons ’équation linéaire
i0pu + O*u — x*u — €V (tw, 2)u =0, u=u(t,z), z €R,

ol € > 0 est un petit parametre. Le vecteur des fréquences w € U C R"™ est aussi considéré
comme un parametre. On suppose que le potentiel V' : T" x R 5 (6,x) — R est analytique en
la variable § sur |[Im 6| < s pour un certain s > 0, et C? en 2. On suppose de plus qu’il existe
d >0 et C > 0 tels que pour tout 6 € [0,27)" et x € R

V(0,z)| <C(1+22)7°,  0,V(0,2)|<C, [0..V(0,2) <C. (2.45)

Alors on peut énoncer
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Théoréme 2.6.1 ([A3]). Supposons que V vérifie . Alors il existe €y tel que pour tout
0 < e <eil existe Ao C [0,2m)™ de mesure strictement positive et asymptotiquement de mesure
pleine : Mes(A:) — (2m)" quand € — 0, tels que pour tout w € A, I"équation de Schrodinger
linéaire

i0pu 4 O2u — x*u — €V (tw, x)u = 0, (2.46)
est réductible dans L*(R) en une équation linéaire a coefficients constants.

En particulier, on obtient le résultat suivant concernant les solutions de ([2.46)).

Corollaire 2.6.2 (JA3]). Supposons que V' est C* en x et que toutes ses dérivées sont bornées
et satisfont . Soient p > 0 et ug € HP. Alors il existe eg > 0 tel que pour tout 0 < & < g
et w € A, il existe une unique solution u € C(R; Hp) de telle que u(0) = ug. De plus,
u est presque-périodique en temps et on a les bornes

(1 —eC)uollnr < [lu(®)lzr < (1 +€C)|uollnr, ViEeR,
pour une certaine constante C = C(p,w).

L’idée d’utiliser des techniques KAM pour obtenir des résultats de réductibilité d’EDP pro-
vient de Bambusi & Graffi [5], ot les auteurs ont montré la réductibilité d’équations de Schro-
dinger avec un potentiel 2%, pour § > 2. Voir aussi le travail récent de J. Liu et X. Yuan [70].
Pour la preuve de notre résultat, nous suivons ’approche développée récemment par Eliasson-
Kuksin [48] pour NLS sur un tore de dimension quelconque. Enfin, notons que W.M. Wang [95]
a obtenu la réductibilité de pour une classe de potentiels plus petite, en utilisant une
approche de type KAM différente de la notre.

Le résultat du Corollaire montre que pour un grand choix de parametres w € [0, 2m)",
toutes les solutions de restent bornées en temps. Une question naturelle est de savoir si
I’on peut trouver un potentiel réel V, quasi-périodique en temps et une solution u € HP telle
que ||u(t)||r ne reste pas bornée lorsque t — +o00. J.-M. Delort [43] a montré que c’était le cas
si V' était remplacé par un opérateur pseudo-différentiel : il existe des solutions régulieres telles
que pour tout p > 0 et t > 0, ||u(t)|lnr > ct?/?, qui est la croissance optimale. Nous renvoyons
a l'introduction de [43] pour un survol des problemes de croissance de norme Sobolev pour
I’équation de Schrodinger linéaire.

Le résultat du Théoreme [2.6.1] peut aussi se comprendre en terme d’opérateur de Floquet

(voir Eliasson [46] et Wang [95] pour une approche mathématique, et [49, 93] pour une expli-
cation physique de cette notion). Sur L?(R) ® L?(T") on considére I’hamiltonien de Floquet

~ 9 2 2
K::zkzlwkaek —0;+ 2" +eV(0,x),

alors on a

Corollaire 2.6.3 ([A3]). On supppose que V' vérifie (2.45)). Alors il existe eg > 0 tel que pour
tout 0 < e < gy et w € A, le spectre de lopérateur de Floquet K est purement ponctuel.
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Notons qu’'un résultat analogue, avec une méthode KAM différente, a été obtenu par
W.-M. Wang [95] dans le cas ou V' s’écrit

n
V(tw,z) = o Z cos(wit + ¢r).
k=1

2.6.2 1Idées de preuve

Dans cette section, on donne une idée de la preuve du Théoréeme [2.6.1]en suivant la stratégie
développée par H. Eliasson et S. Kuksin [48] pour I’équation de Schrodinger sur le tore avec un
potentiel quasi-périodique en temps.

Ici on ne montre pas seulement qu’on tore de dimension finie est stable par perturbation,
mais on construit un changement de variables défini sur tout l’espace des phases. Considérons
I’équation ou V satisfait a la condition . Ici on travaille dans ’espace des phases
P2 =T" xR x £% x (3. On écrit u et @ dans la base d’Hermite, u = > ojs1 Zih, =354 Zjhy.
Alors I’équation devient un systéme hamiltonien non-autonome

{ i = 27— Nz —iegz QL 2, 2) (2.47)

ou

Ot 2, %) = /RV(wt,:r)(z,zjhj(x))(ZZjhj(x))dx,

j=21 Jj=21

et (z,2) € ﬁ% X E%. On ré-interprete (2.47) comme un systéme hamiltonien autonome dans un
espace des phases plus grand

= —i(2) — 1)z — ieg2Q(0,2,2) j=1
= i(2) — 1)z +ieg2Q(0,2,2)  j>1
e-j:wj j=1,---,n
9j = —55:Q0,2,2) J=1-m

(2.48)

Q0,2,2) = /RV(@ 2)(D zhi(@) (Y zihj(@))de,

j21 j=1

est quadratique (z,2) et (6,9,2,2) € P2 On remarque que les trois premiéres équations
de (2.48)) sont indépendantes de y et sont équivalentes a (2.47)). De plus (2.48) est le systeme
hamiltonien issu de H = N + (Q avec

n
N(w) =Y wiyj+ > (25 — 1)z
Jj=1 j=1

Ici, les parametres extérieurs sont directement les fréquences w = (w;)1<j<n € [0,2m)" =: I et
les fréquences normales (les fréquences de I’hamiltonien en forme normale) Q; = 2j — 1 sont
constantes.
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Grace a la méthode KAM, on est capable de montrer qu’il existe un ensemble de pa-
rametres II. C II avec |II\II.| — O lorsque ¢ — 0 et une transformation de coordonnées
®: 1, x PO — PO, tels que H o ® = N*, ot1t N* est de la forme

n
N*(w) = ijyj + ZQ;ZJ'ZJ'.
J=1 J=1

Alors dans les nouvelles coordonnées, (v/,0',2',2') = ®~1(y,0, 2, 2), la dynamique est linéaire
et 3y est invariant :
2 =iQz;  j>1

/A Y ) -
2.73-— zﬂjzj ‘7‘21
0; = wj j=1--n

Finalement, on conclut en utilisant I’équivalence entre ’équation (2.46) et le systeme ([2.48)).
Nécessité d’une hypothése de petit diviseur sur w : considérons I’équation linéaire
i0pu + 0*u — xu — €V (tw)u = 0,

ou V : T" — R est réel analytique et indépendant de x € R, et on suppose que V(0) = 0 et
/ V' = 0. Notons que dans ce cas, on n’est pas tout a fait dans les conditions d’application
’]I‘TL
du Théoreme puisque V' ne décroit pas comme demandé dans (2.45)). Néanmoins dans ce
cas on peut expliciter la transformation construite dans la partie précédente.
. t

Si I'on suppose que w € [0, 27)" est diophantien, on peut définir u(t, z) = e Jo V(@s)dsy (¢ 1)

ol v est solution de i0;v = —d2?v + x?v, et on vérifie que I'on a bien une fonction presque-

périodique. De plus, on peut déterminer la transformation ® qui est bien définie si w est
diophantien. Voir [A3] pour plus de détails.
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3 Dynamiques résonantes

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment en mettant de ’aléa dans les conditions
initiales ou dans I’équation, on pouvait obtenir des résultats sur des équations non-linéaires;
sous ces hypotheses, nous avons montré que la dynamique était proche de celle d’une équation
linéaire. Nous allons montrer que ces hypotheses sont nécessaires en construisant des exemples
de dynamiques non-linéaires en utilisant les résonances de 1’équation. Ceci correspond aux
travaux [A8, (A9, [A10] avec B. Grébert, E. Haus et E. Paturel.

3.1 Introduction

3.1.1 Dynamiques proches du linéaire

Considérons I’équation de Schrédinger linéaire sur le cercle St = R/(277Z)

i0pu+ 0*u =0, (t,r) € R xS
u(0,x) = up(z).

Dans ce cas on peut calculer explicitement la solution u(t, x) = Z &(t)e™ ot &;(t) = f?e_ij%.
JEZ
On voit en particulier que toutes les solutions sont 2m-périodiques en temps. De plus, chaque
mode de Fourier est préservé au sens ou |{;| est constant.
Regardons maintenant I’équation non-linéaire

10+ O*u+ V xu = vgg(z,u,0), z €S, teR, (3.1)

ou v < 1 est un petit parametre, V' = V(z) est un potentiel réel, 2r—périodique et régulier,
et g est une fonction analytique qui s’annule au moins a l'ordre 3 a l'origine. Dans ce cas, les
valeurs propres de la partie linéaire sont w; = j% + V(j), j € Z ot V(j) désigne le coefficient
de Fourier de V. Sous une condition de non-résonance, Bambusi-Grébert [6] (voir aussi [52])
ont montré que les actions |£j|2, j € Z étaient essentiellement constantes pendant des temps
tres long. Plus précisément, pour tout N > 1

&)1 = 1¢;(0)]* + O(v), pour [t <v™™.

Ainsi, dans le cas non-résonant, la dynamique de NLS est proche de la dynamique de I’équation
linéaire. Notons par ailleurs qu’il est possible de développer une théorie KAM pour 'équa-
tion (3.1)) en faisant des hypotheses plus fortes sur les fréquences. En particulier, dans le cas de
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la non-linéarité quintique J. Bourgain [20] a montré 1’existence de tores invariants de dimensions
infinies qui sont proches des tores invariants de I’équation linéaire.

Dans le cas de I’équation cubique
i0pu + 0*u = +v|u*u, (t,z) € R x S,
les actions sont presque préservées et ceci pour tout temps :
1€ (0)2 = 1¢(0)]* + O(v), pour tout ¢ € R.

Ce résultat est en fait une conséquence de I'existence de coordonnées actions-angles (I, 6). Ces
coordonnées sont définies globalement pour 1’équation défocalisante (voir [54l 55]) et pres de
lorigine seulement dans le cas focalisant (voir [60]). On peut alors montrer que ces variables
d’actions vérifient I; = [£;]2(1 + O(v)), ce qui donne le résultat.

Ces différents exemples montrent donc que les actions linéaires |¢; |2 sont presque préservées,
et ceci pour différentes raisons. En particulier, pour les échelles de temps en question, les normes

1/2
Sobolev <Z ez 3251¢; (t)]2> des solutions sont essentiellement constantes.

3.1.2 Un premier exemple de dynamique résonante

Donnons maintenant un exemple ou les résonances produisent des effets non-linéaires sur
la dynamique. Soit I’équation

i0pu + 0*u = +vcos 2z |u|®u, (t,r) € R xSt

alors Villegas-Blas & Grébert [56] ont montré que pour des données initiales de la forme
ug(z) = Ae™ + Ae™", il y avait un échange périodique entre les modes 1 et —1 de la solu-

tion. En particulier, pour ug(x) = cosx + sinz, on a pour des temps [t| < v~=5/4
1 4+ sin 2vt 1 F sin 2vt
Gt = =5+ 00, e () = T 4 o).

On parle alors de battement de période t ~ v~ 1.

3.2 Présentation de nos résultats

Le phénomene précédent est di a la présence du cos(2x) devant la non-linéarité. Nous
allons maintenant montrer que cet effet existe dans des équations autonomes. Comme on ’a
vu avant, la complete intégrabilité de 1’équation cubique interdit ce phénomene. Le premier
exemple naturel a considérer est donc I’équation quintique.

3.2.1 Résultats pour I’équation quintique
Soit I’équation

{ ipu + Oou = v|ul*u, (t,7) e R xS, (3.2)

u(0,x) = up(z).
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3.2 Présentation de nos résultats

Liang et You [71] ont montré I'existence de beaucoup de solutions quasi-périodiques pour
I’équation . Leur preuve suit la stratégie de Kuksin-Poschel [66] : une premiere forme
normale permet d’utiliser les amplitudes de la condition initiale comme parametres et permet
ainsi d’éviter les résonances pour appliquer une méthode KAM (voir aussi [87]). Ici, au contraire,
nous allons essayer de tirer profit de ces résonances et de montrer que différents modes de Fourier
peuvent échanger entrer eux.

Nous allons voir que nous pourrons faire échanger certains modes particuliers, dont nous
donnons la définition

Définition 3.2.1. On appellera ensemble résonant, un ensemble A de la forme
A= {n,n+3k,n—|—4k,n+k}, k€ Z\{0} etn€Z,
Dans la suite on notera as =n, a1 =n—+3k, bo =n—+4k, by =n—+k.

Les ensembles résonants correspondent aux indices des termes résonants 5315@551552 de
degré 6 dans la forme normale de I’hamiltonien de (3.2]). Par exemple pour (n,k) = (—2,1) on
obtient (ag,ai,ba,b1) = (—2,1,2,—1).

Notre résultat s’énonce alors

Théoréme 3.2.2 ([AS8]). Il existe T > 0, vy > 0, a € (0,1/2) et une fonction 2T —périodique
K, :R+— (0,1) qui vérifie K,(0) < a et K(T) > 1 — « tels que si 0 < v < vy, alors il existe
une solution u & ([3.2) vérifiant pour tout |t| < v=9/8

u(t,z) = v(t, z) + v/ 4q(t, ),

avec -
o(t,z) =) wi(t)e,
JjeA
et wa, O = 2Jwa, (O = Ki(vt)
we, (P = 2wy, ()P = 1- K (vt).

Le terme d’erreur q est régulier en temps et analytique en espace sur [—1/_9/8, 1/_9/8] x S'. De
plus, ses coefficients de Fourier q;(t) satisfont

sup |g;(t)| < Ce*m,
|t\§1/*9/8

avec C indépendant de A et v > 0.

Ce résultat montre qu’il y a un échange entre les modes a1 et as ainsi qu’entre les modes
b1 et ba. Notons que cet effet non-linéaire est universel au sens ou la dynamique de la solution
exhibée ne dépend pas du choix de ’ensemble résonant A.

Le résultat du Théoreme a été vérifié numériquement par F. Castella, P. Chartier,

F. Méhats et A. Murua [32] a laide d’'une méthode appelée moyennisation stroboscopique
(stroboscopic averaging) qui permet de simuler des probléemes sur des temps longs. Ainsi sur la
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Strang splitting

0.8

——mode 1
——mode 5
1 |——mode 7
mode -1

IEkI2 = square of the actions

FIGURE 3.1 — Battement entre les modes -1, 5, 7 et 1. Ces simulations proviennent de [32].

Figure 3.1 on observe le phénomene de battement entre les modes (a2, a1, ba,b1) = (—1,5,7,1).

Dans le résultat du Théoreme l'effet non-linéaire apparait pour des temps ¢t ~ v,
En fait, c’est le temps minimal pour qu’un tel effet se produise, puisque la formule de Duhamel

t
u(t) = e/02y — iu/ ei(t=5)0z (Jul*u) (s)ds,
0
permet de déduire que \@]2 reste essentiellement constant pour des temps t < v~ 1.
Les solutions construites sont telles que, pour 0 <t < v 98 et s> 0

K, (vt)

1
u(t, )%, = 5 (2]a1|** + |az|® — 2[b1|® — |b2]**) + [b1]** + §\b2|25 +O@Wh).

En particulier, ce résultat est compatible avec la conservation de la masse (s = 0) et de 1’énergie
(s = 1), car compte tenu du choix (a1, az,b1,bs) € A, le facteur (2]ay|** + |ag|* — 2[by[* —
\bg\Qs) s’annule pour ces valeurs de s. On peut également vérifier que ces solutions sont de
moment constant. Si s > 2, ||u(t, )| ;. n’est plus constant en général (sauf pour certains choix
particuliers de A).

Si s >4 et n = —k dans la définition de A, on peut trouver un 1" > 0 tel que
lu(T, s = 2[|u(0, )17

Ceci est a comparer avec le résultat de Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka et Tao [37] qui ont
montré un transfert des basses vers les hautes fréquences pour NLS cubique 2D. Leur résultat
est plus fort, puisque dans notre situation, nous avons un échange entre les modes {n,n + 3k}
et les modes {n + 4k,n + k} dont 1’énergie est du méme ordre de grandeur.

Notons pour conclure que les simulations de [32] suggerent 'existence d’une dynamique plus
riche pour des termes de taille inférieure : voir Figure 3.2.
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3.2 Présentation de nos résultats

Strang splitting Stroboscopic Averaging Method

— [——mode 1
T > > 7 ——mode 3
——mode 5
——mode 7
10 ¢ 1 10 ¢ 4 |——mode -7
mode -5
——mode -3
mode -1

actions IEKI

time

FIGURE 3.2 — Simulations de termes d’ordres supérieurs. Voir [32].

Par ailleurs, il serait intéressant de montrer qu’il existe effectivement des solutions pério-
diques de qui sont proches de celles que 'on a exhibées dans le Théoreme Pour
ce faire, on pourrait essayer d’utiliser un théoreme de type Birkhoff-Lewis pour des systemes
hamiltoniens de dimension infinie, dans Uesprit des travaux de D. Bambusi et M. Berti [4] et
de L. Biasco et L. Di Gregorio [12].

Une généralisation du résultat

Dans la suite on va considérer les ensembles résonants

A = {nk—Q,nk—l,nk+l,nk+2},

K
ou (ng)r>1 est une suite d’entiers qui sera précisée apres, et pour K > 1, on écrit A = U Ay
k=1

Avec E. Haus [A10], nous avons construit des solutions avec un nombre arbitraire de modes
supportés dans A.

Théoréme 3.2.3 ([AL0]). Il existe vy > 0 et une suite strictement croissante d’entiers (ng)g>1
tels que si 0 < v < vy, pour tout K > 1 avec nxg < —clnv il eziste une solution a (3.2)) qui
s'écrit |t| < v=9/8

K
ult,w) =Y e gty x) + v (@), (3.3)
k=1
avec

i) Pour tout 1 < k < K, v est comme dans le Théoréme .

ii) Le terme d’erreur q est régulier en temps et analytique en espace sur [—1/_9/8, 1/_9/8] x St.
De plus, ses coefficients de Fourier qj(t) vérifient

sup |g;(t)] < Ce*‘jl,
[t|<p—9/8
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ot C est une constante indépendante de K > 1 et v > 0.

Ce résultat montre un échange entre les modes a I'intérieur de chacun des ensembles Ay.
Pour tout j € Z, le coefficient de Fourier u; de u dans (3.3) vérifie

sup  [a;(t)] < Ce I,
MSV—Q/S

et donc u reste uniformément bornée par rapport a K > 1 en norme analytique. Il est donc
naturel de se demander si 'on peut choisir K = +o0o dans le Théoréme [3.2.3] En fait, il n’en
est rien car la période de v croit vers I'infini avec k. De plus, 'asymptotique a un sens
tant que e” kv est plus grand que le terme d’erreur, ce qui donne la restriction ng < —clnwv.

Ce résultat n’est pas une conséquence directe du Théoreme En effet, si on excite
plusieurs ensembles résonants, des interactions entre ceux-ci peuvent apparaitre. Pour pouvoir
controler ces différents modes de Fourier et limiter les interactions on a besoin d’une hypo-
these arithmétique sur la suite (ng), qui est vérifiée pour presque toutes les suites telles que
ng1 > 12n2 (voir [A10]).

3.2.2 Résultats pour le systéeme cubique

Notre approche permet également d’obtenir un résultat de battement pour le systeme cu-
bique de Schrédinger suivant
iy + 0%u = 2|v|?u, (t,r) € R x S,
10 + 920 = £2|ul?v, (3.4)
uw(0,z) = up(z), v(0,2)=wvo(x).

Avec B. Grébert et E. Paturel [A9] nous avons établi que

Théoreme 3.2.4 ([A9]). Pour tout 0 < v < 1/2, il existe 0 < T, < C|In~|, une fonction
K, : R )0, 1[, 2T, —périodique telle que K,(0) = v et K,(T,) = 1—7, et il eziste 0 < g9 < 7?
tel que sip,q € Z et si 0 < e < g, il existe une solution a (3.4) vérifiant pour tout |t| < g5/2

u(t,r) = up(t)ePT + uy(t)e® + /2, (t, z),
v(t,z) = vp(t)ePT + v (1) €9 + /2, (t, z),
avec ug(O = lop()F = Ky (%),
lup)? = [og)FF = 1-Ky(*),

et ou T, et ry, sont réguliers en temps et analytiques en espace sur [—5*5/2,5*5/2] x St.

Ici on a montré un échange d’énergie entre les modes p et ¢ : les modes u, et v, croissent
de yal—~yentempst= E_QTW.
Les solutions que nous avons construites sont telles que

lu(t, Mz = (a* = p**) Ky (%) +p* + O(e),

alors que [|u(t,)||% + [[v(t, )| % reste constant pour 0 < ¢ < /2 et s > 0. Ainsi, si |p| # |ql,
on a un transfert d’énergie entre u et v sans pour autant avoir une croissance de norme.
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3.2.3 Croissance de norme pour I’équation linéaire

Considérons maintenant ’équation linéaire
i+ O2u+ V(t,x)u =0, (t,z) € R xS, (3.5)

avec V (t,x) un potentiel analytique réel en espace et régulier en temps. Une question intéres-
sante est de savoir si les solutions u de sont bornées en norme Sobolev. Bourgain [18]
a obtenu des bornes polynomiales, puis dans [19] en supposant de plus que V' était quasi-
périodique en temps il a obtenu des bornes logarithmiques. Ce dernier résultat a été étendu
par Wang [96] qui a montré qu’il existe Cs > 0 et k > 0 tels que

lu@®)llms < Cs(log(|t] +2)) [luo =, (3.6)

si V est réel analytique en (¢, ).

Grace au Théoréme on peut montrer I'optimalité de et ainsi retrouver un résultat
de [19]. En effet, dans on peut écrire V(t,x) = —e|v(t,r)|? et interpréter la premiere
équation comme une équation linéaire avec potentiel V.

Rappelons que si une fonction périodique f € C*>°(T) vérifie : il existe K > 0 et B > 0 tels
que pour tout j € Z, |fj| < Ke Bll  alors f est analytique, et on note f € G(T). Dans ce cas,
on définit la semi-norme || f||g par la meilleure constante K dans 'inégalité précédente.

Nous pouvons alors énoncer

Théoreme 3.2.5 ([A9]). Soit s > 0. Il existe une suite de potentiels réels Vy(t,x), une suite
de conditions initiales (ug) et une suite de temps T, — +00 lorsque g — +00 tels que

i) Les potentiels sont réquliers en temps, réels analytiques en espace et uniformément bornés :
VgeZ vtel0, T, |Vy(t, )lg <C,

i) [lugllms =1,
i) La solution u?(t) de (3.5) issue de ul est réelle analytique en espace pour t € [0,T,],

iv) Il existe une constante Cs > 0 ne dépendant seulement de s telle que
[u? (Tl s > Cs(InTy)* .

Comme nous ’avons dit, le résultat du Théoreme [3.2.5|a été obtenu en premier par J. Bour-
gain [19].

Mentionnons enfin qu’en suivant 1’approche de Delort [42], Fang-Zhang [50] ont obtenu des

bornes logarithmiques dans le cas d’un potentiel Gevrey. Notre approche permet également de
montrer que celles-ci sont optimales (voir [A9] pour plus de détails).

3.3 Idées de preuve

Nous allons donner un schéma de preuve pour le systeme (3.4)), I'’étude de 1’équation quin-
tique présentant des aspects plus techniques.
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Etape 1 : formulation hamiltonienne. Avec un changement d’inconnue, on commence
par se ramener a un probleme a données petites. On étudie donc

i0pu + O2u = |v|?u, (t,r) € R x S,
10 4 02v = |ul?v, (3.7)
u(0,2) = eug(x), v(0,z) =evg(x).

H = / Baul® + 950]? + / l?of2,

est 'hamiltonien de (3.7) pour la structure symplectique du A du + dv A dv. Autrement dit, le
systeme (3.7)) est équivalent a

La fonctionnelle

a=—iH g

- ou’ o bu’

. 6H . oH (38)
v = 25@, U_Z(S’U'

On écrit les décompositions en série de Fourier de w, @, v et ©

= Zajeijx, u(x) = Z@je_ijm,

JEZ JEZ
v) =Y BieU, v(x)=> Be 7,
JEZ JEZ
et on définit
/ (@)@ Pdr = Y 0,560,
jLez?
M(5,£)=0

ott M(j,0) = j1 — jo + f1 — lo est le moment de (o, 3) € Z*.

Dans la suite on travaillera dans 1’espace des phases

Fp=1{(a,B) € (@) st (e, Bl == D el(la] + 185]) < o0 },

JEZ

que 'on munit de la structure symplectique canonique —i Z(daj Nda; +dB; A dﬁj). Alors, le
o
crochet de Poisson de deux fonctions f et g de (o, @, 3, 3) s’écrit
. of 0Og af 0Og af dg af dg
{ro}==i>"]| - ( )].

"~ |9a;00;  da;0a; | \0B; 98, 08,08,

9B 08;  0B; 0B;

Enfin, on introduit les coordonnées polaires symplectiques (aj =./1 jewf,aj =./1 je_wj B =
D) e“"], Bj Vv Jje ’%) jew et dans celles-ci le systeme (3.8)) est équivalent a

: oH . OH .
Hj——ailja Ij—f)fﬂj’ Jj €L,
OH . OH

bj=—aey Jj=n—, JEL.
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Etape 2 : mise sous forme normale. On définit ’ensemble résonant
R ={(ji1.jo. l1,l2) €L  st. | j1 —jo+ b1 —lo=0 et j7—j5s+41 —(3=0}.

Grace a une forme normale de Birkhoff, on simplifie I’écriture de I’hamiltonien. Ceci permet
de détecter les termes qui contribuent & la dynamique du systeme. En général, des conditions
de non-résonance permettent d’éliminer tous les termes qui ne dépendant pas seulement des
actions : dans ce cas, la dynamique est alors proche d’une dynamique non-linéaire. Ici au
contraire, Z4 contient des termes non triviaux dont on espere qu’ils auront une influence sur la
dynamique de H (et donc sur H).

Proposition 3.3.1. Sic > 0 est assez petit, il existe un changement de variables canonique T
proche de l’identité tel que

H:=Hot =N+ Z;+ Rg,
ot

Z) N = N(I) = ZjerQ(Ij + Jj)-

it) Zy est le polynome homogéne de degré 4 qui est donné par
Zy = Z o, 0, Be, By, -
R

iit) Rg est un reste d’ordre 6.

Par abus de notation, on continue & noter («, 3) les nouvelles variables (o, 8') = 7~ !(a, B).
Le terme Z4 contient les mondmes résonants : { Zyy N } = 0, et on peut le décrire explici-

tement. Notons
I=Y o’ T=D 18’ S=D_ b,

neZ neZ nez
Alors
Zy=1J+|SP =) |anl|Bal*.

nel

E‘tape 3 : étude d’un sous-systeme de dimension finie. On cherche maintenant une
dynamique de dimension finie issue de H, qui ne soit pas linéaire et ayant le moins de degrés
de liberté possible. On fixe p,q € Z et on définit la restriction

H:= H‘J(p#z)’

ou
JI(p.q) :={ (a,8) € Fp | aj =a; = ; = B; =0 lorsque j # p,q }.

Un calcul direct donne

H = p2(Ip +Jp) + QZ(Iq +Jg) + (p + 1) (Jp + Jg) + (apanqu + apaqﬁpgq)
= P2+ 1) + Uy + Tp) + Iy + 1) (Jp + Jg) + 2(IpTyJpTy) ' cos(ibo),
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avec g = 0y — 0, + @ — @q. R
Le systeme hamiltonien qui est associé & H est défini sur I'espace des phases T* x R* 3
(Op, g, ps g3 Ip, Lgs Jp, Jq) et s’écrit

j__al—a ]_6017 J=D,4q,
J J (3.9)
. oH .  OH .
$j == 77> i =7 J=DPsq.
J 6Jj J 8(/3]'

L’expression de H ne dépend seulement d’un angle (¢p) : il en résulte que le systeme (3.9))
est completement intégrable. On vérifie que le changement de variables

Ki=1,+1, Ke=J,+J,, Kz=1,+J;,, Ko=1I,
1[11:9p, ¢2:90p7 71}3:9%_80177 @Z)O:eq_ep"i":pp_soq

est symplectique : dI Adf 4+ dJ Adp = dK A dy. De plus, les quantités K1, Ky et K3 sont des
constantes du mouvement.

On étudie maintenant H dans les nouvelles coordonnées. On fixe K 1=Ky =Kg =¢?et
on définit

ﬁ0(¢07 Ko) = I/:\T((p(), Ko,€2, 62,52) = 62(]?2 + q2) + 54 + 2K0(52 — Ko) COST/}().

Alors (19, Ko) satisfont au systéme

e ol
0 — aKoa 0_8w0'

Enfin on fait le changement d’inconnues
Yo(t) = w(e*) and Ko(t) = 2K (%),

et on vérifie que (¢, K) satisfont

Y =—2(1—2K)costp = —%I[{{*
K =—-2K(1 - K)sinty = 66122*,

ou
H, =H,(¢,K)=2K(1— K)cos1.

La dynamique de H, est celle d'un pendule (voir Figure 3.1.)

Etape 4 : analyse perturbative en temps longs. Il s’agit maintenant de montrer que les
trajectoires exhibées dans la partie précédente sont proches de véritables trajectoires de ,
et ceci sur des temps supérieurs & une période de (¢, K), i.e. t > Te~2. Ce genre de question est
difficile en général. Ici on peut y répondre car on a une perturbation d’un systéeme intégrable
et on peut faire ’analyse perturbative dans des coordonnées actions-angles.
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FIGURE 3.3 — Lignes de niveau de ’hamiltonien H,.

On considere le systéme donné par H avec des conditions initiales dans J(p,q). On peut

montrer que les quantités Ky, Ko et K3 sont presque préservées par le flot. Cette propriété
repose sur certaines symétries du systéme.

Soit (¢, K) une solution du systéme de dimension finie. On définit la variable 7 = £2¢. Alors

0H,

. _ 2
P(r) = 52 +0E) |
‘ OH. ) pour 0<7<e “.
K(r) = B + O(e?)

D’apres le théoreme d’Arnold-Liouville, il existe des coordonnées actions-angles

(Lys o) = @ (oo, Ky),

{ L*(T) =0
0 (T) = Wy

(L,a) = (I)(907 K)7

telles que

On définit alors

qui vérifient le systeme

L) = 0+ 0(e?)

pour 0<7<e 2

a(r) = wi +0O(e?)
Finalement

(i, K)(7) = (s, Ku)(7) + O(77) + O(e777),
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ce qui donne la description de la trajectoire.

Pour conclure, remarquons que la stratégie précédente est robuste. En fait, dans [A9] nous
avons dégagé un principe général pour exhiber un phénomeéne de battement pour des modes
supportés dans un ensemble A. Il suffit de vérifier les points suivants :

e L’hamiltonien réduit H doit étre completement intégrable.

e L’hamiltonien H doit étre une perturbation d’ordre au moins 2 de H : H — H = O(a, B)?
pour (a, B) ¢ A.

e L’hamiltonien H doit satisfaire une hypothese de symétrie (voir [A9] pour plus de détails).
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Conclusion et perspectives

Dans nos travaux nous avons utilisé différents outils provenant de la théorie des probabilités
et des systemes dynamiques en dimension finie. Nous souhaitons poursuivre dans cette voie pour
obtenir des résultats fins sur les dynamiques des EDP dispersives non-linéaires, notamment en
grand temps.

D’emblée, nous pouvons donner trois directions naturelles concernant les résultats typiques
d’existence de solutions :

e Décrire plus précisément les solutions probabilistes que nous avons construites : voir
comment se comportent les modes de Fourier (interactions), ou étudier le comportement
en temps infini.

e Construire des solutions globales, mais en développant des outils alternatifs a des mesures
de Gibbs car celles-ci donnent beaucoup de rigidité et dans de nombreux problemes elles
sont supportées dans des espaces trop irréguliers pour étres utiles.

e Développer d’autres méthodes de randomisation des conditions initiales, qui donneraient
plus de souplesse dans leur utilisation, par exemple dans ’esprit de celle développée par
Burg-Lebeau [24]. Notons également que ces méthodes de randomisation s’appliquent a
des équations a spectre discret et qu’en général on n’a pas de notion analogue pour des
équations posées sur R%.

Il serait aussi intéressant d’utiliser I'aléa pour construire des solutions remarquables ou
obtenir d’autres résultats qualitatifs d’un flot. Par exemple on pourrait se servir de ’aléa pour
exhiber des croissances de normes Sobolev dans des équations de type Schrodinger (voir par
exemple J. Bourgain [18] pour l'utilisation d’un potentiel aléatoire pour une croissance de norme
dans une équation linéaire).

Dans le contexte de dynamiques résonantes, nous aimerions exhiber d’autres dynamiques,
a plusieurs degrés de liberté, notamment des solutions quasi-périodiques en temps. Dans ce
cas il faudra comprendre comment faire I’analyse perturbative dans des cas ou le sous-systeme
effectif n’est pas completement intégrable.

Plus généralement, nous voulons mieux comprendre des notions classiques en systéemes dy-
namiques, comme celle de variété centrale, variété stable/instable ou la notions d’orbites homo-
clines ou hétéroclines, qui pourront étre utiles dans I’études d’EDP. Ces outils pourront servir a
montrer des phénomenes de transfert d’énergie qui induisent des croissances de normes sur des
EDP hamiltoniennes : c’est en substance le résultat de [37] (voir aussi Guardia-Kaloshin [5§]).
Avec B. Grébert et T. Jézéquel [A1T], nous avons étudié une équation d’ondes non-linéaire sur
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une variété compacte au voisinage d’une trajectoire homocline, ce qui est une premiere étape
dans cette direction.
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