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Point de départ:
Considérons I'addition de deux rationnels en ne se préoccupant que de la

partie périodique:

Soit A =178/55 = 3,236... et B =421/330 = 1,275.. ..
Alors A+ B =4,512. . ..
Si nous n'additionnons que les périodes, nous obtenons:

6+75=1011
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Vot

Point de départ:
Considérons I'addition de deux rationnels en ne se préoccupant que de la

partie périodique:

Soit A =178/55 = 3,236... et B =421/330 = 1,275.. ..
Alors A+ B =4,512. . ..
Si nous n'additionnons que les périodes, nous obtenons:

36+75=1011 ~ (10+1)(11—10)=(11)1
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Point de départ:
Considérons I'addition de deux rationnels en ne se préoccupant que de la

partie périodique:

Soit A =178/55 = 3,236... et B =421/330 = 1,275.. ..
Alors A+ B =4,512. . ..
Si nous n'additionnons que les périodes, nous obtenons:

6+7 5=1011 (10+1) (11 = 10) = (11) 1

AI—10)(1+1)=12

Q
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Point de départ:
Considérons I'addition de deux rationnels en ne se préoccupant que de la
partie périodique:

Soit A =178/55 = 3,236... et B =421/330 = 1,275.. ..
Alors A+ B =4,512. . ..
Si nous n'additionnons que les périodes, nous obtenons:

6+7 5=1011 (10+1) (11 = 10) = (11) 1

AI—10)(1+1)=12

Q

Nous pouvons interpréter cette opération en tant qu'addition de deux mots
circulaires de longueur 2, dans le contexte de la numération en base 10:
(3 6) + (7 5) hase 10 (1 2)
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Point de départ:
Considérons I'addition de deux rationnels en ne se préoccupant que de la
partie périodique:

Soit A =178/55 = 3,236... et B =421/330 = 1,275.. ..
Alors A+ B =4,512. . ..
Si nous n'additionnons que les périodes, nous obtenons:

6+75=1011

(10+1) (11 = 10) = (11) 1
(11-10) (1+1)=12

Q

Nous pouvons interpréter cette opération en tant qu'addition de deux mots
circulaires de longueur 2, dans le contexte de la numération en base 10:
(3 6) + (7 5) hase 10 (1 2)

La notion de mot circulaire a été introduit initialement par B. Rittaud et
L. Vivier (2011-2012) dans le contexte de la numération de Fibonacci.
Apres la venue de Benoit au séminaire de Nancy, nous avons entamé une
collaboration sur ce sujet.
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Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £
Soit £ € N* fixé.
Définition (Mot circulaire de longueur ¢)

Un mot circulaire de longueur ¢ est un mot fini (wq ... w; ... we_1)
constitué de { lettres sur I'alphabet 7. et dont les indices sont dans Z./(Z.

L'ensemble des mots circulaires de longueur ¢ est un groupe abélien:

W+WwW' = ((wo + w(/)) oo (w4 wg) oo (we—1 + w2—1))
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Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £
Soit £ € N* fixé.
Définition (Mot circulaire de longueur ¢)

Un mot circulaire de longueur ¢ est un mot fini (wq ... w; ... we_1)
constitué de { lettres sur I'alphabet 7. et dont les indices sont dans Z./(Z.

L'ensemble des mots circulaires de longueur ¢ est un groupe abélien:
W+WwW = ((wo + w(’)) oo (w4 w;) oo (wp—y + wé_l))
Soit P un polyndme entier P(X) =3 ., a; X" € Z[X] (d € N¥).

Définition (Relation de retenue définie par P)

La relation d’équivalence de retenue ~p définie par P sur les mots
circulaires W = (wq ... wy_1) est basée sur les relations: pour tout i
modulo ¢,

W mp (wy...(wi—g+ag)...(wi—1 + ag—1)(w; + ag)wit1 ... we—1).

Isabelle Dubois Mots circulaires: Structure algébrique et systeme de numération Lyon - Mai 2018 4 /20



Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £
Soit £ € N* fixé.
Définition (Mot circulaire de longueur ¢)

Un mot circulaire de longueur ¢ est un mot fini (wq ... w; ... we_1)
constitué de { lettres sur I'alphabet 7. et dont les indices sont dans Z./(Z.

L'ensemble des mots circulaires de longueur ¢ est un groupe abélien:
W+WwW = ((wo + w(’)) oo (w4 w;) oo (wp—y + wé_l))
Soit P un polyndme entier P(X) =3 ., a; X" € Z[X] (d € N¥).

Définition (Relation de retenue définie par P)

La relation d’équivalence de retenue ~p définie par P sur les mots
circulaires W = (wq ... wy_1) est basée sur les relations: pour tout i
modulo ¢,

W mp (wy...(wi—g+ag)...(wi—1 + ag—1)(w; + ag)wit1 ... we—1).

Exemple. "Fibonacci” P(X)=X?—-X —1, (=4,
(1234) ~p (0144) ~p (4100) ~p (3010) ~p (211 (1))

~p (2000) ~p (1011)=~p (0110) ~p (0001)
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Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £
* — Y
On se donne £ € N* et P(X) =} ;@i X" € Z[X].

Soit ¢ I'action de décalage définie par
o((wy...wpe—1)) = (w1 ... we_1wp).
Soit Ay :=(ag...a;...aq0...0) si £ >d, resp. := ((3_ =i mod ¢ 4j)i) Si
¢ < d, le mot circulaire associé a P.
Définition (Groupe de mots circulaires modulo la retenue P)
La relation de retenue ~p définie par P sur les mots circulaires de
longueur ¢ est : W ~p W' ssi il existe (vg,...,vi_1) € Z* tel que
W=W+ > vo (A
0<i<l—1
On définit alors Gy p le groupe quotient (abélien) des mots circulaires de
longueur £ par cette relation d’équivalence.
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Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £
On se donne £ € N* et P(X) =Y o, a: X" € Z[X].
Soit ¢ I'action de décalage définie par
o((wy...wpe—1)) = (w1 ... we_1wp).
Soit Ay :=(ag...a;...aq0...0) si £ >d, resp. := ((3_ =i mod ¢ 4j)i) Si
¢ < d, le mot circulaire associé a P.
Définition (Groupe de mots circulaires modulo la retenue P)

La relation de retenue ~p définie par P sur les mots circulaires de

longueur ¢ est : W ~p W' ssi il existe (vg,...,vi_1) € Z* tel que
W =W+ Z ’L)Z'O'_i(Ag).
0<i<t—1

On définit alors Gy p le groupe quotient (abélien) des mots circulaires de
longueur £ par cette relation d’équivalence.

Exemples.
@ "Base 2": P(X) =X —2,(=2,Gop=1{(00),(10),(01)}
@ "Fibonacci": P(X) = X2 - X —1, (=4,
Gip =1{(0000),(1000),(0100),(0010),(0001)}.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £

Le groupe des mots circulaires de longueur £ et de retenue P peut étre
étudié via les isomorphismes entre G, p et:

@ L'ensemble des points équivalents du réseau Z* sous I'action de la
matrice circulante de taille ¢ x ¢ dont la premiere ligne est Ay (ou
associée a P).

@ Le groupe abélien (pour +) de I'anneau quotient
Z[X]/(P(X), X" —1). La multiplication par X correspond alors 3
I'action de o~ 1.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £

Le groupe des mots circulaires de longueur £ et de retenue P peut étre
étudié via les isomorphismes entre G, p et:

@ L'ensemble des points équivalents du réseau Z* sous I'action de la
matrice circulante de taille ¢ x ¢ dont la premiere ligne est Ay (ou
associée a P).

@ Le groupe abélien (pour +) de I'anneau quotient
Z[X]/(P(X), X" —1). La multiplication par X correspond alors 3
I'action de o~ 1.

Proposition (Groupe fini)
Ge,p est un groupe abélien fini si et seulement si P ne posséde pas de
racines {-éme de ['unité.

A partir de maintenant:
Hypothese: P ne possede pas de racines de |'unité.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Définition - Groupe des mots circulaires de longueur £

Le groupe des mots circulaires de longueur £ et de retenue P peut étre
étudié via les isomorphismes entre G, p et:

@ L'ensemble des points équivalents du réseau Z* sous I'action de la
matrice circulante de taille ¢ x ¢ dont la premiere ligne est Ay (ou
associée a P).

@ Le groupe abélien (pour +) de I'anneau quotient
Z[X]/(P(X), X" —1). La multiplication par X correspond alors 3
I'action de o~ 1.

Proposition (Groupe fini)

Ge,p est un groupe abélien fini si et seulement si P ne posséde pas de
racines {-éme de ['unité.

A partir de maintenant:

Hypothese: P ne possede pas de racines de |'unité.

Liens avec d'autres domaines:

- systemes dynamiques: points périodiques d'endomorphismes toraux
- résultants cycliques, produisant de grands nombres premiers
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Cardinal du groupe

Soit g p le cardinal du groupe Gy p. On a:
Proposition (Propriétés concernant le cardinal)

(i) ge.p = [Resultant(P(X), X* = 1)| = [ [Tocper P(*™/1).
(ii) (ge,p)e est une suite de divisibilité.

(iii) Croissance exponentielle : limy_,y In g, p/¢ = In M (P),
ot M(P) est la mesure de Mahler de P.
(iv) Apparition de facteurs premiers primitifs : Si P est irréductible, il

existe une infinité de facteurs premiers primitifs dans la suite (9o p)¢
(et des résultats plus précis).
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Cardinal du groupe

Soit g p le cardinal du groupe Gy p. On a:

Proposition (Propriétés concernant le cardinal)

(i) g¢,p = |Resultant (P(X), X* = 1)| = | [Tp<pe, P(e*™/1)].

(ii) (ge,p)e est une suite de divisibilité.

(iii) Croissance exponentielle : limy_,y In g, p/¢ = In M (P),
ot M(P) est la mesure de Mahler de P.

(iv) Apparition de facteurs premiers primitifs : Si P est irréductible, il
existe une infinité de facteurs premiers primitifs dans la suite (9o p)¢
(et des résultats plus précis).

Exemple. Cas Fibonacci, (g x2_x_1)¢=suite A001350 " Associated

Mersenne numbers”. Liste des facteurs premiers primitifs:

2, 5,11, 29, 3, 19, 199, 521, 31, 7, 3571....

Questions ouvertes.

Trouver des résultats plus généraux/profonds sur les facteurs premiers

primitifs.

Est-ce que tous les nombres premiers se retrouvent dans la suite A001350 ?
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Structure du groupe

A partir d'ici, on omet la dépendance d'avec P.
Soit BY(X) = > 0<i<t b( X' le polynéme entier tel que

g0 = P(X)BO(X) + (X’ = 1) Tycizq vy X"
Proposition (Structure du groupe)
(i) Le mot Gy := (10°~1) est un élément d’ordre maximal.
(i) L'exposant du groupe G, est égal a gy/ gcd((by)), (vj(.g))).
(iii) Le groupe G est cyclique engendré par G ssi gcd(bgz),gg) =1 pour
un certain (tout) i. Dans ce cas, la suite (bgé) (mod gy)); est

géométrique, et l'inverse de sa raison est racine de P et racine {-éme
de I'unité dans 7./ g¢Z..
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Structure du groupe

A partir d'ici, on omet la dependance d'avec P.
Soit BY(X) = > 0<i<t b( X' le polynéme entier tel que

+g0 = P(X)BO(X) + (X! = 1) Ygejeq v X1,

(2
Proposition (Structure du groupe)
(i) Le mot Gy := (10°~1) est un élément d’ordre maximal.

(i) L'exposant du groupe G, est égal a gy/ gcd((by)), (vj(.g))).

(iii) Le groupe G est cyclique engendré par G ssi gcd(bgz),gg) =1 pour
un certain (tout) i. Dans ce cas, la suite (bge) (mod gy)); est
géométrique, et l'inverse de sa raison est racine de P et racine {-éme

de I'unité dans 7./ g¢Z..

Exemples.
o "Base b": (b>2): P(X) =X —b, gp=0b—1, b =pt-1-1,
Ge = ((1071)) =2/ (0" = 1)Z
e "Base rationnelle”: P(X) = pX — q (¢ > p premiers entre eux),

o p O i1 _ =1\ ~ 00
ge=q" —p" b =pq " G =((10"1)) ~Z/(¢" — p°)Z.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Structure du groupe

Afin de décrire plus précisément la structure des groupes Gy, nous devons
utiliser des outils algébriques.

Un outil simple est d'utiliser les relations de Bezout entre P et X¢ — 1
(comme cela a été fait dans la proposition précédente). Mais il est difficile
d'obtenir des résultats généraux pour des familles de polynémes.

Exemple. " Cas quadratique, généralisant Fibonacci”
Soit P(X) = X2 — kX — 1, o k € N*. Alors:
e Si ¢ est impair, Gy ~ 7Z/g¢Z, sauf pour £ € 3N et k impair, ou
gg ~ Z/gg/QZ X Z/QZ.
e Si{=2mod4, G, ~ Z/\/QZ X Z/\/g7Z.
e Si/=0mod 4, Gy ~Z/V/AglZ x Z./]\/ge/ AZ (cas k impair), ou
Ge ~Z/\/Age /AL x L] \/4ge/ AZ (cas k pair).
(A = k2 + 4 est le discriminant de P)
(améliorations de résultats précédemment obtenus combinatoirement par
Benoit Rittaud)
Remarque. On peut "expliciter” les générateurs correspondant a ces
décompositions.
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Autre Exemple. " Cas quadratique, généralisant encore plus Fibonacci”.
Soit P(X) = X% — ¢X + p, avec p,q € Z* (+ conditions). Soit £ > 1.
Alors:
o g =p'—Ly+1
e pour 0 <i < (, b\ = pt=1=i(F; — F,_)
o gg ~ Z/BZZ X Z/(SgZ, avec (54|eg, gy = €y - (54.
Il peut étre cyclique si §, = 1.
ou
(Lp)nez est une suite de type Lucas :
LO =2 L= q, Ln+2 = an—l-l _an:
(F)nez est une suite de type Fibonacci :
Fo=1, F1 =q, Fryo = qFi1 — pFy.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Structure du groupe

Autre Exemple. " Cas quadratique, généralisant encore plus Fibonacci”.
Soit P(X) = X2 — q¢X + p, avec p,q € Z* (+ conditions). Soit £ > 1.
Alors:
° :I:gg:pe—Lg—i—l
e pour 0 <i < (, b\ = pt=1=i(F; — F,_)
o gg ~ Z/BZZ X Z/(SgZ, avec (5g|eg, gy = €y - (5@.
Il peut étre cyclique si §, = 1.
ol
(Lp)nez est une suite de type Lucas :
Lo=2,L1=q, Lyy2s =qLlyy1 —pLy,
(F)nez est une suite de type Fibonacci :
Fo=1, F1 =q, Fryo = qFi1 — pFy.

Questions Ouvertes
@ Etudier plus précisément ce cas.
@ Etudier des cas oll P n'est pas unitaire.
e Trouver des outils algébriques/calculatoires plus pertinents.
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Sous-groupes

Rappelons que (g¢)¢ est une suite de divisibilité: gg|gee .

Théoreme (Sous-groupes)

Soit ¢ et ¢ des entiers > 1.
G — G
W — WC=W...W (¢ fois)
est un morphisme injectif de Gy dans Gypr.
De méme, Gy s'injecte dans Gy par W — W¥.
Considérant G, et Gy comme sous-groupes de Gy, leur intersection est
égale a ggcd(f,é’)-'
Gged(eey = Ge NG C Go(ou Gpr) C Gupr.

L'application

Démonstration: Outils algébriques simples, travail sur les polynémes
entiers.

Remarque. Malgré tout, en général, gycq(e) # gcd(ge, ger).-
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Groupe des mots circulaires de longueur £ Groupe de mots circulaires de retenue P

Définition (Groupe global de mots circulaires)

On peut définir la limite inductive G = lim G, selon les morphismes
—

g@ — gm

W s Jm/e définis dés que { divise m.

Addition de deux mots circulaires de différentes longueurs.
Exemple:

Soit W = (wowiwz) et W' = (wjw}), alors

W+ W' = (wowrwawowiws) + (whw| wywiwowy).

Plus généralement:
Si W (resp. W’) est un mot circulaire de longueur ¢ (resp. ¢'), alors
W+ W =W 4w/t ¢ G, avec n = ppem(L, £').
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1]

But: Associer une valeur numérique aux mots circulaires.
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1

But: Associer une valeur numérique aux mots circulaires.

On peut définir un morphisme de groupes abéliens:

Ng : gZ — Z/QZZ
(wo...wp—1) +—— Z wibée_)i (mod gy).
0<i<t

Remarque. En terme de polyndmes, cela revient a considérer
(W(X)B(X) mod X*—1)(0) modulo go.

Proposition (Propriétés de Ny)
o Si Gy est cyclique, alors Ny est un isomorphisme.
o L'image de Ny est Z/e,Z ou eq est I'exposant du groupe Gy.

@ Les morphismes Ny sont compatibles avec la limite inductive des G,.

Cette application va nous permettre de définir un systeme de numération.
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] Systéme de Numération - Représentation de certains rationnels

Soit ey I'exposant du groupe Gy.
On a : ey divise gy, la suite (eg), est une suite de divisibilité et possede les
mémes facteurs premiers que (gz)y-

Nous pouvons alors définir :

Proposition (Systéme de numération sur G)
Le morphisme N : G — [O 1[ tel que pour tout W € Gy,
1 e ¢
NV = (o SN} = LY wif,
¢t 9 0<i<t
ou {x} est la partie fractionnaire de x, est bien défini.

¢ .
Remarque. La somme ;—ﬁ > o<i<t wibéji est définie modulo e,.

Cela nous donne une représentation de certains rationnels de [0, 1[ par un
mot circulaire, compatible avec |'addition et la relation de retenue définie
par P.
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] Exemples

Exemples.
”Base b’ (b>2): P(X)=X—b, g =b"—1, bz(f) — pl-1-i
~ Z/(b* — 1)Z. Alors:
1

N((wo - wp-1)) = {37 — > wd e 0,1
1<t
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] [EE=SCIHES

Exemples.
”Base b’ (b>2): P(X)=X—b, g =b"—1, bz(f) — pl-1-i
~ Z/(b* — 1)Z. Alors:
1

N((wo - wp-1)) = {37 — > wd e 0,1
1<t

Cela est similaire a I'expression usuelle de I'écriture en base b:

0wg - wy—1 = Z U}ZZ bkfiiJrl = o 1_ . Z wibﬁ—i—l.

0<i</ k>0 0<i</

Nous obtenons alors tous les nombres rationnels de dénominateurs de
la forme b¢ — 1.
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] =CHBIET

Exemples.

@ "Baseb” (b>2): P(X)=X —b, gy =0b"—1, bz(ﬁ) — pl-1-i
Gy ~ 7/ (b* — l)Z Alors:
1

N((wo - wp-1)) = {37 — > wd e 0,1
1<t

Cela est similaire a I'expression usuelle de I'écriture en base b:

0wg - wy—1 = Z wzz bkfiiJrl = o 1_ . Z wibﬁ—i—l.

0<i</ k>0 0<i</

Nous obtenons alors tous les nombres rationnels de dénominateurs de
la forme b* — 1.

Par exemple, en base 10, on obtient I'isomorphisme de groupes

G — FE= {nel0,1[n=a/99---9, a € N}

W — N(W)

E est I'ensemble des rationnels de [0, 1] dont les dénominateurs sont
premiers avec 10 (sauf 0).

abéliens:
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] Exemples

Exemples.
e "Base Rationnelle”: P(X) = pX — q (¢ > p premiers entre eux),
g0 =4q"—p, bz(»z) = plgt=1, ge ~ Z/( ¢ — p"Z. Alors:

N((wo...wp1)) ={—— - Z wip' i’} € [0,1]

1<7,<€
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] [EE=SCIHES

Exemples.
e "Base Rationnelle”: P(X) = pX — q (¢ > p premiers entre eux),
g0 =4q"—p, bz(»z) = plgt=1, ge ~ Z/( ¢ — p"Z. Alors:
N((wo ... we-1)) ={—5— - Z wip' g} € 0,1]

9 1i<e
C'est similaire a I'expression trouvée lorsque nous considérons un

développement en "base p/q":
kZ—I—z

0-wo w1 wfl_zwzz L T szpq

0<i<t k>0 0<Z<Z

Ainsi, on peut représenter tout nombre rationnel de [0, 1], dont les
dénominateurs (forme irréductible) sont premiers avec p et ¢, par un
mot circulaire de longueur finie.
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] =CHBIET
Exemples.

e "Base Rationnelle”: P(X) = pX — q (¢ > p premiers entre eux),
Z . 1
90 =q"—p", bz(» ) = pigt—1-1 ge NZ/(q —pHZ. Alors:

/—
N((wo ... we_1)) = {—— Z wip' i’} € [0,1]
q 9 1i<e
C'est similaire a I'expression trouvée lorsque nous considérons un

développement en "base p/q":
kZ—I—z

0-wo w1 wfl_zwzz k£+z+1:q_p szpq

0<i<t k>0 0<Z<Z

Ainsi, on peut représenter tout nombre rationnel de [0, 1], dont les
dénominateurs (forme irréductible) sont premiers avec p et ¢, par un
mot circulaire de longueur finie.

Exemple numérique: Considérons P(X) =2X — 3.

Pour a = 13/35: £ =6, g¢ = 665 =35%19, a = N((201021)).
Pourb=4/5: £ =2, 9o =5,b=N((02)) =N((020202)).

Alors a +b=16/35=N((221223)) =N((110112)).
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] Exemples

Exemples.
e "Fibonacci": P(X) = X% - X — 1.
Avec la suite de Fibonacci: fo =0, fi =1, fp42 = fot+1 + fn,
on obtient: gy = fr_1 + fog1 — 14 (—1)7H,
e¢ = go, OU gg/2 ou /gy ou /59y et

Nlwo- o)) = o % 3w [t (1) feni])

0<i<t
1 ¢
= {e—Z " Z Wit1 [fi + (—1)€+1f—e+z}} € [0,1]
0<i<t
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] [EE=SCIHES

Exemples.
e "Fibonacci": P(X) = X% - X — 1.
Avec la suite de Fibonacci: fo =0, fi =1, fp42 = fot+1 + fn,
on obtient: gy = fr_1 + fog1 — 14 (—1)7H,
e¢ = go, OU gg/2 ou /gy ou /59y et

Nlwo- o)) = o % 3w [t (1) feni])

0<i<t
1 ¢
= {e—Z " Z Wit1 [fi + (_1)€+1f—€+z}} € [0,1]
0<i<t

Liens avec le systeme de numération usuel de Fibonacci ?
Exemple numérique: £ =5, g5 = e5 = 11,
N((10000)) =4/11, N((01000)) =5/11, N((00100)) = 9/11,
N((00010)) =3/11, N((00001)) =1/11, N((10100)) = 2/11,
N((10010))=7/11, N((01010)) =8/11, N((01001)) = 6/11,
N((00101)) =10/11
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Systéme de numération et représentation de réels de [0, 1] [EE=SCIHES

Travail en cours, cas Fibonacci:

Démontrer que tout nombre  de Q(v/5) N [0; 1] peut s'écrire comme
limite d'une suite de mots circulaires " périodiques”, c'est-a-dire:

r= lim N (wg:  Wr_1Wy " Wyip_1"
ns-teo ( 0 r—1Wyr r4+p—1 )
ol wp - - - wyr_1 représente une pré-période, et w; - - - wy4,p—1 une période.

Cela suppose que tous les nombres premiers se retrouvent dans la suite des

(9¢) (ou (er)).

Si cela n'est pas le cas, on pourra atteindre tous les nombres dont le
dénominateur est composé de nombres premiers apparaissant dans ces
suites.
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Travail en cours - Questions ouvertes.
Pour un polynéme P fixé (ou une famille de polyndmes):

@ En théorie et de facon algorithmique, décrire les rationnels qui sont
dans N(G), déterminer le plus petit entier £ tel que a € N(Gy).

@ Pour un réel x de [0, 1], peut-on trouver une suite de mots circulaires
dont les valeurs convergent vers x 7 Etudier la convergence des
valeurs de certaines suites de mots.

@ Quelles sont les représentations canoniques d'un mot circulaire
décrites en terme de conditions sur les chiffres ?
(déja fait pour les cas X — b, pX — ¢, X% — kX — 1)

o Etudier plus en détail les relations entre les sous-groupes de G, les
racines de P modulo n, les racines/facteurs de X* — 1, et autres.
Quand p est un facteur premier primitif de gy, il existe un sous-groupe
isomorphe a Z/pZ, qui n'est pas de type G,,. Interprétation ?
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Travail en cours - Questions ouvertes.

@ Quand Gy n'est pas cyclique, par exemple est de type
E =7Z/mZ x Z/nZ, chaque élément de E a une unique
représentation par un mot circulaire.
Représentation par un mot du couple (a,b) € [0, 1[: interprétation ?
@ Multiplication de mots circulaires ?
@ Autres questions...

@ Et bien siir, autres connections avec des sujets usuels en numération ?
en théorie des nombres ?

Merci !
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[@ Benoit RITTAUD, “Structure of Classes of Circular Words defined by a
Quadratic Equivalence”, RIMS Kékyiiroku Bessatsu, B 46, 231-239

(2014-06).

ﬁ Benoit RITTAUD & Laurent VIVIER, “Circular words and three
applications: factors of the Fibonacci word, F-adic numbers, and the
sequence 1, 5, 16, 45, 121, 320,...", Functiones et Approximatio 47,
n°2, 207-231 (2012).
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