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10 Introduction

1 Modélisation

1.1 Equation de Schrodinger linéaire

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension d.
L’évolution d’une particule quantique dans (M?, g) peut étre décrite au moyen de sa
fonction d’onde

w:Rx M4 — C

(t,x) — u(t, x),

qui satisfait a I’équation d’évolution de Schrodinger

{i@tu—l—Agu:O, (t,r) € R x M, (1.1)

u(0, ) = ug(x).

Ici A, est Popérateur de Laplace-Beltrami défini par A, = div V. Si g = (g,;) (identifiée
a une matrice), dans un systeme de coordonnées, A, s’écrit

1 1 3
A, = div(y/det g g7'V) = 0,.(\/det g " 0,.), 1.2
g T iv(y/detg g~'V) \/MKZZM [(\/det g g’ 0,,) (1.2)

Sl (g
o g~ = (g").

La modélisation (|1.1)) permet d’étudier un phénomene dans un milieu inhomogene ou
anisotrope. Par exemple en optique, lorsque l'indice du milieu n’est pas constant.

En faisant le produit scalaire entre une solution u et ’équation , et en utilisant
'autoadjonction de Ay, on établit que ||u(t)|| 2(ara) est, au moins formellement conservé.
En fait la quantité |u(t, z)|?dz peut s'interpréter comme la densité de présence de la
particule au point x et a l'instant ¢. .

Il est donc naturel d’étudier cette équation dans des espaces basés sur L*(M?). A Daide
du calcul fonctionnel, pour o € R, on définit les espaces de Sobolev H°(M?) par

u € H°(M?) siet seulement si (1 — Ag)% € LA (M*%).

Pour ug € H°(M?), d’apres le théoreme de Hille-Yoshida, 'équation (1.1)) admet une
unique solution dans H (M%) notée u(t, ) = e®sug, ol A7 est un groupe unitaire
de H(M1?).

1.2 Equation de Schrodinger non linéaire

Certains mécanismes se modélisent par une équation de Schrodinger non linéaire

{i@tu+Agu:F(t,x,u,E), (t,x) € R x M, (1.3)

u(0, ) = ug(x),

(le terme F' peut également comporter un potentiel, typiquement W (z,u) = |z|*u).
Un cas particulier intéressant est lorsque F(u) = V'(|ul*)u, o V : R, — R est de

10



1 Modélisation 11

classe C*. La structure particuliere de ce second membre (invariance de jauge), fait que
la quantité

Hu)(t) = 5 /M (vl + V() d,

est indépendante de ¢, au moins formellement.

Une des non-linéarités les plus physiquement utilisées est F'(u) = +|u|?u, qui permet
par exemple d’étudier les condensats de Bose-Einstein (voir [45]). Nous y reviendrons
a la Section [3l

Dans la suite nous considérerons toujours des non-linéarités de la forme F(u) = +|u[P~ u
avec p € 2N + 1.

11



12 Introduction

2  Etude du probleme de Cauchy

On pose ici la problématique d’étude du flot de I’équation de Schrodinger.
On considere le probleme de Cauchy

{i@tu—l—Agu:F(t,x,u,ﬂ), (t,r) € R x M, (2.1)

u(0,2) = ug(x) € X,

ou X est un espace de Banach. Par la suite, X sera soit un espace de Sobolev H?, soit
I'espace d’énergie de (2.1).

2.1 Probléeme bien posé

Définition 2.1. Soit X un espace de Banach. On dit que le probléme est uni-
formément bien posé dans X si

i) Pour tout B C X borné, il existe un temps T =T (B) > 0 et un sous-espace

Yr C C([—T, T];X) tels que pour tout ug € B, il existe une unique solution u € Yr

de (T3).
ii) Le flot

@t: B

— X
(2.2)
uy +— u(t

),

ainsi défini est uniformément continu, pour tout =T <t <T.

Une méthode classique pour montrer que le probleme (|1.3]) est uniformément bien posé,
consiste a résoudre 1’équation intégrale

t
u(t) = oy — z/ =2 (s, 2, u(s),q(s))ds, (2.3)
0

obtenue grace a la formule de Duhamel. Sous des hypotheses raisonnables sur X, on
vérifie que les équations (1.3]) et ([2.3]) sont équivalentes. Une solution de ([2.3)) est un
point fixe de I'application

t
b v Boyy — 7,/ =902 P(s, 2, v(s),T(s))ds. (2.4)
0

Il suffit alors de trouver un espace Yr C ([—T, T; X ), ou l'injection est continue, tel
que pour 7' = T'(B) > 0 assez petit, ¢ soit une contraction d’une boule de Yr. D’apres
le théoreme de point fixe de Picard, I’équation admet alors une unique solution
dans Yr. Un corollaire immédiat est que 'application &, est lipschitzienne sur B,
donc le probleme est uniformément bien posé.

Dans cette these on s’intéresse a des phénomenes d’instabilités pour 1’équation de
Schrédinger (2.1), i.e. & des cas ou la Définition [2.1] n’est pas satisfaite. Dans notre
travail, on ne traitera pas de problemes d’existence ou d’'unicité, mais on étudiera des
situations ou le flot n’est pas uniformément continu.

12



2 Etude du probléeme de Cauchy 13

2.2 Instabilités

Pour montrer que le probleme ([2.1]) est instable, il suffit d’exhiber deux suites de solu-
tions u,, U, de (1.3)) tel qu’il existe C,c > 0

[un(0)[[x <C, N (0)|lx < C, (2.5)

et
|(un, — 1,)(0)||x —> 0, lorsque n — o0, (2.6)

et un temps =717 <t < T tel que

limsup || (un, — @) (t)||x > ¢ > 0. (2.7)

n—-+o0o

On verra par la suite qu’on pourra méme souvent trouver une suite t, — 0 telle
que ait lieu.

Typiquement, ce mécanisme est obtenu par un déphasage (décohérence des phases)
des deux suites de solutions. On nommera ce phénomene décohérence des solutions.
Cette stratégie a été utilisée par B. Birnir, C. Kenig, G. Ponce, N. Svanstedt et L.
Vega [7], par C. Kenig, G. Ponce et L. Vega [37], ainsi que par N. Burq, P. Gérard
et N. Tzvetkov [I7] et par M. Christ, J. Colliander et T. Tao [26] dans des contextes
différents.

Si les conditions , et (2.7) sont satisfaites alors le flot ®; donné par
n’est pas uniformément continu, ce qui nie la Définition|2.1, Bien que donnant une
obstruction a ce que le probleme de Cauchy soit uniformément bien posé, ce
phénomene d’instabilité est assez faible, et rien n’empéche au probleme d’étre bien
posé en un sens moins restrictif, par exemple si on demande que le flot soit seulement
continu.

Une situation plus intéressante est lorsqu’on est capable de nier la continuité du flot
en un point v € X, par exemple en choisissant u, = u, indépendante de n dans les

conditions , et .

Par ailleurs, si 'on est capable de trouver une suite de solutions u,, de (1.3) vérifiant
[un(0)[x — 0,

et tel qu’il existe t, — 0 avec

[[n(tn) |l x — o0,

on dira que le probleme ([1.3) est mal posé. On parle alors d’inﬂationﬂ de norme. Ces
idées sont dues a Christ-Colliander-Tao et G. Lebeau.

Une instabilité ne peut apparaitre que pour une équation non linéaire. En effet considérons
I’équation linéaire inhomogene lorsque X est un espace de Sobolev

(2.8)

0+ Agu=f, (t,z) € Rx M,
u(0, ) = uo(x) € H7(M?).

nflation : Augmentation, accroissement excessifs.

13



14 Introduction

Alors A
Dy (ug) — Dy(vg) = e’tA(uo — o),

et puisque t + e® est un groupe unitaire de H°(M¢9), il s’ensuit que ®, est une
isométrie.

Remarque 2.2. On peut également obtenir des instabilités en perturbant une équation
linéaire (par exemple en perturbant son potentiel), c’est ce que montre R. Carles pour
des équations de Schridinger semi-classiques (voir Proposition A.1 [19]).

Instabilités géométriques

Si les instabilités sont des phénomenes non linéaires, leur formation peut étre principa-
lement causée par la géométrie du milieu ; on parlera alors d’instabilités géométriques.
Les travaux présentés dans les Sections 3| et [4] en sont des exemples.

Dans la Section 3] on étudie 'équation de Gross-Pitaevski

{ ihOwu + h?Au — |2*u = ah®|ul®u, (t,z) € R x R?, 2.9)

u(0, ) = ug(z) € L*(R?),

avec a € R et 0 < h < 1. Ici la présence du potentiel V(z) = |z|> permet P'existence de
solutions dans L*(R?) qui se concentrent sur des cercles {(z1, To, 13)| 23 + 22 = 12, x3 = 0},
et celles-ci permettront d’infirmer 'uniforme continuité du flot (2.2]).

Dans la Section[d], on considére I’équation cubique

{z’@tu +Agu = ¢glul*u, ¢ =41, (t,x) €R x M, (2.10)

u(0,2) = ug(x) € H7 (M),

ou (M, g) est une variété riemannienne de dimension 2. En supposant que M admet
une géodésique périodique stable et non dégénérée (ceci sera précisé dans la suite), on
montre que est instable dans H? (M) pour 0 < 0 < }1, alors que 'équation est
uniformément bien posée dans le cas o M = R?. Ainsi la géométrie de la surface influe

fortement sur la dynamique de I’équation.

Instablités surcritiques

Dans la Section [p] on présente deux mécanismes d’instabilité pour I’équation

(2.11)

10+ Agu = elulP'u, e ==+1, (t,z) € R x M,
u(0, ) = ug(x) € H (M%) ou H'(M?) N LPT(MY),

qui se produisent dans n’importe quelle variété analytique (M?,g) avec métrique g
analytique, sous des hypotheses sur 0 € R et p € 2N + 1.

Les instabilités sont montrées a partir de solutions qui se concentrent en un point
de M? : le phénomene est donc purement local, et la géométrie de M? n’intervient pas,
si ce n’est que par son analyticité.

14



2 Etude du probléeme de Cauchy 15

A propos des des instabilités

Considérons a nouveau I’équation de Schrédinger non linéaire générale (2.1)). La stratégie
la plus utilisée pour décrire une instabilité est la suivante (présentons-la pour le mécanisme
de décohérence des solutions)

1. On construit de fagon explicite deux suites de solutions régulieres ug’gp, 1 =1,2
telles qu’il existe ¢, — 0 avec

[ (uapp — wapp) (0)x — 0 et 1ilgiup I (uapp — app) (t)llx > ¢> 0. (2.12)

et qui vérifient 1’équation approchée

) j7n
10l

+ A gl = F(t, o, ul™ ulyy) +ri(t,x), j=1,2, n€N,

app app’
ot 74 (t,) — 0 lorsque n — +oo pour 0 < ¢ < ¢, en un certain sens.

2. On considere les solutions u) et u? des équations

{i@tuZL—FAguZL = F(t,x,u{;,u_ﬁ), j=12 neN,

ufw<0a LE) = u;gp(oa l’),

et on montre (& 'aide d’une méthode d’énergie par exemple) que

limsup ||(w, — wl™ ) (t,)||lx — 0. (2.13)

app
n——+o00

3. On obtient alors grace a (2.12)) et (2.13)) que

(= 1) (0)lx — 0 et limsup ||(u,, — uy)(t)llx = ¢ >0,

n—-+o0o

qui donne l'instabilité.

Cette approche est quelque peu paradoxale, en effet est un résultat de stabi-
lité pour . Il s’ensuit que plus un probleme est instable, plus cette instabilité sera
délicate a montrer. Nous sommes donc ici en conflit permanent entre les temps ou ([2.13))
se produit et les temps d’instabilités ¢,, vérifiant .

Il existe des cas ou on est capable de construire et décrire des solutions exactes station-
naires de ([2.1]), comme 'ont montré N. Burq, P Gérard et N. Tzvetkov [14]. Ceci leve
la difficulté (2.13)), le gros du travail réside alors dans une description fine des solutions.
Voir également la discussion a la fin du Paragraphe [4.3|

Notations. Dans la suite, ¢, C' désigneront des constantes strictement positives sus-
ceptibles de varier d’une ligne a l'autre. Elles seront indépendantes des paramétres que
l'on fera tendre vers 0 ou linfini. On notera respectivement a ~ b, a < b ou a 2 b
St éb <a<Cb a<Chboua>Chb Onécrita<<b sia< K 'b pour une grande
constante K. On désigne par N* [’ensemble des entiers naturels non nuls.

15



16 Introduction

3 Instabilités géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

3.1 Présentation du probleme

Considérons 'équation de Gross-Pitaevskii qui intervient dans 1’étude des condensats
de Bose-Einstein (voir [45] et I'introduction de [1§])

(3.1)

ihOyuy, + h* Ay, — V(z)uy, = ah®|up|*up, (t,7) € R
up(0,2) = ugp(z) € L*(R?),

Le condensat est composé de N particules (typiquement de I'ordre de 10°) et de masse
m (de 'ordre de 1,33 - 1072 kg pour du rubidium).
Dans I'équation (3.1)), h = 5=, o1 & est la constante de Planck (qui est de 1'ordre de

2m?
6,62-1073* m2-s71). A la vue de ces grandeurs physiques, on traitera mathématiquement
h > 0 comme un parametre tendant vers 0.
La constante a s’écrit a = 4rm ag (N —1), ot ag (de Pordre de 5-107? m) est la longueur
de diffusion ; dans notre étude nous permettrons a la quantité a = a;, de dépendre de h,
mais nous la supposerons toujours bornée uniformément par rapport a h.

Dans la suite, nous étudierons des instabilités pour la distance projective, qui est une
notion pertinente en mécanique quantique (voir [18]).

Définition 3.1. (Instabilité projective) On dit que le probléme de Cauchy est pro-
jectivement instable s’il existe des solutions u},ui € L*(R3) de données uj (0),u3(0) €
L*(R3) telles que ||u}(0)|| 12, [|uz(0)||z < C ot C est une constante indépendante de h,
et t, > 0 telle que

dpr (Ui (tn), up,(th))
dpr (u(0), u;,(0))

Ici dy, représente la distance projective compleze, définie par

— 400 quand h — 0.

[(v1, )|

— 22 ) pour vy, v, € LA(RY).
[[o1] 22 [|va] 2

dyr(v1,v2) = arccos (
Ici le temps t;, peut éventuellement étre tres grand, voire tendre vers I'infini lorsque h
tend vers 0. Par changement de variables et d’inconnue dans 1’équation (3.1), on peut
selon le cas, se ramener a des temps petits pour ’équation classique.

3.2 Résultats antérieurs

Commengons par présenter les résultats obtenus par N. Burq et M. Zworski [1§].
Soit @ > 0 (cas défocalisant). Soit = (1, T, 73) le point courant de R3; Si 6 € [0, 27|,
alors Ry désigne la rotation d’angle 6 et d’axe x3. On suppose que le potentiel V' € C*®(R3)

de (3.1)) vérifie

Vo e 0,2n], V(Rex)=V(x), (3.2)
Vae N, IdmeN, 0*V(z)=0((z)™), (3.3)
JleN, V(z)>(z)'/C—1. (3.4)

16



3 Instabilités géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii 17

On suppose que n = h~! € N, et on définit
G ={ue L*R®) : u(Ry)=e"u(-)}.

Soit l'opérateur P, = —h?A + V(x). La condition (3.2)) suggere le changement de
variables cylindrique (21,2, 23) = (rcosf,rsinf,y), avec (r,0,y) € R x [0,27[xR.
On obtient alors 'expression

h 1
Ph|Gn = _(hay)2 - (haT)Q - ;har + V(’I“, y) + ﬁ

On suppose enfin que Papplication (r,y) — V(r,y) + r~2 admet un minimum global
non dégénéré. Alors

Théoréeme 3.2. ([18]) Soit V' un potentiel satisfaisant auzx conditions précédentes. Soit
eo l’état fondamental de Py, € > 0 et k > 1. Alors les solutions ult,ult de (3.1)) de
données

h

ui(0) = Kkjeo, j=1,2 ki =K, Ky =HK+e, kla < 1,

satisfont pour t(ak?)?? < erat < 1,

[[(uf, — u) ()] 22
[(u? — ub)(0)]| 2 R ant, (3.5)

uniformément en h.

La preuve réside en une description de la composante selon le mode ey des solutions
en utilisant les lois de conservations de 1’équation, masse et énergie (ici intervient la
restriction a > 0).

Plus précisément, soit u = wu;, la solution de de donnée ke, alors

lu(®)llz2 = [u(0)]|r2 = &7,

et

E(u)(t) = / \WVu(t)] + V(z)|u]* + %h2a|u|4(t) = E(u)(0) = k*\g + k' Fp,

oll Ag ~ 1 est I'énergie fondamentale de Pyq,, et Fj, = h*||eg|74 ~ ah. On écrit alors
la décomposition de u dans la base hilbertienne de L? formée par les vecteurs propres
(ej)jen de Py,

u(t, ) = ke~ w QTR Ry (1)eg () + Z ui(t)e;(x).
=1

En écrivant I’équation vérifiée par ~, et a l'aide des lois de conservations, on montre
que
it
Y(t) = en ot (4 e0) ~ 1, pour t(ax?)P? < 1,

et la conclusion du Théoréme suit en évaluant le quotient (3.5)).
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18 Introduction

N. Burq et M. Zworski [I8] montrent également que I’équation ({3.1)) est projectivement
instable, sous 'hypothese supplémentaire suivante

L’application (r,y) — V(r,y) + 72 admet deux minima globaux distincts

(3.6)

non dégénérés, et ses hessiens en ces points sont égaux.

Théoréme 3.3. ([18]) Soit V un potentiel satisfaisant auz hypothéses du Théoréme[3.3
et a la condition (3.6). Alors I’équation (3.1)) est projectivement instable.

On renvoit a [I§] pour un énoncé quantifié.
Dans le cas d’un potentiel harmonique V (z) = |z|?, R. Carles [19] obtient des résultats

plus forts d’instabilité pour I’équation (3.1)) défocalisante. Il montre

Théoreme 3.4. ([19]) Soient V(z) = |z|?,a =1 et N € NU{+o0}. Soient ¢g, o1 € S(R?)
telles que Re(popr) # 0. Soient uj, u? les solutions de (3.1) de données respectives

11
u,(0) = @o,  up(0) = o + 3"V .
. vy . L L . . . h - h
(i) Instabilité géométrique : Il existe T" — T~ et 7" — 0% tels que
||U}L - U%L”LOO([O,Th];LQ) — 0, ||U}L - U%L||L°°([O,Th+Th};L2) 21,

lorsque h — 0.
¥ T S . h - h +
(i) Instabilité projective : On suppose que N € N, alors il existe T" — T~ et 7" — 0

tels que
sup  dyr (uj (1), up () 2 1,
OStSTh+Th
mais
sup  dp, (up(t), up(t)) — 0.
0<t<Th
Pour démontrer le Théoreme (3.4} on commence par se débarrasser du potentiel harmo-
nique a 1’aide du changement de fonction inconnue

(t.2) o - # (arctan 2t x >
u(t,x) = ——— u , i
" (1 +4¢2)7 "\ T

La fonction vy, vérifie alors 1’équation de Schrodinger semi-classique
ihOyon + W2 Avy, = B2(1 + 462)2 v, | vy,
Uh(oa l‘) = uh(oa '17)

Puis on pose

. . N . . 1 s . [N
en en introduisant le parametre semi-classique h = h3, on vérifie que w, satisfait a
I’équation

{ ihdywn + B2 Ay = (B + 4(t — 1)) Jwy Pwn, (3.7)

wi (A2, ) = up(0, ).

18



3 Instabilités géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii 19

La fin de la preuve utilise une transformation conforme semi-classique (qui permet de
supprimer la forte dépendance en i de la non-linéarité), la convergence de la méthode
WKB (optique géométrique non linéaire) pour I’équation de Schrdédinger cubique
défocalisante , obtenue par E. Grenier [32]. Voir également Paragraphe (5.4 pour
une discussion de cette méthode.

3.3 Principaux résultats obtenus dans cette these

Théoreme 3.5. (Théoréme p. @) Soit h~' € N. Dans chacun des cas suivants, il
eziste co > 0 et u),, ui € L*(R?) solutions de de données ||uz (0)]|zz, [Ju} (0)|l2 — &
telles que si |ap|k?® < co, on a :

(i) Si a est indépendante de h et si klalt > 1 avec t < 1, alors

(i, = ) (D] 22
1w = i) ()] .2
(i) Si |ap|t, — +oo lorsque h — 0 avec t, < log 3, alors

sup || (uh — wp)(®)l|z2 2 1,
0<t<ty,

2 |alkt.

mais
1 (ui, = up) (0)]| 2 — 0.
En particulier, [’équation (3.1)) est géométriquement instable.

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, ce résultat est nouveau seulement
dans le cas a < 0.

Soit x = (x1, T2, z3) le point courant de R? et considérons les coordonnées cylindriques
(1 =rcosb,xe =rsinb, z3 = y). Alors les fonctions du théoreme précédent sont de la
forme

2
1 k2
h9

un(0,) = rph~ b0y (L, ),

UO(W’ 7 (3.8)

avec k € N, vy € L*(R?) et
up(t, ) = up (0, z)e M 4wy, (t, 2), (3.9)

ol wy, est un terme d’erreur.

Ces fonctions se concentrent sur le cercle (23 4+ 23 = k?, 23 = 0) de R3. En construisant
des solutions du type (3.9) qui se concentrent sur deux cercles disjoints on peut montrer
le résultat suivant

Théoréme 3.6. (Théoréme . @) Soit h™' € N. Alors il existe cg > 0 et des
solutions uy,ui € L*(R3) de l’équation de données ||uz(0)]zz, |[up(0)||ze — &
telles que :

Si |an|k? < ¢ et |ap|t, — +oo lorsque h — 0 avec t;, < log %, on a

sup dy (w2 (0), ub(6)) 2 1,

0<t<ty,
mais
dyr (u;(0),up(0)) — 0.
En particulier, [’équation est projectivement instable.
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3.4 Meéthodes employées

D’emblée, en utilisant I'invariance de jauge de I’équation (3.1]), on peut se restreindre a
chercher des solutions stationnaires, i.e. de la forme u(t,z) = e~ f(z). La fonction f
doit donc étre solution du probleme elliptique

(=R*A + [z]?) f = hAf — aph®| [P f. (3.10)

Méthode WKB

Comme dans [18], nous faisons le changement de variables cylindrique : pour z =
(w1, 22, 23) on pose x1 = rcosb, xo = rsind et x5 =y avec (r,0,y) € Ri x [0, 27[xR.
Dans les nouvelles variables, le Laplacien s’écrit

1 2 2 1 2
A = T—289+8r +;8T+8y. (3.11)

Soit h €]0, 1] un petit parametre tel que h=! € N, soient x > 0 et k € N*. La dépendance
en 0 de opérateur (3.11) nous incite a chercher une solution a I’équation (3.1 de la

forme

k2
U= /{h_%e_”\te’%gﬁ(r, y, h). (3.12)

1 . . N ’ .
Le facteur h™2 est un facteur de normalisation, et A = \;, sera a déterminer.
La fonction v doit donc satisfaire a

4
1
—h* (82 + 92)0 + (% + 72+ yH)0 = AR — aph*k*0° + hZ;aT@.

De méme qu’en [I§] on veut construire ¥ qui se concentre exponentiellement au mi-
nimum du potentiel V' = f—: + 7% 4+ 9% ie. en (r,y) = (k,0). Nous faisons ainsi le
changement de variables 7 = k + v/hp, y = Vho et nous posons

r—k y
Vvh 'Vh

On va résoudre I’équation obtenue d’inconnues (v, \) de fagon approchée en suivant les
idées de la méthode WKB, i.e en trouvant des développements en puissances de h

o(r,y, h) = v h). (3.13)

v(p.o.h) = w(p,0) +h2vi(p,0) + hva(p, o) + h2w(p, 0, h),
\h — 2k?

h — Ey+ h?Ey + hEy + h2 Es(h).

En identifiant les puissances de h, on obtient les équations suivantes
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3 Instabilités géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii 21

P()?JO = E()’UO - ahli2’003, (314)
1 4
Povy = Egui + Eivg — 3apk’ve’vy + Eapvo + EP?)an (3.15)
1
PO’UQ = EOUQ + E1v1 + EQUO — 3ah/<;2(v021)2 + Uov%) + %8pvl
4 1 5)
+Ep3v1 — Epﬁpvo — Ep‘lvg, (3.16)

ol Py est Popérateur Py = — (07 4 02) + (4p° + o).

Méthodes variationnelles
Dans ce paragraphe, on montre comment ’on peut résoudre les équations ((3.14))- (| —m.

Proposition 3.7. (Proposition|8.1} p. @ Proposztzon. . @) Il existe une constante
co > 0 telle que si |a|lk? < cg, il existe Ey > 0 et vg € H*(R?) vérifiant vg > 0 et

llvollL2m2) = 1, qui sont solutions de ([3.14]).

De plus, il existe des constantes C,c > 0 indépendantes de a, k telles que pour 0 < j < 2

‘(1 — A)bu(p, )‘ < O eellel+lol), (3.17)
Enfin
Ey = Ey(ak®) =3 + ;/—ECLH + o(ar?). (3.18)

L’existence de vy et de Ej est obtenue par une méthode variationnelle : on minimise la
fonctionnelle

1
J(u,a) = / (|Vu|2+ (402 + 02)[uf® + icm2|u]4) |
dans 'espace

H= {u e HYR?), (p* + 0?)3u € LA(R?), ||u|z2 = 1} .

L’existence d’un minimiseur vy, que ’on peut supposer positif, est assurée par le critere
de Rellich. Le multiplicateur de Lagrange Ey qui lui est associé est donné par

Ey = / (IVwol|* + (4p° + 0%)vg + arx’uvg*) . (3.19)

Les estimations (3.17)) sont obtenues en faisant passer des poids exponentiels dans
I'équation (3.14)) (estimations d’Agmon). Enfin, le développement ([3.18) résulte de
I'étude de ([3.19) lorsque ax?* — 0.

De maniere analogue, pour j = 1,2 on montre l'existence de solutions (v;, E;) €

L*(R?) x R aux équations (3.15) et -

Soit x € Ci°(R) telle que x > 0, suppy C [%,%] et X =1 sur [ 2.
On définit v = x(Vhp)(vo + h2vy + hvy) et A = 22 4 By + h2 Ey + hE,, ainsi que
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r—k y
i)

. L2
Uapp(t, 7, y, h) = ugl’?’;(t, r,y,h) = /ﬁh_%e_me’%%(

(3.20)

La troncature y permet d’éviter la singularité en r = 0.

Méthode d’énergie et argument de continuité

La proposition suivante montre que w,,, est une bonne solution approchée de I’équation ((3.1]).
Proposition 3.8. (Pmposz'tion . @) Soit |a|x? < cg, €t Ugy, donnée par (3.20).
Soit u la solution de

{ ihyu + h*Au — |x[*u = ah?|ul?u,

u(0, ) = Uqpp(0, ),
Alors ||(u = tapp) (th) || 12 — 0 avec t), < log(3), lorsque h — 0.

Posons w = u — u,yp, et introduisons la quantité
1
E(t) = / (§(|:p|4 + 1)|w|* + h4|Aw|2) : (3.21)

En écrivant 1’équation vérifiée par w, avec une méthode d’énergie on montre que F' = F 3
vérifie F'(0) =0 et

d

h&F(t) Shz+hF(t) + F*(t) + h ' F3 (). (3.22)

Pour des temps tels que F < h, on a h™1F3 < hF, et F vérifie 'inéquation

d
—F(t) S h? + F(t).

dt
D’apres I'inégalité de Gronwall, F' < h2eCt. Enfin, grace a un argument de continuité
ou bootstrap, on montre que pour des temps t; tels que e“tr < hz, e by < log(%), on
peut supprimer les termes non linéaires dans (3.22). Finalement F'(¢;,) — 0 lorsque
h — 0.

Si ki, ko > 0 et ky # ko, alors les supports des functions ug;,bkl et ug;}’,’@ sont disjoints.

. . , . _k1k K2,k . . N .
Il est alors immédiat de vérifier que uay, = ugh™ + ugz™ satisfait aussi a la Proposi
tion 3.8
Pour terminer les preuves des Théoremes[3.5] et[3.6] on suit la stratégie présentée
page [15] avec

1 2

_ K11 K2,2 _ 5?,1 ﬁg,Z
Uapp = Uapp + Uapp > Uapp = Uapp + Uapp

olt K — Ky et K% — Ky sont choisis convenablement.

Remarque 3.9. On peut certainement adapter toute l’analyse précédente au cas d’un
potentiel V' vérifiant les conditions (3.2))-(3.4)), comme dans [18].
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrédinger cubique 23

4 Instabilité géométrique pour 1’équation de Schrodinger cu-
bique

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2.
On s’intéresse ici a ’équation de Schrodinger non linéaire cubique

{i@tu +Agu=clul*u, (t,x) €Rx M, (4.1)

u(0, ) = uolz) € HO(M),
ou & =1 (cas défocalisant) ou ¢ = —1 (cas focalisant).

Commencgons par rappeler les résultats d’existence, d'unicité et de régularité du flot
pour cette équation.

4.1 Résultats d’existence et d’unicité sur des surfaces non bornées

e Si (M,g) = (R? can), J. Ginibre et G. Velo [31] et T. Cazenave et F. Weissler [2]]
ont montré le résultat suivant

Théoreme 4.1. ([31], [21]) Soit (M, g) = (R? can). Alors l’équation (4.1)) est uni-
formément bien posée dans H°(R?) pour tout o > 0.

Remarque 4.2. Si o = 0 le probléme (4.1) est également uniformément bien posé,
mais en un sens un peu plus faible, qui ne satisfait plus a la Définition[2.1] : le temps
d’existence de la solution ne dépend plus seulement de la norme ||ug||z2 de la condition
initiale, mais de tout le profil g de la solution linéaire.

L’ingrédient principal pour un tel résultat est 1'utilisation d’inégalités de Strichartz, qui
sont des estimations de la forme

HeitAUOHLp([_T7T];Lq(]R2)) S CTHUOHLQ(]RQ)' (42)
Une telle inégalité est réalisée pour tout ug € L*(R?) si et seulement si (p, q) €]2, 0o] X
[2,00][ et
1 n 1 1
p a2
et la constante Cr est indépendante de 7. Voir [51], [29], [30], [40] et [36].

¢ Si (M, g) = (R?, g), on peut alors se demander a quelles conditions sur la métrique g
I'inégalité est vérifiée.
On suppose que g = (g;;) est une perturbation longue portée de la métrique canonique :
Il existe n > 0 tel que pour tout a € N?

02(g"7 = 8y) < Cafa) "7, 1< <2 (4.3)
On suppose que g est équivalente a l'identité. Il existe ¢,C' > 0

cld < g(z) < C1d. (4.4)

Enfin on suppose que
g est non captante, (4.5)
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ce qui signifie que la projection en espace des courbes bicaractéristiques quitte tout
compact lorsque ¢ — +oo (voir [48]).
Alors

Théoreme 4.3. ([50/, [48], [9]) Soit (M, g) = (R? g). Sous les hypothéses (4.3)), (4.4)
et (4.5)), les inégalités de Strichartz sont vérifiées. En conséquence, ’équation (4.1) est
uniformément bien posée dans H°(R?) pour tout o > 0.

Les résultats des deux théoremes précédents sont presque les meilleurs que 1’on puisse
espérer : on verra dans le Paragraphe [.3] que l'indice o = 0 constitue un seuil infran-
chissable (Théoréme [4.11]).

On retiendra ici que 1'hypothese principale est celle de non captance de la métrique,
qui fait que I’équation jouit de bonnes propriétés dispersives.

Enfin, on pourrait mentionner des résultats concernant d’autres surfaces non compactes.
A. Hassel, T. Tao et J. Wunsch [33], [34] ont obtenu des estimations de Strichartz sans
pertes pour des variétés asymptotiquement coniques; V. Banica [4] a traité le cas de
'espace hyperbolique (M, g) = (H? can); et J. - M. Bouclet [8] s’est placé dans des
variétés asymptotiquement hyperboliques. Cette liste n’est pas exhaustive.

Dans le cas d’'une variété compacte. N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov ont montré que
la résolution du probléme de Cauchy (4.1)) était sensiblement équivalente a 1’'obtention
d’inégalités bilinéaires sur les solutions de I’équation libre : c’est ’'objet du paragraphe
suivant.

4.2 Cas d’une variété compacte : Inégalités de Strichartz bilinéaires

On suppose ici que (M?, g) est une variété riemanienne compacte de dimension d.
Soit I’équation de Schrodinger linéaire

10 + Agu = 0. (4.6)
Pour N € N, on introduit le projecteur spectral

Py =1y ~r<on:
défini de la maniere suivante : comme M¢? est compacte, L?(M?) admet une base hil-
bertienne (¢, )nen de vecteurs propres de —A, telle que
—Ay 0 = An.
Soit f € L*(M?). On écrit sa décomposition selon les modes ¢, alors si
f=Y " anpn,
neN

on obtient alors

PNf: Z QpPn,

nel'y
ot Iy ={neN, N2< )\, <4N?}.

On a a présent besoin de la définition suivante.
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrodinger cubique 25

Définition 4.4. Soit M? une variété riemannienne compacte. On dit que le flot de
Schrodinger vérifie sur M? une inégalité de Strichartz bilinéaire d’ordre o > 0 il
existe C' > 0 telle que

Vf, g€ L*(MY), VYN,L>1,

les solutions
un(t) = ¢tra Py f, wr(t) = ¢ Prg,

de l’équation (4.6) vérifient
|lon wr || 20,11 arey < C'min (N, L)UHfHLz(Md)”gHL2(Md)-

Cette notion, qui est un raffinement des inégalités de Strichartz, est due a J. Bour-
gain [12].

Ici V'indice ¢ mesure le nombre de dérivées perdues par rapport a une estimation du
type (4.2).

Si le probleme (4.1]) est bien posé, avec un flot suffisamment régulier, une telle inégalité
est nécessaire.

Proposition 4.5. ([15]) Soit M une variété riemannienne compacte. On suppose
que l’équation de Schrodinger non linéaire cubique est uniformément bien posée dans
He (M%), avec o > 0, sur [=T,T]. On suppose de plus que le flot est de classe C* au
voisinage de 0.

Alors le flot de Schridinger sur M? satisfait o une inégalité de Strichartz bilinéaire
d’ordre o.

N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov [I5] ont obtenu également une réciproque de ce
résultat.

Théoréme 4.6. ([15]) Soit M? une variété riemannienne compacte. On suppose que le
flot de Schridinger sur M? satisfait o une inégalité de Strichartz bilinéaire d’ordre oy.
Alors

i) L’équation de Schridinger non linéaire cubique est uniformément bien posée dans
H? (M%), pour tout o > 0y.

ii) Le flot est de classe C™.

Dans la suite on se placera en dimension 2.
Pour montrer qu'un probleme est uniformément bien posé, il suffit donc d’établir des
inégalités de Strichartz bilinéaires, et c’est ainsi qu’on peut obtenir le résultat suivant.

Théoreme 4.7. ([16]) Soit (M, g) une variété riemanienne compacte de dimension 2.
Alors Uéquation (1)) est uniformément bien posée dans H° (M), pour tout ¢ > L, avec

27
flot C*.

Pour des géométries particulieres, on est capable d’affiner les résultats, ainsi J. Bourgain
avait montré antérieurement

Théoreme 4.8. ([10],[11)] ) Soit (M, g) = (R/ZxR/Z, can). Alors I’équation (4.1)) est
uniformément bien posée dans H? (M), pour tout o > 0, avec flot C*.

25



26 Introduction

Ici, et dans la suite de notre travail, (M, can) désigne la variété M munie de la métrique
euclidienne canonique.

Remarque 4.9. On insiste ici sur le fait que le résultat précédent est valable unique-
ment sur des tores rationnels. A notre connaissance, pour un tore en général, il n’y a
pas de meilleur résultat que le Théorémel4. 7

Par ailleurs, sur la sphere on obtient

Théoréme 4.10. ([15]) Soit (M, g) = (S?, can). Alors l’équation (4.1]) est uniformément

bien posée dans H (M), pour tout o > }1, avec flot C.

Le résultat précédent persiste si M est une surface de Zoll, i.e. une variété dont toutes
les géodésiques sont périodiques de méme période.

Les Théoreme [4.8/ et Théoreme sont obtenus grace a la connaissance du spectre du
Laplacien sur ces variétés, et de la bonne répartition des valeurs propres.

Dans le paragraphe suivant, on va étudier des phénomenes d’instabilité pour voir si ces
énoncés sont optimaux et pour comprendre les obstructions géométriques a ce que le
probleme ([4.1]) soit bien posé.

4.3 Résultats antérieurs d’instabilité

Commencons par énoncer un résultat qui concerne le cas (R? can), dit & M. Christ,
J. Colliander et T. Tao [25].

Théoreme 4.11. ([25]) Soit (M, g) = (R?, can). Alors "équation (4.1)) est mal posée
dans H?(R?), pour tout o < 0 : il existe une suite de solutions u,, et u, de (£.1) et une
suite de temps t, — 0 tel que

[un(O)|zo@e) S 1, un(O)lge@e) ST et ||(un — tn)(0)]| o @2) — 0,

alors que
lim sup [|(ty, — n)(ty) || Ho@2) 2 1.
n—oo
Ce résultat reste valable en dimension supérieure (voir Théoreme [5.5)).
Nous reviendrons sur ce phénomene dans la Section [5

A la vue de ce résultat et des Théorémes et , il est donc naturel de se
demander si le probleme (4.1)) est bien posé dans H?(M) quel que soit o > 0, ou
s’il existe effectivement des variétés pour lesquelles la régularité nécessaire est plus
élevée. N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov [I7] ont répondu a cette question dans le
cas (M, g) = (S? can). En donnant une description précise de certaines solutions, ils
montrent que le probleme défocalisant (cas € = 1) n’est pas uniformément bien
posé dans H7(S?) si 0 < o < ;. Ce travail a ensuite été étendu par V. Banica [5].

On note & = (xy, 19, x3) le point courant de S?, et pour tout n € N*
Un(x) = 0370 (2 + ixa)", (4.7)
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4 |Instabilité géométrique pour I'équation de Schrodinger cubique 27

est harmonique sphérique normalisée dans H°(S?) qui se concentre sur 1’équateur
{z3 = 0}. La fonction t,, vérifie en outre

On peut alors énoncer

Théoreme 4.12. ([17], [5]) Soit (M,g) = (S?, can). Soient T > 0, k €]0,1] et o €
[0, 3[. Alors la solution de Uéquation (4.1)) défocalisante de donnée u,(0,z) = Kb, (z)
s’écrit pour tout t € [0, T

—it(n(n K2wn,
Un(t, ) = e DT (o ()b () + gn(t, ), (4.8)
avec Wy, ~ n%_g",
~ —30 —1] ~ 740'. 4.
5D 0Oy gy~ et [(t) = 1] ~ i (49)

Corollaire 4.13. ([17], [5]) Soit (M, g) = (S?, can). Soit 0 < o < 1, alors Uéquation (4.1)

défocalisante n’est pas uniformément bien posée dans H?(M).

Remarque 4.14. On peut toutefois noter que rien n’empéche que l’équation soit bien
posée dans un sens plus faible, par exemple si on demande que le flot soit seulement
continu. La question est ouverte.

On présente une heuristique de la preuve du Théoreme :
On cherche u,, sous la forme

Un(t, ) = ke (O (x) + 1o (t, ), (4.10)

avec ¢,(0) = 1 et un reste r,; vérifiant r,,(0,2) = 0. On écrit

|t [Pun(t, ©) = K] cn|*cn(t) [0n*Pn (@) + 70 2(t, ). (4.11)
En projetant le terme |1,,|?¢),, sur le mode 1), on obtient
|¢n|2¢n = Wptn + Tn,3, (4.12)
" A
n|lr4 1_9s
Wp = ~n2, (4.13)
[9nl[72

En réinjectant les expressions (4.10)),(4.11)) et (4.12) dans I’équation

O+ Agu = |ulu,
et en omettant les termes d’erreur, on déduit 1’équation sur ¢, :

i/@%cn(t) —n(n+ Drcy(t) = k2wl () Pen(t),  cn(0) =1, (4.14)

qui se résout en
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Cn(t, ZL‘) — e—it(n(n+1)+ﬁ2wn)’ (415)

d’ou I’Ansatz
U (t, ) = re MPOFDFREw) () 4 (8 T). (4.16)

Pour démontrer le Théoreme proprement, il suffit donc de montrer que l'erreur 7,
est effectivement petite. Pour ce faire on utilise :

1. Les lois de conservation, masse et énergie (ici intervient la restriction ¢ = 1).
2. L’action des rotations sur S?. Si R, est la rotation d’axe x5 et d’angle «, alors
Riu,(0,2) = u,(0, Ryx) = €"u,(0,z), donc Riu, = e"*u,, et ceci permet de

donner une description précise de u, en somme d’harmoniques sphériques.

Montrons maintenant comment ces solutions permettent d’infirmer 'uniforme conti-
nuité du flot.

Démonstration du Corollaire[{.13. Soient 0 < o < 1, k €]0,1] et k, — K & préciser.
On considere u/» donnée par (4.8]), associée a k,,

upr (t @) = gpe TR (2 (01, () + Gt @), (4.17)

et u, celle associée a k.
Alors [[u(0, )l e ~ 1, [l (0, )l ~ 1, et

|(uf —urb™)(0,)||ge ~ |k — kp| —> 0,  lorsque n — +o0.

Ainsi les conditions (2.5)) et (2.6)) sont satisfaites.
Par ailleurs, pour T' > 0 et ¢ € [0, 77,

(uf —ugm)(t,x) = we MO (oTitten — omimen) (2 (1)ah, (2) + gt 7))
+(1 = g )e OO (2 (1)), (2) + gn(t, 7))
e ) (2 — Z) ()i (@) + (g0 — @) (8, ).

D’apres les estimations (4.9)), les deux derniers termes tendent vers 0 dans H(S?).
Alors

Iy =) (E ) e 2 wle e — 1],

Pour satisfaire a la condition ({2.7)), il suffit donc de choisir k,, — & et t,, — 0 tel que
tn(K?* — K2)w, — +00, ce qui est possible car w, — +oc. O

Une autre approche (voir [I4]) pour obtenir le résultat du Corollaire4.13| (et qui

englobe le cas ¢ = —1), consiste a construire des solutions stationnaires ezactes a
I'équation (4.1)). On cherche u, sous la forme u, = e~ f,. Alors f,, doit vérifier
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrédinger cubique 29

FIGURE 1 : Un exemple de surface M

On peut alors trouver des solutions de I’équation (4.18)) vérifiant || f,||z- = 1 par une
méthode variationnelle en utilisant le théoreme de Rellich. Puis a 'aide d’estimations
d’Agmon, les auteurs obtiennent le développement asymptotique

Aw = n(n+1) +venz"% + O(1), (4.19)

avec v # 0. De ceci découle le résultat d’instabilité.

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de donner une description de solutions
pour des temps arbitrairement longs; cette stratégie utilise fondamentalement 'inva-
riance par rotation de la variété.

4.4 Résultats obtenus dans cette thése

Soit (M, g) une surface riemannienne. Dans la suite on supposera que les injections de
Sobolev sont valables dans M. Pour fixer les idées, on peut supposer que (M, g) est soit
compacte, soit une perturbation compacte de (R?, can).

D’emblée on effectue 'hypothese suivante :
Hypothese 1. La variété M admet une géodésique périodique .

Dans la suite nous allons toujours travailler au voisinage de -, nous choisissons donc
des coordonnées adaptées. Pour ry > 0 assez petit, il existe un systeme de coordonnées
(s,7) € Stx] — 1y, 10, appelé coordonnées de Fermi tel que

1. La courbe r = 0 est la géodésique v paramétrée par la longueur d’arc. On peut
supposer que sa longueur totale est de 2.

2. Les courbes s = constante sont des géodésiques paramétrées par la longueur d’arc.
Les courbes r = constante les coupent perpendiculairement.
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3. Soit R(s,r) la courbure de M au point (s,r), et a la solution de

d%a

— + R(r,s)a =0,
or? 5 (4.20)
al0,s) = 1, a—i(o,s) = 0.

Alors la métrique s’écrit dans les coordonnées (s, r)

g:<c1) a2<g,r>>'

L’opérateur de Laplace-Beltrami prend alors la forme

g vy = 1oloy+ L
A, = mdw( detgg V)= aas(aas> + aar(aar)-

Notons qu’on peut identifier une fonction f définie localement prés de v avec une
fonction de [0, 27| x| — 7o, rq | telle que

V(s,r) €[0,2n]x] —ro,ro[, [f(s+2m1r)= f(s,wr),
avec w = 1 si M est orientable et w = —1 sinon. On introduit également
oy = %(w “1) e {-1,0}. (4.21)
Soit py = a%az + p? le symbole principal de A, et
(d _Opp  d Ops

350 =5 Fo®=—7"
d w9 d . O; (4.22)
\ S<0) = 50, 0(0) = 0-07r(0> = To, p(O) = po,

le systeme hamiltonien qui lui est associé.
A partir des solutions du systeme, on peut définir ’application ¢ de premier retour
de Poincaré, par rapport a 'hyperplan {s = 0}. En effet, il existe un voisinage N de
(o0 =1/2,r =0,p = 0) vérifiant : Si (s(t),o(t),r(t), p(t)) est la solution de de
donnée (0, o9, 70, po) € {0} x NV, il existe T tel que s(T') = 2m. L’application ¢ est alors
donnée par

¢ : (ro, po) — (r(T), p(T)).

La deuxiéme hypothese porte sur la différentielle de ¢ en (0, 0) et sur ses valeurs propres.

Hypotheése 2. La géodésique 7y est stable, i.e. dp(0,0) est une rotation. La différentielle
d$(0,0) admet donc deur valeurs propres A = ¢ et A=t = e~ avec A € R. On suppose
de plus que qu’il existe T, > 0 tel que

A @
V(p,q) €ZXN, |p—q=|> <,
™ |(p, g

ot |(p,q)] = |p| + |q|- Si cette derniére condition est vérifie, on dit que v est non
dégénérée.

(4.23)
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrédinger cubique 31

FIGURE 2 : L’application de premier retour

On peut montrer que presque tout réel A (au sens de la mesure de Lebesgue) vérifie la
condition (4.23)). Voir la discussion p. [81| pour des exemples de telles variétés.
Nous pouvons alors énoncer

Théoréme 4.15. (Proposition[11.3, p.[79) Soit (M, g) une surface riemannienne. On
suppose que les Hypothéses|]] et|q sont satisfaites. Alors 'équation (4.1)) (défocalisante
ou focalisante) n’est pas uniformément bien posée dans H°(M), pour tout 0 < o < %.

Pour la preuve de ce résultat, on suit la stratégie discutée dans le paragraphe précédent
en cherchant des solutions stationnaires, i.e. de la forme u = e f o1 le couple (f, \)
doit vérifier

— Ay f =X —elfIf. (4.24)
Soit 0 < h < 1 avec h~! € N un parametre amené a étre petit, on construit alors pour

tout N € N une famille fx(h) de fonctions et on donne un développement en puissances
de h de Ay qui résolvent cette équation modulo A" .

Théoreme 4.16. (Théoréme . On suppose que les Hypothéses et sont
satisfaites. Soit h €]0,1] tel que h™' € N, soient k,0 > 0 et k € N. On considére \

donné par Hypothése|d et wy par (4.21)).
Alors pour tout N € N, il existe Ay(k) € R et une famille fy(h) de la forme

ﬁ),

avec x € C3°(]—ro, 1o [) une fonction plateau et v; € C* ([0, 27, S(R)) pour0 < j < 2N +1,
tels que || fn(h) L2 ~ b7 et

— A fn(h) = An (k) v (h) — el fx(R)[* v (h) + b g (h) (4.26)

ot pour tout n € N

fn(h)(s,r) = /ih"’ix(r)ei%(vo + h%vl 44 hN+%U2N+1)<S, (4.25)

RN gn (R) | gary S RN
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De plus il existe Cy > 0 indépendante de €, k and o tels que

1 2 1
An(k) = i EEO(]{?) + ﬁ€ﬁ2h2000 +O(1), lorsque h — 0,
avec
1 1 A
Eo(k) = ——X+ k(w1 — —). (4.27)
4m 2 U

Dans le cas linéaire, une telle description de quasimodes avait été obtenue par J. V.
Ralston [40].

4.5 Schéma de la preuve
Utilisation de la méthode WKB

Commengons par expliquer la forme (4.25). Dans le (M, g) = (S? can), on peut re-
marquer que les coordonnées de Fermi (s, ) correspondent aux coordonnées sphériques

avec (s,r) € [0,2n[x] — 5, 5[. Pour & = (21, x2,23) € S* privé des poles, on effectue le
changement de variables

X1 = COS S COST,
T9 = sin scosr,

T3 = sinr,

et I'harmonique sphérique v, donnée en (4.7)) s’écrit pour r petit
Pp(x) = ni_g(ﬂfl + i) = ni=7e"s cog" r = ni~7eMse(VIn* (o), (4.28)

en posant b = n~! et en faisant un développement en puissances de h%, on obtient une
expression de la forme (|4.25)).

Posons 6 = kh?. La remarque précédente nous incite donc a chercher un quasimode
non linéaire a I’équation de la forme

f(s,7) = Sh™iet (s, —),

5

avec (v, \) admettant les développements formels

z -2 VA
UNthvj et A~h —EthEj.
j=0 j>0
On effectue donc le changement de variables © = \/LE Puis un développement des

coefficients de A, selon h et I'identification de chacune des puissances de h, donnent le
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrédinger cubique 33

systeme que doivent vérifier les v; et E;

( 1 1
(2(93 + 585% — §R(S>l‘2 — Eo)’l}o = O,

1 1 1
(i0s + 585 - §R(S)$2 — Eo)vr = Ey v + Ra(s)z vy + 5552|UO|2U07
(4.29)

1 1
(283 + 565 — 5R(S)$2 — E[))Up = Ep Vo + Q;m

\

oll Rs(s) = $03a(s,0) et ot Q, est une fonction qui ne dépend que de z, s, (v;)j<p-1
et (E});j<p—1 On est ainsi amené a résoudre une cascade d’équations linéaires.

La premiere de ces équations est une équation aux valeurs propres, ceci explique le choix
dénombrable que 'on a pour Ey(k) donné en ([£.27)). C’est une équation de Schrodinger
1D avec un potentiel harmonique qui dépend du parametre d’évolution. Pour la résoudre
on utilise un résultat de M. Combescure [27], qui montre que son propagateur est
conjugué a celui de 'oscillateur harmonique.

On considere aq vérifiant

{ do(s) + R(s,0)ao(s) =0, (4.30)

CL()(O) == ].,d() == i,
et on introduit H = %8% + 22, loscillateur harmonique. Alors
Théoréme 4.17. ([27]) Soit ay : R — C la solution de (4.30). On définit

1

Q,
0= loglas] 5= -1ox 22

on considére la transformation unitaire T'(s) donnée par
T(s) = 42 /2g=ia9D o5 D = —%(x -V +V-z),

et U(s, ) Uopérateur unitaire d’évolution de —302+ 1 R(s)a?, i.e. U(s, T)g est l'unique
solution du probleme

- Lo 1 2y, _
(105 + 5895 - §R(s)x Ju =0,
u(t, ) = p(z) € L*(R).

Alors pour tous s, 7 € R
U(s,7) = T(s)e {PO-BOHP (1)1,

Voyons a présent comment va intervenir ’'Hypothese 2 dans la preuve du Théoreme [4.16),
D’apres la théorie de Floquet, il existe une fonction 2w —périodique P telle que ag(s) =

e'3-*P(s). Il s’ensuit que les fonctions av et 8 : s — B(s) — 2 s sont 2w —périodiques.
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Soient (y)r>1 les fonctions d’Hermite qui sont les fonctions propres de H ; elles forment
une base hilbertienne de L?(R). Un calcul montre que

Ul(s, 0)px(x) = e/ 20=i(3 Hh)B() g =50(s) 5 (re™®), (4.31)
et par suite
wi(s,x) = U(s,0)pr(x), (4.32)
est solution de { 1
et vérifie la condition wy (s + 27w, x) = wy(s,wz), si By = Ey(k) est de la forme
Eo(k) = —— 2+ Lo = 2 keN (4.34)
0 = - 5 W1 ol avec . .

Fixons ky € N, i.e. un niveau d’énergie et vy = wy,. La construction de (v,),>1 se
fait alors par une décomposition selon les modes (w;);>1 : pour chaque équation du
systeme ([4.29)), on montre qu'il existe un choix (unique) de E, € R, p > 1 pour qu'il
existe une solution v, € C*([0,27], S(R)) vérifiant en outre v,(s + 27, z) = v,(s, wx).
La condition de non dégénérescence intervient dans les questions de sommabilité.

Soient £ >0, 0 < 0 < § et § = kh?. Soit x € C§°(] — 79,70 [) une fonction plateau. On
peut alors définir I’Ansatz

(t,s,1) = /@h"_%e_iA"tx(r)ei%(vg + h2vy + hoy + h%’l)g)(S, %), (4.35)

ngp
ol les v; et A3 sont donnés par le Théoreme [4.16]

Estimation de ’erreur et instabilité

Proposition 4.18. (Proposition|13.1}, p. @) Soient ufy,, donnée par (4.35) et u = u”

la solution de
10+ Au = elul*u,
u(0,2) = ul (0, ).

app(

Alors [July, |[e ~ 1 et

| (u"™ =y, ) ()| e — 0 lorsque h — 0,

avec ty, ~ h3~2 log(L).

La Proposition [4.18| est obtenue avec la méthode classique d’énergie.

On est a présent en mesure de conclure la preuve du Théoreme d’instabilité [4.15]
Comme dans la démonstration du Corollaire[4.13] on peut choisir une suite xk, — &
telle que

lim sup H(ugpp — uggp)(th)HHa 2> 1.
h—0
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4 Instabilité géométrique pour I'équation de Schrodinger cubique 35

Variété Bien posé Instabilité
(H2, can) o>0 o<0
(R2,g), g non captante! oc>0 <0
(M, g) compacte o> % o< —%
(T?, can) rationnel o>0 o<0
(S?, can) o> 1 o<1
(M,g), Hyp. 1 et 2 o> % si compacte o< %

1 4 cela il faut ajouter les conditions (4.3)) et (4.4)).

FIGURE 3 : Synthese des résultats de régularité dans H? pour (4.1)

Enfin, considérons les deux suites de solutions u” et u* de (4.1)). Alors, d’apres la
Proposition [1.18 on a

1" = w™)(0) e ~ |k — k| — 0,

et

lim sup || (" — u™)(t4)[| 5= 2 1,
h—0

d’ou le résultat.

Remarque 4.19. En appliquant la Proposz'tion on peut montrer que le flot de (4.1)
n’est pas de classe C® si 0 < L, simplement en utilisant la description du quasimode

linéaire (cas € =0) donné en .

Par soucis de simplicité, considérons le cas modéle de ’harmonique sphérique ¥y (x) =
Ni(xy 4 i)Y = NieiNs e Nr?(Ho)/2 gss0ciée a la valeur propre —N(N +1) de Age,
et normalisée dans L*(S?).

En utilisant les notations de la Définition[{.4], on a pour tous N,L > 1

vy = 8 Pyiby = G_iN(NH)t@bN, (4.36)

et

™ 1 1
11 [2 . Nz2L2 . 1
[aY ,ULH%Q([O,I]XS2) ~ N2L> / e W g~ ———— ~ min (N,L)? HUN”%Q(S2)HUL”%2(S2)

_x VN+L
(4.37)

ce qui nie toute estimation de Strichartz bilinéaire d’ordre o < }l.

4.6 Autre phénomene d’instabilité et perspectives

On commence par présenter un phénomene d’instabilité dans H? pour ¢ < 0, mis en
évidence sur le tore T = R/27Z de dimension un par M. Christ, J. Colliander et T.
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Tao [24].

Soit I’équation
i0wu + 0%u = elul®u, (t,7) ER x T, avec ¢ = =£1,
u(0,z) = up(x).

On peut définir la norme de H(T) par

(4.38)

n 3 ~ 1 .
1S || o cmy = (Z(l + ‘n‘)20|f(n)‘2)2, avec f(n) = %/Ef(iﬂ)e_mxdx.

neEZ
Leur résultat peut alors s’écrire

Théoréme 4.20. ([2]]) Soit 0 < 0. Il existe une solution u de (4.38) telle que
|w(0)]| oy ~ 1, une suite 6, — 0 et une suite u, de solutions de (4.38) telles que

Hun(O)HHU(’]T) ~1 et H(U - un)(O)HH”(T) ~ O,

alors que, uniformément en n

—_

sup [u(t)(0) — u(t)(0)] > .

0<t<dn

Ce résultat montre en particulier que le flot n’est pas continu de H?(T) dans H*(T),
méme si p est arbitrairement négatif. Ce phénomene d’instabilité est plus violent que
celui étudié au Paragraphe|4.4]: En effet, on compare ici une solution fixe a une suite
de solutions, et non plus deux suites de solutions. De plus on montre une perte de
régularité pour le flot. Ce mécanisme n’est pas causé par un de transfert d’énergie des
hautes vers les basses fréquences (voir [23],[39] et page [39).

Pour établir ce théoreme, les auteurs considerent la solution de telle que u(0, z) = 1,
ie. u(t,r) = e ' et la suite de solutions u, de donnée u,(0,z) = 1+ §,n 7" ou
0, — 0 sera choisie par la suite. Notons que ces données sont normalisées dans H?(T).
[ls approchent alors la fonction w, par

u?lpp@’ SL’) — efi€(1+26%n_2”)t + 5nn7crefis(2+6%n_2")tein:pfiHQt’ (439)
qui est la solution de

iOu+ 02u = ePy (|Pyul*Pyu), (t,z) e RxT,
u(0, ) = u,(0, ),

olt P, est le projecteur orthogonal sur Vectc(1,e?).

A T’aide d’une estimation d’énergie, on établit que ’approximation de w,, par uZPP est
pertinente pour des temps t,, < n?? logn. A la vue de , il suffit donc de choisir 4,
telle que d,n"2°t,, — oo pour montrer I'instabilité selon le mode 1.

Ce qui rend ici les choses favorables est que si la donnée u,(0,x) est portée par les
modes 1 et ™ alors la solution est (pour des temps petits) par les modes (e¥*"%); 7,
ce qui crée un trou spectral et permet d’obtenir de bonnes estimations.
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Par ailleurs, M. Christ [22] a étudié I’équation modifiée

u(0,x) = up(x), (4.40)

{z’@tu + 0u = e(ul* = 2l|ullZzp))u,  (tx) eRX T, avec e = +1,
que l'on peut déduire de (4.38) par le changement d’inconnues v = e u, avec y =
u(t)]|32 () qui est constant si u est assez régulicre.

II montre que pour tous p € [1,00[ et ¢ > 0 I"équation (4.38]) est uniformément bien
posée dans

H7H(T) = {f € D(T), ()" f(-) € "(Z)}
muni de la norme naturelle. En particulier, les espaces H??(T) ont la méme homogénéité
que H°@(T) avec o(p) = -1 + %. Ainsi, pour p > 2 on obtient un résultat qui est en
un certain sens pour des régularités négatives.

Il serait a présent intéressant de regarder si le phénomene d’instabilité persiste en
dimension supérieure. Par exemple sur la spheére S%, on peut essayer de comparer les
solutions de données

w(0,2) =1 et wu,(0,z) =1+ (5nn%_"(x1 +ixo)".

En suivant la méthode précédente, on peut obtenir un Ansatz analogue a u2PP, mais de
nouvelles difficultés nous empéchent de montrer qu’il approche bien u,, pour des temps
ou l'instabilité se produit. Notamment :

L. On a ||ulPP(t)| Lo (s2) ~ §,n1~° (contre ~ &,n" dans le cas T), ce qui nuit dans
les estimations d’énergies.

2. On n’a plus idée de quels modes sont vraiment excités instantanément.

Il semble donc qu’il faille un Ansatz plus précis pour comprendre le phénomene. De plus
on peut espérer que le probleme modifié est moins instable et donc que la convergence
de la solution approchée y est plus facile a montrer.
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5 Instabilités surcritiques

Dans cette section, on s’intéresse au probleme

i+ Agu = elulftu,  (t,z) € R x M?, avec e = =1, (5.1)
u(0, ) = up(x) € X, '
oll p est un entier impair et (M¢9, g) est une variété riemannienne de dimension d.
Comme on I'a déja vu au Paragraphe|l.2 cette équation admet une énergie
1 €
H(u)(t) = (— Vu2+—up+1>dx, 5.2
WO = [ (G + == (5.2

qui est conservée au cours du temps, si u est une solution est assez réguliere.
Il est donc naturel d’étudier (5.1)) dans les espaces X = H°(M?) ou X = H'(M?) N
LPY(M®) qui est Iespace d’énergie.

5.1 Position du probleme

Commengcons par regarder ce qui se passe si (M?, g) = (RY can), i.e. considérons le
probleme

{z’@tu + Au=clulftu, (t,r) € R xR? avec ¢ = +1, (5.3)

u(0,z) = up(x) € X.

Soit u une solution de (5.3)), alors u* définie par u*(¢, ) = )\p%lu(AQt, Az) est également
une solution quel que soit A > 0. Définissons l'indice o, (indice critique de régularité)
par

O, =

e (5.4)

de sorte & ce que l'espace homogene H°¢(R?) soit invariant par cette transformation.
Par ailleurs, I'invariance Galiléenne

d 2
2

w—s e MMy (t 2 —vt), v e RY

préserve l'espace L?(R?). De facon heuristique ([52], p. 118) on peut penser que selon
que o0 > max (0,0.) ou ¢ < max (0, 0.), le probleme sera bien posé ou non.

En effet, si 0 > max (0, 0.), J. Ginibre et G. Velo [31], T. Cazenave et F. B. Weissler [21]
ont montré le résultat suivant

Théoreme 5.1. ([3]/, [21/)

i) Soit 0 > max(0,0.), alors le probleme est uniformément bien posé dans
H(R?).

i) En particulier, sip < (d+2)/(d—2), le probleme (5.3)) est uniformément bien posé
dans Uespace d’énergie X = H'(R?) N LPT(RY) = H(R?).

Remarque 5.2. Dans le cas critique o = 0. > 0, les auteurs montrent que le probleme ([5.3))
est bien posé, mais dans un sens plus faible : le temps d’existence ne dépend alors plus
seulement de ||uo|| o, mais du profil €“uqg tout entier.
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Remarque 5.3. Les conclusions du théoréme précédent restent valables dans (M<, g)

st la métrique g est non captante et vérifie les hypothéses (4.3)) et (4.4).

Soit I’équation de Schrodinger cubique unidimentionnelle

{z’@tu + Au=clulu, (t,7) ERxR, avec = +1, (5.5)

u(0,x) = up(x).
Récemment, M. Christ, J. Colliander et T. Tao [23] d’une part, et H. Koch et D.
Tataru [39] d’autre part, ont de fagon indépendante, obtenu des bornes a priori sur les
solutions de (5.5]) dans des espaces H?(R) a régularité négative (0 > — dans [23] et
o > —¢ dans [39]). IIs obtiennent alors

Théoréme 5.4. ([23],[39]) Soit s > —%. Pour tout M > 0, il existe T > 0 et C > 0
tel que pout toute donnée ug € E*(R) vérifiant ||u||go®y < M, il existe une solution
u e C((0,T); H*(R))a l'équation (B.5). Et elle vérifie

[l L= 0317 (y) < C'llio| o). (5.6)
La question de 'unicité reste ouverte. De méme, il reste a comprendre ce qu’il se passe
pour —% <o< %.

Etudions & présent la dynamique de I'équation (5.3), et plus généralement celle de (5.1)),
lorsque o < max (0, o).

5.2 Résultats d’instabilités antérieurs

Les premiers résultats d’instabilité pour (5.3) ont été obtenus par M. Christ, J. Col-
liander et T. Tao [25], [26].
Leur premier résultat infirme I'uniforme continuité du flot de 1’équation ([5.3]).

Théoréme 5.5. ([25]) Soit p > 3 un entier impair et d > 1. On suppose que o <
max (0,0.). Alors il existe une suite de solutions u, et u, de (5.3) et une suite de
temps t, — 0 tel que

[unO)lrro ey S 1, N[un(O)|froay S 1 et [[(un — n)(0) || 11 (rey — 0,

alors que

lim sup || (un — tn) (tn) || 7o may 2 1.
n—00

Remarque 5.6. Notons ici que 0. < 0 est uniquement réalisé si (p,d) = (3,1); et
0. =0 si (p,d) =(5,1) ou (p,d) = (3,2).

Side pluso >0ouo < —g, ils mettent en évidence le phénomene d’inflation de norme
suivant

Théoreme 5.7. ([25]) Soit p > 3 un entier impair et d > 1. On suppose que 0 < 0 < o,
ou o < —g. Alors il existe une suite de solutions u, de (5.3) et une suite de temps
t, — 0 tel que

2t (O) | 1o ety — O €t [t ()| 1o ety —> +00.
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Pour prouver ces résultats, 1'idée est se placer dans un régime ou le terme Au est
négligeable devant les autres dans (5.3). On peut alors approcher les solutions de
I'équation (5.3) par celles de I'équation différentielle ordinaire

{iatv = e, (t,z) € R x M, (5.7)

v(0,z) = up(z),

qui sont

U(t, 1,) _ uo(x)e—iaﬂuo(x”pfl‘

Pour la preuve du Théoreme |5.5( dans le cas o < 0, les auteurs considerent deux suites
de données de la forme

. . T
W (0,2) = (1 +j5n)\vn|7"n*%e*”"‘”/230(g), j=0,1,

ot §, — 0, |v,| — o0 et p € C(R?). Nous ne donnons aucun détail ici, notons
seulement qu’on utilise I'invariance Galiléenne et que les données sont supportées dans
une boule de rayon ~ n, contrairement a ce qui suivra.

En effet donnons maintenant 'argument de la démonstration du Théoreme[5.7]
Supposons que 0 < o < o.. Pour ¢ € C°(R?), on considere la suite de données

(0, 2) = 6,n2 7 p(nz) avec §, —> 0 que l'on choisira plus tard. Alors [|v,(0) | 1o (may ~ On,

d
o —iet|6,n2 "% p(nx) P71

vn(t, ) = San?™ p(nz)e ,

et donc
d o
[0n (E) || 7o Rty ~ 8 (851 o= 1) (5.8)

Il suffit maintenant de trouver des temps t,, — 0 tels que le terme précédent tende vers
'infini et tels que v,, approche bien u,, pour ¢ € [0,t,]. On introduit donc w,, = u, — v,
qui vérifie ’équation

0wy, + Aw, = e(|wy, + v, [P (wn +v,) = |aP " 0n) — Av,,  w,(0,2) =0, (5.9)

et on montre alors que ||w,(t)|| go@sy — 0 pour t € [0,1,).
Pour k > g, on introduit

Eq(t) = n7 (Jwa()ll7> + 07 lwa ()1 7)

qui controle ||w,(t)||g- et permet d’obtenir des estimations des termes non linéaires
de (5.9). Soit ¢, > 0. A 'aide d’estimations d’énergie, et en utilisant la forme explicite
de v,, on obtient, pour tout 0 <t <t,

k

—E,(t) < 5flfln(%*0)(p*1)<tn o1 n(%*o)(pfl)> E,(t) + n(kfo)(:nfl)Eﬁ(t)

48,2 (b, 7 (DN
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Si I'on oublie le terme non linéaire dans I'inéquation précédente, avec 'inégalité de
Gronwall on déduit

d_

E,(t) < n2 3000522 (1 5o n(G=0)e-DY? oy <C’t5ﬁ_1n(%_”)(p_l)<tn g1 n(%—a><p—1)>k>.

(5.10)
Il existe alors 7y, n2 > 0, tel que en choisissant

t=t,=0"" n_(g_”)(p_l)(log n)™ et 6, = (logn) ",
le terme dans (5.8]) tend vers l'infini et celui de ([5.10]) vers 0, pourvu que

2—(;—0)(]3—1) <0, ie. 0<%l—2%:00.
Enfin, pour terminer 1’étude, on a recours a un argument de continuité ou bootstrap.
Dans le cas 0 < —%l Iargument est analogue, en utilisant également des données
concentrées en 0.
Cette démonstration s’étend sans difficulté au cas d'une variété riemanienne (M¢9, g).
Fondamentalement, tout se passe au voisinage de ’origine, donc aucun effet géométrique
n’intervient.

Par ailleurs, G. Lebeau [42], 41] (voir également [43]) a montré des résultats d’instabilité
pour des équations d’ondes défocalisantes non linéaires.
Soit p un entier impair, et soit ’équation

{8fu—Agu+up:0, (t,r) € R x RY,

U(O, JI) - Uo(x), atU(0,$) = ul(q;) (511)

Cette équation admet une énergie

1 1 1
E(u,0u) = [ =|0uf* + 2| Vul? + ——uPt,
(w.00) = [ 510 + 5Vl + —u

qui est formellement conservée pour une solution de ([5.11)). Il obtient alors les résultats
suivants

Théoreme 5.8. ([{2]) Soient d = 3 et p > 7 un entier impair. Alors il existe deuz
suites de données de Cauchy (un(0), 0yu,(0)) et (v,(0), 0w, (0)) et une suite de temps
t, — 0 telles que

E(un(0), 0run(0)) S 1, E(va(0), v (0)) S 1,

et
Vk € Z, Yo € R, H|x|k(un — Uy, Oy, — 8tvn)(O)HdeH[,,l — 0,

et telles que les solutions u, et v, de (b.11|) vérifient

liminf [ |
n—oo R3

(U, — v,) ()P dr > ¢ > 0.
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Théoréme 5.9. ([{1|]) Soient d > 1, p un entier impair et 1 < o < o.. Alors il existe
un couple (ug,u1) € H? x C3° de données de Cauchy et une suite de temps t, — 0
telles que

|w(tn)|l oay — +00 quand n — 400, pour tout p € ]I(a), 0],

ou I(o) est définie par

1 si 1<o<g—d
I(o) = o - d d d 2 (5.12)
% S1 5—m§0<§—m

Le résultat du Théoreme [5.8| constitue plus qu'une simple décohérence des solutions,
il faut plutot comprendre ce phénomene comme une perte de régularité. Dans le cas
plus général d > 3, la condition sur la non-linéarité s’écrit p > (d + 2)/(d — 2) (voir
Théoremel5.1)), de sorte que LP*1(RY) ¢ H'(R?).

Le Théoreme 5.9 montre également une perte de régularité, mais dans des espaces de
Sobolev. A noter ici que I'on consideére une seule condition initiale, et non pas une suite.
Les idées des preuves seront données au Paragraphe [5.5]

Il est a présent naturel de voir si de tels résultats peuvent étre obtenus pour 1’équation
de Schrodinger. Une des différences fondamentales entre les deux équations est que les
ondes propagent a vitesse finie. Cependant, en travaillant dans un cadre semi-classique,
on sera néanmoins a méme de controler les supports des solutions pour Schrodinger.

5.3 Principaux résultats obtenus dans cette these
Instabilité dans ’espace d’énergie
On définit ) .

Ht(u) = (— Vu2—|——up+1>dx. 5.13

W= [ (GVuk+—l (5.13)

Théoréme 5.10. (Théoreme|14.2, p. Soient p > (d+2)/(d—2) un entier impair,
e € {—1,1}, et H" donné par (5.13)). Soit m € M?. Alors il existe une suite positive
T — 0, deuz suites u,(0),u,(0) € C5°(M?) de données de Cauchy supportées dans la
boule {\x —ml, < rn}, ainst qu’une suite de temps t, — 0 et des constantes ¢,C' > 0

telles que
! H" (u,(0)) <C, H*(u,(0)) <C, (5.14)

H* (u,(0) — u,(0)) — 0 quand n — +o0, (5.15)
et tel que les solutions u,, 4, de (5.1)) satisfont

lim | (u, — ﬂn)(tn)|p+1dx > c. (5.16)

n—+oo Md

De plus les suites un,(0),u,(0) peuvent étre choisies de sorte a ce qu’il existe vy > 0 et
G>p+1 telque0<v<yyetp+1<qg<qo,

[[n (0) = wn (0) || rr1+v (ary + [[n (0) = wn (0} La(aray — 0. (5.17)
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Instabilité dans les espaces de Sobolev

Théoreme 5.11. (Théoréme . Supposons que (M, g) = (R%, can). Soient
d>1, p >3 un entier impair, € € {—1,1} et 0 < 0 < d/2—2/(p—1). Il existe une
suite 1,(0) € C*°(R?) de données de Cauchy et une suite de temps 7, —> 0 telles que

|t (0)| pro(way — 0 quand n — +o0, (5.18)

et tel que la solution 1, de (5.3)) satisfait

| (70) || o (Rey — +00 quand n — +o0, pour tout p 6] ,o|. (5.19)

— o)

N, Q

-1
B
Dans le cas général, on obtient un résultat un peu plus faible

Théoréme 5.12. (Théoréme|l].4}, p. Soient d > 1, p > 3 un entier impair,
e € {11} et0 < o < d/2—2/(p—1). Soit m € M. Alors il eriste une suite
positive r, — 0 et une suite ,(0) € C(M?) de données de Cauchy supportées dans
{|x —m|, < rn}, ainsi qu’une suite de temps 7, — 0 telles que

[|1%n (0)|| o (aray —> 0, quand n — 400,
alors que la solution i, de vérifie
|n (T )| o (agy —> +00  quand n — 400, pour tout p € :|[(O’),U:|,
ou I(o) est définie par

4

<o<

N

{ i
I(o) = - -

Dans le cas défocalisant avec p = 3, le Théoreme [5.11] a également été obtenu par R.
Carles [19] en utilisant la convergence de la méthode WKB pour les données de classe
C™.

Soit I’équation semi-classique

[

(5.20)

17
d
2

via, O
VAN
NS

g

I3

_ 4 _ 2
p—1 p—1°

ihdw + h*Av = |v|P~ v, (5.21)

T. Alazard and R. Carles [2] montrent que pour toute condition initiale non triviale
v(0,-) € S(RY), 1a solution v de se met a osciller immédiatement : il existe 7 > 0
tel que
liminf |||AV[*0(7)|| L2(ray > 0,
h—0

pour tout s €]0, 1]. Ceci induit le résultat du Théoreme dans le cas défocalisant
pour toute donnée de Cauchy a 1’équation ([5.21)), réguliére et non oscillante.

Définissons oy, 'indice de Sobolev tel que H(R?) ¢ LPTH(RY), i.e.

d d
oh = — — ——. 22
Tsob = 9 p+1 (522)
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Valeurs de o a<—g —%<0<0 O0<o <o, o. <0

Probleme (5.1)) | Mal posé Instable Mal posé avec perte de dérivées | Bien posé

FIGURE 4 : Synthese des résultats de régularité dans H°(R?) pour (4.1)), lorsque o, > 0

Supposons que p > (d + 2)/(d — 2), alors gy, < 0.. Comme 'ont remarqué N. Burq,
R, Carles et G. Lebeau, pour ¢ = gy, le Théoreme donne

(O ot ety — 0, [t (7o) 10 e) — +00,

pour tout p €|1, 04 (et donc pour tout p €1, +0o0[), intervalle qui ne peut pas étre
élargi a gauche. En effet, si p < 1, en utilisant la conservation de la masse et de I'énergie
et I'injection Ho»(RY) C LPT(R?), on obtient que pour tout 7 > 0

| (7)| £re (ty — 0.

Le Théoreme [5.11| n’est pas une simple conséquence du Théoreme [5.10, En fait, dans le
cas défocalisant, les suites construites avec o = 1 et vérifiant

Han(O)HHl(Md) — 0, ||?1n<7—n)||H1(Md) — +00,

sont telles que H*(1,(0)) — +o0, lorsque n tend vers l'infini.

5.4 Méthodes employées
Problémes de convergence de la méthode WKB

Pour commencer, plagons-nous dans le cas (M, g) = (R%, can). Suivant les idées de G.
Lebeau [42] pour les ondes et de R. Carles [19] pour Schrédinger, nous transformons
I’équation en une équation semi-classique. Faisons ainsi le changement de variables
et de fonction inconnue

t=nh%, x=hz, h=h,
u(h®s, hz) = Kv(s, z, h),
ou h €]0, 1] est un petit parametre et 5 > 0 qui I'on précisera par la suite. Si on choisit

a=pF+2, (p—1)y=-=2(8+1), (5.24)

on est amené a étudier le probleme de Cauchy

{ ihdsv(s, 2) + h*Au(s, 2) = v’ v(s, 2),
v(0, 2) = vo(2).

(5.23)

(5.25)

La méthode WKB, ou méthode de 'optique géométrique consiste alors a chercher une
solution de I’équation sous la forme

v(s, 2, h) = als, z, ) 4(0, 2, h) = vo(z, h) = a®(z, h)e™ /", (5.26)
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5 Instabilités surcritiques 45

ou 'amplitude a s’écrit formellement

a(s,z,h) = Zaj(s,z)hj, a(0,z,h) = a’(z,h) = Za?(z)hj, (5.27)

Jj=0 320

Ainsi, la fonction v est une solution formelle de (5.25)) si le couple (S,a) vérifie le
systeme suivant

9sS + (V9)? + ¢lapl’ ™' = 0,
0sa+2VS -Va+ aAS —ihAa + %(MF"_1 — |aolP™") =0, (5.28)
S(0,2) = S°(2), a(0,z,h) = a’(z, h),

ot v(0, z, h) = a%(z, h)e'S")/h.

La question que l'on se pose est : La somme tronquée vy = e*/? Z;V:O a;h? approche-t-
elle une solution de avec une erreur O(h"), lorsque h tend vers 0, sur un intervalle
de temps indépendant de h?

On peut avoir 'approche élémentaire, qui consiste a identifier les coefficients de chacune
des puissances h?, pour 0 < j < N, et de résoudre le systeme obtenu (de taille N + 1),
en espérant ainsi obtenir une bonne solution approchée de 1’équation pour N
grand.

Mais on se heurte alors a deux difficultés :

1. Sip > 1ete#0,le systeme obtenu n’est pas fermé, i.e. I’équation donnant a;
fait intervenir a4 ;

2. Quand bien méme on dispose d’une telle solution approchée, via la méthode
d’énergie, on n’est capable de justifier sa pertinence que pour des temps de l'ordre
~ Nhlog %, qui restent donc négligeables devant 1.

Néanmoins, certains cas sont compris.

E. Grenier [32] prouve la convergence de la méthode dans le cas défocalisant (¢ = 1)
cubique (p = 3), si les données sont dans H?, pour o > d/2 + 2. Pour ce faire, il utilise
une méthode de symétrisation pour le systeme hyperbolique vérifié par (p,a) = (V.S, a).
Dans le cas focalisant (¢ = —1), le systeme n’est pas symétrisable.

Récemment, T. Alazard et R. Carles [I] ont donné une justification de la méthode
pour des données H*, dans le cas défocalisant. Pour p > 3, le systeme précédent
n’est plus symétrisable, mais avec un changement d’inconnues non linéaire les auteurs
se ramenent a un systeme symétrique. Puis la preuve repose sur l'utilisation dune
fonctionnelle d’énergie modulée ; cet argument nécessite également que la non-linéarité
soit défocalisante.

P. Gérard [28] s’est placé sur le tore (T?, can) et a traité le cas des données analytiques,
avec une non-linéarité quelconque, préservant I'invariance de jauge. Nous nous inspirons

de sa preuve pour l'adapter au cas (R% can), puis au cas d'une variété analytique
(M4, g).

45



46 Introduction

Fonctions holomorphes

Comme dans [28], nous allons résoudre le systeme ([5.28) par une méthode de point
fixe dans un cadre analytique. Le choix des espaces sera inspiré de formes abstraites du
théoreme de Cauchy-Kowalevski dans une chaine d’espaces de Banach [6].

D’emblée, donnons la définition suivante due a J. Sjostrand.

Définition 5.13. (Symbole analytique)
On dit que la série formelle b(s,z,h) = 3.5 bj(s,2)h? est un symbole analytique, s’il
existe des constantes s, 1, A, B > 0 telles que pour tout j > 0

(s,2) > bi(s,2) est holomorphe sur {|s| < so} x {|Im z| <1}, (5.29)

et
b;(s,2)] < AB7j! sur {|s| < so} x {|Im z| < 1}. (5.30)

Insistons sur le fait que b doit étre analytique a la fois en la variable s et z.
Si f est une fonction holomorphe, d’apres la formule de Cauchy, il existe A, B > 0 tels
que | fU)(Z)] < AB’j! pour Z dans une petite boule; ceci motive la condition (5.30).

Comme nous travaillerons avec des normes de Sobolev, il faut nous assurer que les
fonctions obtenues soient petites a l'infini en la variable Im z. Ainsi introduisons le
poids

W(z) = e+ (5.31)
qui est analytique pour Im z < 1/2, et considérons I'espace H(sg,l, B) des symboles
analytiques satisfaisant

(W (2)bj(s,2)] < AB’j! dans {|s| < so} x {|Im z| < I}, Vj >0, (5.32)

avec | < 1/2 désormais fixé.
Soient g9 < 1/B fixé et 0 < h < gg. Pour 0 < 6 < 1, introduisons les normes

b j+0
=" s swp s WG, (1 -7 )

>0 J: 0<r<1 |s|<so(1—7) [Im z|<IT So

chacune d’entre elles faisant de H = H(so,l,B) un espace complet. On notera
H° = H(0,1, B) l'espace des conditions initiales muni des normes naturelles.

Les propriétés principales des normes || - ||y sont résumées dans le lemme suivant.

Lemme 5.14. (Lemmes|15.2, p.|119 et|15.5, p.|115)
i) Il existe C > 0 tel que pour tous 0, 01,0y € [0,1] tels que 0 = 01 + 0 et b', 0> € H

16" 6%]le < C11b [0, [16* 6, (5.33)

i) Soit 971 lopérateur
0;'b = / b(o)do pour be H. (5.34)
0
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Alors, si A est un des opérateurs

b+— V.b, b+— hA.D, br—)h(b—bo)

il existe C' > 0 tel que pour tous h €]0,&0] et b € H
10 Abllr < Csol|b]]1- (5.35)

On étend maintenant le probleme aux symboles analytiques en complexifiant les va-
riables et on prolonge les termes |b(s, z)|* par b(s, 2)b(s,Zz). On obtient alors la propo-
sition suivante.

Proposition 5.15. (Proposition[15.3, p.[116) (Cas (M?,g) = (R% can)) Soient S° €
HO(I, B) une fonction réelle analytique et a® € H(I, B) un symbole analytique. Alors
il existe sg > 0, une fonction réelle analytique S € H(so,l, B) et un symbole analytique
a € H(so, 1, B), de sorte que v = ae’>'" soit une solution formelle de I’équation ([5.25)
de donnée vy = a 0¢iS°/h

Suivant des idées de la mécanique des fluides, on différencie la premiere équation
de en la variable d’espace et on introduit la nouvelle inconnue ¢ = V. S.

Pour des raisons techniques, on est amené a dériver le systeme en la variable s,
puis la preuve de la Proposition se fait par un argument de point fixe dans (H, ||-||1)
sur I'inconnue V = (92, 9%a) et en utilisant les estimations du Lemme[5.14] De la on
peut déduire une solution (S, a) du systeme initial, en utilisant que S vérifiant
est irrotationnelle.

La Proposition [5.15] montre en particulier que si 'on part d’'une donnée non oscillante
(S° = 0), la solution v se met, elle, immédiatement a osciller (V.v ~ 3). Autre-

ment dit, énergie cinétique Eu,(t) = 5 L [|AVv|? de v vérifie Eu,(0) ~ h? alors que
En(t) ~ 1 pour t > 0. C’est ce phenomene que 'on utilisera pour prouver l'instabilité

du probleme (5.1)).

A présent on considere 'approximation donnée par la série tronquée a l'ordre n

Vapp (8, 2, h) (Zaj S,z h”) i5(s,2)/ (5.36)

qui par construction vérifie

(ih(?s + h2A)vapp = s(vappfpp) pTvapp + O(h"B"n)g,

olt g est telle que pour tout k € N, et uniformément en n et h, [|(1—h*A)*?g| 12y S 1,
d’apres les propriétés de décroissance des éléments de H.
D’apres la formule de Stirling,

hB\"
h"B"n!~\/27m%(" ) . (5.37)

(S
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On choisit alors 0 < ¢y < e/B et n = ¢o/h que 'on suppose entier. Il existe alors § > 0
tel que v,pp, satisfait a

p—1

(ih@s T h2A)Uapp = 5(“apprp) 7 Ugpp + e /"y,

ou g a les mémes propriétés que g.
Le point clef est que v,p;, est solution de ((5.25) modulo une erreur O(e /") et non pas
seulement O(h>). On définit maintenant 1’Ansatz pour I’équation ([5.3)

Uapp (t, T) = AT vapp (B, B 1), (5.38)

ol v et o vérifient les relations (5.24)) et h = A°.

Avec un théoreme de point fixe on montre alors

Proposition 5.16. (Proposition[16.3, p. Soient Uay, donnée par (5.38) et u la

solution de
10+ Au = elulPtu, (t,r) € R x RY,
(0, ) = Ugpp(0, ).

Alors il existe s; > 0 tel que pour tout k € N

||U — uapp||L°°([O,ha81};Hk(]Rd)) — 0,
lorsque h — 0.

La Proposition [5.16| montre que I'approximation construite est valable pour des temps
~ h* (ce qui correspond a des temps ~ 1 pour I’équation semi-classique )
Traiter le cas général d’une variété ne pose pas de difficultés majeures : il faut modifier
légerement les espaces (H, || - |l¢) pour prendre en compte le fait qu’on travaille dans
un ouvert borné et que les coefficients du Laplacien dépendent de h. On a néanmoins
recours a un argument de troncature de la solution construite, ce qui nous oblige a nous
placer dans le régime h < h et qui induit la restriction ([5.20)).

Pour conclure les preuves des résultats principaux, on choisit des données non oscillantes
pour I'équation semi-classique (5.25) : ao € HO (par exemple a°(z) = =) et S° = 0.
Puis

e Pour le Théoreme[5.10, vy = a® et 0y = (1 + d)a” avec 6, — 0 bien choisie. Le
choix du parametre (3 est fait de telle sorte que la fonction w,y,, donnée par ([5.38)
est normalisée dans LP*!,

e Pour les Théorémes|5.11] et5.12, vg = a’ et avec un bon choix de B > 0, les
instabilités annoncées se produisent.
5.5 Remarques et perspectives

e Comme on l'a déja vu, dans l'article [42], G. Lebeau met en évidence un phénomene
de perte de régularité dans ’espace d’énergie pour 1’équation des ondes surcritiques qui
est plus violent que celui que nous obtenons pour I’équation de Schrodinger. La stratégie
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qu’il emploie est la suivante (voir également [43] pour un exposé plus détaillé).
D’emblée il se restreint aux fonctions radiales, puis avec un changement de variables et
d’inconnue similaire a , il se ramene a une équation semi-classique. On s’intéresse
ainsi au probleme

P .
R*(0% — 0%)v + -1 =0 (s,r) e R x R:. (5.39)

Grace a une optique géométrique non linéaire, on construit une solution approchée vy,
de (5.39)). On étudie ensuite la stabilité du linéarisé de (5.39) autour de v,,,. Apres
changements de variables et transformation de Fourier en espace, on est amené a re-
garder le comportement en temps grands de 'opérateur

My = 0%+ pGP (s + s50) + A, (5.40)
oll 59 € R, A = h2£2, et G est I'unique solution 27 —périodique de
G"(s)+ GP(s) =0, G'(0)=0, G(0)>0.

Pour A > 0, on considere 'opérateur

M, (z(f)%(a%%;)r))

ou w est la solution de Myw = 0, vérifiant w(0) = wy et dw(0) = w;.

A Taide de la théorie des équations de Hill, on montre alors qu’il existe A\g > 0 tel
que M), admet une valeur propre de partie réelle strictement supérieure a 1, ce qui
donne 'instabilité de ([5.40).

Enfin on termine la preuve en considérant des données (Vapp, OrUapp)(0) et
(Vapps OtVapp) (0) + O(h™°)(ag, a1), ol (ag, a1) est source d’instabilité pour M, .

Ces idées permettent également d’obtenir le Théoreme |5.9|

La premiere difficulté qui apparait lorsque qu’on transpose cette stratégie a 1’équation
de Schrodinger, est que le linéarisé

1 —1 )
Pt w + 5p—2 e_Q“t@,

i0sw — |€]*w = ¢
autour de la solution G(t,z) = e ' admet seulement des valeurs propres de partie
réelle nulle, donc ne donne pas d’information sur la dynamique non linéaire. Il fau-
drait donc linéariser autour d’une autre solution dont on a une bonne description,
par exemple comme celles construites par l'optique géométrique non linéaire au Para-
graphe[5.4l L’étude semble d’emblée plus délicate.

e On pourrait par ailleurs regarder ce que devient notre étude (a partir de la Sec-
tion|5.4)) si I'on fait un changement de variables anisotrope comme dans [41], [13]. Bien
stir 'intervalle du Théoreme [5.11] est déja optimal, mais peut-étre ce calcul pourrait
nous apprendre quelque chose.

e Enfin, il est intéressant d’étudier le temps maximal d’existence de (5, a) donné
par la Proposition .@’ et de voir §'il est de I'ordre du temps d’Ehrenfest (~ log %)
Pour des données de classe C* on sait donner une description WKB uniquement dans
le cas linéaire, mais ici on travaille dans un cadre analytique.
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6 Synthese

Voici un tableau recensant les pathologies discutées dans notre travail.
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Using variational methods, we construct approximate solutions for the Gross-Pitaevski
equation which concentrate on circles in R3. These solutions will help to show that the
L? flow is unstable for the usual topology and for the projective distance.

7 Introduction

In this paper we deal with the equations

u(0,z) = ug(z) € L*(R?), (7.1)

{ ihOwu + h?Au — |x[*u = aph®|ul®u, (t,z) € R,
where h > 0 is a small parameter and a;, a constant which depends on h, that can be
either positive (defocusing case) or negative (focusing case). In all the paper we assume
that there exists a constant A > 0, independent of h, such that |a,| < A.

This equation appears in the study of Bose-Einstein condensates; for more details see
7).

In the following we will refer to the definitions:

Definition 7.1. (Geometric instability) We say that the Cauchy problem 1S ge-
ometrically unstable if there exist u},us € L*(R®) solutions of with initial data
up (0),u3(0) € L2(R3) such that ||u},(0)|| g2, ||[ui(0)||r2 < C where C is a constant inde-
pendent of h and t, > 0 such that

(o, = 3 ) (t) 2
(i, = ) ()] 22

Definition 7.2. (Projective instability) We say that the Cauchy problem (7.1)) is pro-
jectively unstable if there exist uj,us € L*(R3) solutions of (7.1)) with initial data
ur (0),us(0) € LA(R3) such that |Ju}(0)]zz, ||uZ(0)|z2 < C where C is a constant inde-
pendent of h and t;, > 0 such that

— 400 when h — 0.

dp?“ (’U,i (th>7 U

(tn))
(0))

Here d,, denotes the complex projective distance defined by

1
}1‘ — +00 when h — 0.
h

QL
=
3

£
>
—
=

S

[(v1, )|

||Ul||L2HU2||L2

dyr(v1,v2) = arccos ( ) for vy,vy € L*(R?).

Notations. In this paper ¢, C' denote constants the value of which may change from
line to line. These constants will always be independent of h. We use the notations
a~b a<b a>b,if %b <a<Cb,a<Cb b< Ca respectively. We write a < b,
a>bifa < Kb, a> Kb for some large constant K which is independent of h.

The first result of this paper is
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7 Introduction 59

Theorem 7.3. Let h™' € N. In each of the following cases, there exist cg > 0 and
uy,uz € L*(R?) solutions of with initial data ||u2 (0)||z2, ||uy(0)|lz — & such that
if |an|k? < ¢y, we have:

(1) Assume a is independent of h, |t| S 1, and kl|alt > 1,

(i, = wn) (D] 22
1wy = wi) ()] 2

(13) Assume |ap|t, — +00 when h — 0 with t, < log %, then

2 |a|kt.

sup || (uh — up)(®)l|z2 2 1,
0<t<ty,

but
1 (ujy = 1) (0)|| 2 — 0.

In particular, the Cauchy problem (7.1)) is geometrically unstable

Denote by = = (1, z2,x3) the current point in R3. In cylindrical coordinates (z; =
rcosf,xy = rsinf, x3 = y), the functions considered in Theorem take the form

r—k
\/57

2
up(0,2) = ﬁhh’%el%evo(

): (7.2)

Ss

where k € N, vy € L?(R?) and
u(t, z) = up(0,z)e” " 4+ w (L, z), (7.3)

with wy, a small error term in L?(R3), at least for times when instability effects occur.
The Ansatz shows that the function u in ([7.3) will concentrate on the circle
(22 + 22 = k%, 13 = 0) in R3.

To prove Theorem , we consider two initial data of the form associate with &
and x’ such that |+’ — k| is small, and therefore the initial data are close in the L?-norm,
but we will see that the solutions do not remain close to each other after a time t¢.
The construction of two solutions to of the form , which concentrate on

disjoint circles yield the following result

Theorem 7.4. Let h™* € N. There exist co > 0 and uj,ui € L*(R?) solutions of (7.1)
with initial data ||uz(0)|| 2, |[uj(0)|lr2 — & such that if |ap|k? < co and |ay|t, — +00
when h — 0 with t;, < log %, we have

sup dypr (uj (1), us (1) 21,
0<t<t),

but
dyr (u7,(0), up(0)) — 0.

In particular, the Cauchy problem (7.1)) is projectively unstable.
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The part (i) of Theorem [7.3| shows that there is no Lipschitz dependence between the
solutions of equation (7.1)) and the initial data in the regime rkat > 1, whereas the
part (i) and Theorem assert that the dependence is not continuous, but for larger
times. Both types of instabilities are nonlinear behaviour, but the first one is weaker
than the second.

The instability results of Theorem are not new in the case a > 0. R. Carles [3]
shows the instability, for finite times, of the equation

ihOw + h*Av — |20 = f(RF|v[P)v,  (t,2) € RM™,
whenn > 2,1 <k <n,and f € C*(R,,R) with f" > 0.

In [1I], N. Burg, P. Gérard and N. Tzvetkov have pointed out geometric instability
for the cubic Schrédinger equation idu + Aszu = alul*u on S? when a > 0. This
phenomenon doesn’t occur on L*(R?) for the equation id;u + Au = alul?u in L?(R3),
it is therefore strongly related to the geometry of the operator and of the manifold we
work on. Here there is no semiclassic parameter in the equations, but we could obtain
similar results in this latter case with a scaling argument, as these instability effects
are local. There are stronger instability phenomenona in H*® norm, for 0 < s < % or for
s negative, for more details see [5] or for the one dimensional case see [4] .

In [2], N. Burq and M. Zworski prove Theorem in the case a > 0. To obtain
geometric instability, they expand the solution on the Hilbertian basis given by the
eigenfunctions of —h?A+|z|?. The nonlinear term in (7.1]) induces a phase shift in time
for the groundstate and this yields the result. We will give a more precise description
of the solution by solving a pertubated eigenvalue problem for the harmonic oscillator
and this will also treat the focusing case. They also obtain projective instability for
the equation
ihOyu + h*Au — V(2)u = ah®|ul’u,

where V' is a cylindrically symmetric potential with respect to the variable y = x3,
but they have to add the following assumption: Denote by r = /2% + 23 then the
function (r,y) — V(r,y) + r~2 has two distinct absolute non-degenerate minima
(rj,y;),7 = 1,2, and its Hessian at (r;,y;) are equal. We use a variational method to
construct quasimodes which are localized on circles in R?, which allows to remove such
an hypothesis. This idea comes from an unpublished work from N. Burq, P. Gérard
and N. Tzvetkov.

Thanks to the form F(Ju|*)u of the nonlinearity in (7.1]), we look for a solution u which
may be rewritten u(t, z) = e" f(z). Then f has to satisfy
(=h2A+ [2?) f = hAf — anh?| fI2f.

In the case a;, = 0, f is an eigenvector of the operator —h*A + |z|? associate with the
eigenvalue h\. In the general case, the term a,h?|f|>f will be treated as a perturbation
of the linear problem

(—h2A + [22]) f = hAS.

In fact, we will find a development in powers of h of hA and f

WA~ hE, f T bk,

k>0 k>0
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by solving a cascade of equations. This will be done in cylindrical coordinates: Write
x = (x1, %2, x3) and make the cylindrical change of variables 1 = rcosf, x5 = rsiné
and x3 =y with (r,0,y) € R% x [0,27[xR. Then the Laplace operator takes the form

1 2 2 1 2
A= 00+ 0+ -0, +0;.

Let k be a positive constant and & a positive integer, we want to find a solution of ((7.1)
of the form

= khde Mol %(r,y, h), (7.4)

where X is a constant to be determined, and o a real function which therefore has to
satisfy

k4 1
—h?(0} + 02)0 + ( + 72 + 90 = AhD — aph*k*0° + h*=0,0.
T

Notice that we have to choose h™! € N so that makes sense for all £ € N. We
try to construct v which concentrates exponentially at the minimum of the potential
V= ’:—3 +7r*+y? ie at (r,y) = (k,0).

Thus we make the change of variables r = k + vhp, y = Vho and set 9(r,y, h) =
v(’"\;}lj, \/iﬁ, h).

We write the Taylor expansion of V' in h:

4
+ (k+Vhp)? + ho? = 2>+ (4" + 02)h — —p°h?

]{34
(k+Vhp)? k

+3 = p*h% + R(p, h)h?.
Then v has to be solution of
\h — 2k?

4
Eq(v) = Pyw— — v+ apk*v® — (k n \/_ v + =P )

“hv — h2 Rv = 0, (7.5)

NM—A

T’

where Py = —(92 + 92) 4 (4p* + 0°). Now, write

U(ﬂv g, h) = UO(:Ov 0-) + h%’Ul(p, U) + hv?(ﬂv U) + h%w(p, g, h)
Ah — 2k?

. — Ey+ h?Ey + hEy + h2Es(h).

By identifying the powers of h we obtain the following equations:
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62 Instabilité géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

PO’U() = EOUO - ah/<a21}03, (76)
1 4
P(]’Ul = E()Ul + E1U0 - 3ahl€2U02U1 + E&;ﬂ]g + EP3U0, (77)
1
POUQ = E()Ug + E1v1 + EQUO — BGhRQ(UOQUQ + Uov%) + Eﬁpvl
4 1 5
—i—E,ogvl — ppﬁpvo — Epllvo. (7.8)

Remark 7.5. In the sequel we only mention the dependence in k, k and a of the v;
and E; when necessary. Moreover we write a = ay,.

8 Construction of the quasimodes

Proposition 8.1. There exists a constant co > 0 such that if |a|x* < co, there exist
Ey > 0 and vy € L*(R?) satisfying vo > 0 and ||vo||p2z) = 1, which solve (7.6)).

For ¢ € §'(R?), denote by Y its Fourier transform, with the convention
9O = [ e,
R2

for ¢ € L'(R?).
We use a variational method based on Rellich’s criterion.

Proposition 8.2. ([§/, p 247) The set

s={ul [ wpae=1, [ @ laPiula <1 [ aspore <.

is a compact subset of L*(R?).
Proof of Proposition (8.1, We minimize the functional

J(u,a) = / (|W|2+ (402 + 02)[ul® + %a/£2|u]4) |
on the space
H= {u e HY(R?), (p* + 0?)3u € LA(R?), |Ju|z2 = 1} .
Now, on H we have the inequality
lullzs < Cllull,y < Cllullf2|Vulli2 < C|[Vul £

Thus, there exists ¢y > 0 such that

1 1
Son” / ult < / VP,
6
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as soon as |a|k? < ¢, which we suppose from now.
Let (up)n>1 be a minimizing sequence. First, we can choose u, > 0, because |u,| is also
minimizing, as |V|u,|| < |Vu,|. We have

1
/ <§\Vun|2 + (4p* + az)ui) < J(up, ar?) < C,

with C' independent of a, x and n. We are able to apply Rellich’s criterion: there
exists vg € H with vy > 0 such that, up to a subsequence, u,, — vy, and the lower
semi-continuity of J ensures

J(vg, ar®) = ngf{ J(u, ar?).

Then there exists a Lagrange multiplier Ej such that
Pyvg = — (0% + Oz)vo + (4p* + 0H)vy = Egvg — ar’vy®,
and Ej is given by
Ey = / ([Vwol|* + (4p° + 0%)vg + ar’uvg*) .

[]

Proposition 8.3. Let |a|x?* < cq. There exist constants C,c > 0 independent of a, k
such that for 0 < 7 <2

‘(1 — A)bug(p, 0)| < Ceelioitioh, (8.1)

B
Proof. We denote by & = (p,0), and we define p.(§) = elfs\g\, The function ¢, is

bounded and
Ve < p. ae. (8.2)

We multiply (7.6)) by ¢.vo and integrate over R?:

/v<¢ev0>vvo+/¢a|§|2vg S EO/§0508+|G|/€2/Q05U61'

We compute V(p:v9) = 1oV + p-Vug, and use (8.2) to obtain
Jtodul + pulelid) < B [ b+ lale? [ o+ [ ounlVu

1
We set wy = ¢y, then

1 _3 1
Vwy = 17 V.9 + 02 V. (8.3)

From the Gagliardo-Nirenberg inequality in dimension 2
lwollza < CllwollZ | Vawo| |72,
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64 Instabilité géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

together with (8.3) we deduce
1 1
[eat<c [k [ oot + vup).

As [v§=1and [|Vu|* < C, Jensen’s inequality gives

/%vg < O(/w&)é(/soe(v§+|wo|2>>é

1
S FCO (,0€|VU0’2 + C/th—Ug (84)
We also have

1
/cp€v0|Vv0| < Z/QOE|VU0|2+O/QO€U§. (8.5)

Now, write for R > 0

1
/9057)(2) :/ %Ug +/ 9060(2) < eR/U(Q) + ﬁ 905‘5’27}(2]7
€< |EI>R

and deduce that for R big enough, independent of ¢, there exists a constant C' inde-
pendent of ¢ satisfying

[ evul + gy <
Letting € tend to 0 yields
e%lVUO € L* and e§|§|v0 cL” (8.6)
With the help of equation , compute

A (eri(””)) = ar®vei?) 4 (4p® + 6% — Eg)vgei?to)
1

1
+§(1, 1) - Vger o) 1—61)06%(”").

According to 7 each term of the right hand side is in L?, excepted maybe the
first one. But denote by 7y = vpe12®@9) then (8.6) shows that 7y € H'(R2?) and
consequently vy € L5(R?).

Hence, with the inequality ||w||2e < ||w]|2||Aw|| L2 applied to w = voe1?t9) we deduce
Vo S C’e_%(”").

The same can be done with ¢ replaced with —o or p by —p. Therefore vy < Ce1(lel+lol),
Equation and the previous estimate give

To obtain the last estimation of Proposition [8.3 use the interpolation inequality
IVwllZe < lJwllze=|Aw] g,

applied to w = vyecFrE) O
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8 Construction of the quasimodes 65

We are now able to describe the behaviour of Ey(ak?) and vy(ax?) when ak? —s 0:

Proposition 8.4.

PN

vo(ar?) — s LR L*(R*) when ax® — 0,

T3
and
2
Ey(ar®) =3+ 2£a/42 + o(ar?). (8.7)
T

Proof. The function ug = 21 e~ (P*+39%) ig the unique positive element in H that realises

the infimum of J(u,0), and is the first eigenfunction of Py = —A + (4p* + 0?) associate
with the eigenvalue Ey(0) = 3. See [6], p 7 for details.
For |a|x? < ¢y we have

|vo(ar?)|| 2 = 1, ||Vvo(as®)| 2 < C, and |[€vg(ar?)||2 < C. (8.8)
By Rellich’s criterion, (v(ak?))qx2<¢ is compact in H; let A be its adherence set. If

u € A, there exists a sequence b,, = a, k2 — 0 satisfying vg(b,) — u in L. As vy(b,)
realises the infimum of J(v,b,):

1
J(0o(bn), bn) < J (g, by) = 3+ §bn/ |uol®,
therefore, J(u,0) < 3. As u > 0, we conclude u = uyg, i.e. A= {up} and

vo(ak?®) — ug in L*(R*) when ax® — 0.

Moreover |v(ak?)|, |ug| < C, then the convergence in also in L*.
Now, the self-adjointness of P, gives

0= ((Py — 3)uo,v(ar®)) = (Eo(ar®) — 3) /v(a)uo — ax? /03(a)u0,

then from [wv(aw?)uy — [u2 = 1 and [v(aw®)’ug — [uf = %2 we conclude
FEo(ar?) =3+ ‘gcm + o(ar?). O

Proposition 8.5. Let |ax?| < c¢y. There exist By, Ey € R and vy, vy € L*(R?) satisfying
v1,v2 > 0 and ||v1 || 2mey, ||va]| 2@y ~ 1, which solve (7.7) and (7.8).

Moreover there exists ¢ > 0 such that forl =1,2 and 0 < j <2
‘(1 — Ay, o—)( < Ceellol+lol), (8.9)

Proof. Equation ([7.7) may be rewritten

1 4
(P(GK)2> — Eo) v = (—(35 + (93) + V) v = Ewo -+ Eap?)o + Epgvo,
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66 Instabilité géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

where we denote by P(ak?) = Py + 3ar*vo® and V = 4p* + 02 + 3ak?vy®> — Ey. The
potential V' is so that V' — oo as |(p, )| — 00, then the spectrum o(P(a)) of P(ax?)
is purely discrete and the eigenvalues are given by the min-max principle (see [§] p.
120).

The first eigenvalue of P(ax?) is therefore given by

po(ar?) = 1}21{;/ (IVul® + (4p® + 0*)u’® + 3arx*vju®) — Eo(ak?),
and there exists wy € H with wg > 0 satisfying

(P(CLI{Q) — E()) Wy = (P[) — E()(Cbli2) + 3611/{2?}02) Woy = ,lt()(a)w(),

and one shows, as in the proof of (8.4)) that wy — uy in L? N L.
Multiply (7.6) by uo and integrate

3a/<a2/002w0u0 + (3 — Ey(ak?)) /wouo = pio(ar?) /wouo,

then according to , po(ar?) ~ Y2ak? when ax? — 0. If a > 0 and ax? is small
enough we can conclude that 0 & o(P(a)).

Let’s look at the case a < 0:

According to the min-max principle, the second eigenvalue of P(ax?) is

o (ar?) = énfL / (IVul® + (4p° + 0*)u’® + 3arx*vju®) — Eo(ak?),
ueH ulwo

and let w; realise the infimum.
We also have

: 2 2 2y, 2 -

5= i, | (VU + 00 o) =t J(00)

realised for u, the second normalised Hermite function. Now, define & = aw; + Bwy

with «, 8 such that ||a||2 = o® + % =1 and a [ wiug+ B [ wiug = 0, then @ € H and

@ L ug. Notice that |a] — 1 and § — 0 as ax® — 0.

One has 5 = J(uy,0) < J(1,0), then we obtain 5 < p(ak?) +e(ar?) with e(ax?) — 0

as ak? — 0, therefore p;(ax?) > 4 for a small enough, and 0 € o(P(ax?)).

As a conclusion, for each choise of Ep, equation admits a solution v, € L? as the

second right hand side f is in L?. However, if we choose E; so that f L vy, we also

have |[vy]|z2 < C uniformly in |a|r? < ¢y, as the eigenvalue Fy(ax?) is simple.

The estimations are obtained as in the proof of Proposition .

By the same argument we infer the existence of v, and Ey which solve equation

and satisfy the estimates . O]
Take y € C3°(R) such that y > 0, suppx C [, 3] and y =1 on [2,3].

Set v = x(Vhp)(vo+hzvi4+hvsy), 0(r,y, h) = v(r\;ﬁk, Froh)and A = ¥+Eo+h%E1+hE2,

and define
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8 Construction of the quasimodes 67

Ly 2
Ugpp = Kkh™2e” Ml 05, (8.10)
Recall that, according to (8.7,
2
Eo(ak®) =3 + L—aﬁ + o(ax?).
27
Proposition 8.6. The function wu,y,, defined by (8.10) satisfies
ihOptapy + W Attapy — |2 *tapp = ah® |[Uapp|*tapy + R(R) (8.11)

with
I(lz* + D)R(R)|[> Sh2 and  [[AR(D)||2 S h2. (8.12)

Proof. By construction, w = v + h2v; + hvy satisfies Eq(w) = thl(h) where Eq is
defined by ([7.5]), and according to Propositions and

1
Ri(h)] < <—+ p3) e—er(lel+lol)
R (G e
and
1
AR(h)] < <—+ p3> a—callpl+lol) 813
| AR, (h)] 1 Vo) ] (8.13)
Now,
Eq(v) = Eq(x(Vhp)w)
= X(Vhp)Eq(w) — hx" (Vhp)w — 2h2 X' (Vhp)dw
+ax(x* — uw’
= hgx(\/ﬁp)Rl + RQ + R3 + R4 = R(h)
Set I = [%, S1u 3, %] and observe that suppy’ C I, suppyx” C I,

suppx(x? — 1) € I and if vhp € I we have
lw|, |0,w| S e_c/‘/ﬁe_d"l,

then it follows A
IATRy|| 2 S e=/VM, (8.14)

forall 0 <7 <1 and 2 < p < 4. According to (8.13]) we also have

IX(Vhp)Rill72 S /(1 + |pl®)e2erlelHlol <

Therefore, coming back in variables (r,y, ), ||[R(h)||;2 < h2. Because of the fast decay
of w we also have ||(r2 + y2)R(h)||z2 < k2, hence ||(|z]|2 + 1)R(R)||12 < h3.

Differentiating u,,, costs at most h~!, then together with and we obtain
IARM)||z2 S he. O
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68 Instabilité géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

Proposition 8.7. Let |a|k? < ¢ fized, let uay, be given by (8.10) and let u be solution
of

{ ihdwu + h*Au — |z[*u = ah®|ul*u, (8.15)

u(0, ) = Uqpyp(0, ),
then ||(u — wapp) (t)|| L2 —> 0 with t, < log(3), when h — 0.

Proof. Denote by w = u — ugy, and by f = ah?g + R(h) with g = |uapy + W|* (Uapp +
W) = [Uapp|*tapp, then

ihOyw + h*Aw — |x[*w = f. (8.16)
We define .
E(t) = / (§(|x|4 + D|wl|?® + h4|Awy2) . (8.17)

e Multiply (8.16] by (Jz|* + 1)w, integrate and take the imaginary part:

1. d

Sty (] 1t + 1) |w|? _Im/ (|z|* + )fw+2h21m/\x|2waw (8.18)

e Multiply A(8.16) by h*Aw, integrate and take the imaginary part:

;h(i/h4|Aw|2 = hﬁm/AfA@—Qhﬁm/waV@. (8.19)

With an integration by parts, we can show that

w2 [P ivul S [ ol ful + bt [ |Bup

therefore

hQ‘/|w|2@wa’ 5h/|x|4|w|2+h3/|x|2|vw|2 < hE, (8.20)
and

hﬂ/wavw‘ §h5/\Aw|2+h3/|m|2|Vw]2 < hE. (8.21)
Then the inequalities (8.18))-(8.21)) yield

h%E(t) < Im/ (%(|x|4 + 1) fw + b |z |’V F VI + h4Awa> + hE. (8.22)

Using the expression of ug,

HuappHLQ S HuOLppHLOo Shz,
3
|Vtappllz S h7h o [Vugplloe S b2, (8.23)
and by definition of £
|2Vl S BB, ||Aw|e < h2ER, (8.24)
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8 Construction of the quasimodes 69

and the Gagliardo-Nirenberg inequalities in dimension 3 yield

lwlp S hIE2, |Vl S B IE?,
1 3
]| e S llwll L]l Aw] 5, S B3B3 (8.25)

e First, the estimates (8.12) on R(h) give
|[ (3(Jz|* + 1)R(h)w + h*AR(h)Aw)|

Szl + DR(A) | 12E2 + 2| AR(R)| 12 B>
<hiE:. (8.26)

o Then, as g = |tapp + W[ (Uapp + W) — [tapp|*Uapp, and according to (8.23)) and (8.25)

i [ ot )| S [l +1) (ol + i)

[appl L= ([[tappll oo + [[w]| 2o ) E

h"'E+h2E:, (8.27)

e Compute

[Agl S [uappl* | Aw] + [tapp| | Vitagy | [ V] + [Vt ][]
Httapp || Attapp ] + | Attagp|[w]* + Jw]*| Aw] + [w][Vew|?,

hence
1aglle S utapplle 1AWl 22 + letappllm [ Vetapplle [ V0]l
IVt 2 0] 22 + [ttappll e [ At Lo e 2
| At 0] + ]2 [ Aw] 22 + o]l | Vool
< hPEr4+h'E+hE?,
then
pt Agm\ < WY Agle | Aw]

< h'E+h2E? + hPE2 (8.28)

Putting the estimates (8.26]), (8.27)), and (8.28)) together with (8.22)), we obtain

d
h—E(t) Sh

ot

+hE+ E? + h™'E”, (8.29)

D=

E
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Set F = E2, then F satisfies F(0) = 0 and
d s 2 -1773
h&F(t) Sh2+hF +F +h™ F”. (8.30)

As long as h™1F3 < hF, i.e. for times such that F' < h, we can write

d .
—F(t) S h

njw

+ F.

Using Gronwall’s inequality, F' < h3eCt. The non linear terms in (8.30) can be removed

with the continuity argument for times ¢, such that e“* < h_%, ie. 1 < log(%) and
one has F(t;,) — 0 when h — 0, hence the result. O

We are now able to prove Theorem [7.3 and Theorem [7.4]

9 Geometric instability

Let |a|x? < ¢p. Consider the function ugy, defined by (8.10]) associate with £ with k = 1
(k will be equal to 1 in all this section).

1 int i -
Ugpp = K26 Meln D,

Similarly, let the function u;,,, defined by (8.10) associate with x’ = x+ hz. Then there
exists \' € R and ¢/ € L*(R?) such that

r L N R L)
Uy = (K + h2)Rh7 27 e nd.

define the functions f, f’ € L(R3) by
f=h"zelin, f=hrelid. (9.1)

Notice that by construction, || f||zz2, |fllzz ~ 1.
We now need the following

Lemma 9.1. The functions defined by (9.1) satisfy

1 = flloe < b2, (9.2)

Proof. To construct f’, we have to solve the system (7.6)-(7.8) with &' = s + hz. We
reorganize this system by identifying the powers of h, and as equation ((7.6)) remains
the same, we deduce (9.2)). O

Proof of Theorem[7.3 (i). Denote by w (resp. ') the solution of (8.15) with initial

condition gy, (0) (resp. uy,,(0)). We have

1" = w) )z = [(tapy = Uap,) (0)]]2

< RIf = fllee + &2 |2 S kB2 (9.3)
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9 Geometric instability 71

by Lemma 0.1 The triangle inequality gives

- 1’ 1 lle2 = &lLf" = fllee — sh2|[ f'] 2
!V =) 1’ —ClihQ (9.4)

K [ef®

v

(v = thapp) (1)1 22

> K

As (N =)t ~ \2/—7?0, ((/4: + h2)? — /{2> t~ \/Tia/{th%, with (9.4]) we obtain, when |a|st > 1

1
(g, = thapp) (B)l[22 = clalth?,

hence, using (9.3))

I =)Dl
= w)(0) 12

which was the claim. O

Proof of Theorem (7). First notice that every parameter or function involved in
this part depends on h even though we do not write the subscripts. We define

u// _ (Ii—l—e’fh)h_?e i\’ teZF’UH

app
= (ktep)e N (9.5)

with €, — 0 when h — 0, and denote by u” the solution of (8.15) with initial
condition ug,,(0). Then

1w = u)(O)llz2 = [l (ugyy — tapp)(0)]] 22
< R = fllee + senll £ e (9.6)

The right hand side of tends to 0 with A because || f” — f||2 — 0 and || f"||z2 ~ 1.
But when £/ is small enough

0y = ) Olle = [ 21|17 = w7 = 2 = w7
1 1
> 3h !N 1’ . (9.7)

Now use (N — M\t ~ \2/—3@((/{+6h)2 — k3t ~ Coaktpey. Take e, = (Cokaty) ™'/
which tends to 0, then if h < 1, |\ — A|t;, > 7 and

sup ||( Uapp u‘lpp)(t)HLQ > K.
0<t<ty

Now, according to Proposition , which can be used as we assume t < log %, we have
for h small enough

sup [[(u” — u)(t)]|L2 = .
0<t<ty,

This last inequality together with proves the second part of Theorem H

71



72 Instabilité géométrique et projective pour Gross-Pitaevskii

10 Projective instability

We conserve the notations of the previous section, but here f; and f; are constructed
with k& = 7 in (7.4).
Define Uy, = ke~ ™M fy 4+ ke™™2! fo and UL, = (k + &5, )e” ! f] 4+ ke™™2! f,.

Lemma 10.1. Let V,,, = Uy or Vo = UL

apps and v be solution of

hhw + 12 Av — |20 = ah?|o],
ihoyw + v —|z|?v = ah®|v|*v (10.1)
v(0, %) = Vi (0, ),
then ||(v — Vapp) (t0) |2 — 0 with t), < log(3), when h — 0.
Proof. Write Vg, = v,,, + vz, With vapp = me_i’\ltfl or vi,, = (k+ep)e” ™! f] and
vgpp = ke~2!f,  As the supports of vapp and vapp are disjoint we have

Zhat( app app) + th( app + vapp) |ZE| ( app + Uapp)
_ ah2 (’Uapp app + |vapp app) + Rl(h) + Rz(m
= ahzlvapp + Uapp| ( app + vapp) + Rl(h) + RQ(h)v

where for j = 1,2, R/(h) is the error term given by Proposition and therefore
satisfies ||(|z]2 + 1) R (h)|| 2 < h? and |ARI(h)||2 < h2. We conclude with the help of
Proposition [8.7] O

Proof of Theorem[7.4. Consider the function u (resp. «’ ) the solution of equation
(10.1)) with Cauchy data U,,,(0) (resp. U, (0) ).

app

First notice that, for ¢t > 0, ||Vy,(t)[|72 ~ 2k*. Compute

Uapp( )U, () (“Jrf‘:h)fl flef™ /\l)t+l€2|f2|2- (10.2)

app

Then for ¢ = 0 we have
/UappU(,zpp(()) ~ 2H27

hence

dpr (u(0), u'(0)) = dpx (Uapp(o) U, (O)) — 0.

app

Let t, < log %, then as (N| — A1)t ~ Coakepty, we now choose

™
Eh = =
CoaKth7

then we have (A| — A\y)t, — 7, as h — 0. Thus

/UGPPUapp( ) — 07

and
dpr (Uapp(tr), UL (t1,)) — arccos (0) =

app

ro]
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10 Projective instability

73
Finally, from Lemma we deduce
e (u(th), Uapp(tn)), dos(u'(t), Ugpp(tn)) — O,
and therefore
dpe(u(tn), ' (th)) = dpn(Uapp(tn), Uspp(th)) — dpw(u(tn), Uapp(tn))
—dpe (W (th), Ugpp(th))
T
> R
— 4
for h < 1; hence the result. O
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78 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

In this paper we are interested in constructing WKB approximations for the non
linear cubic Schrodinger equation on a Riemannian surface which has a stable geodesic.
These approximate solutions will lead to some instability properties of the equation.

11 Introduction

Let (M,g) be a Riemannian surface (i.e. a Riemannian manifold of dimension 2),
orientable or not. We assume that M is either compact or a compact perturbation
of the euclidian space, so that the Sobolev embeddings are true. Consider A = A,
the Laplace-Beltrami operator. In this paper we are interested in constructing WKB
approximations for the non linear cubic Schrodinger equation

{ Dult, ) + Au(t, z) = elul?u(t, z), =+, (11.1)

u(0,2) = uy(w) € H(M),
that is, given a small parameter 0 < A < 1 and an integer N, functions ux(h) satisfying
z&tuN(h) + AUN(h) = 5|uN(h)]2uN(h) + RN(h>, (112)

with ||uN(h)||Ha ~ 1 and HRN(h>HH" S ONhN.

Here h is introduced so that uy(h) oscillates with frequency ~ %

These approximate solutions to (11.1) will lead to some instability properties in the
following sense (where h™1 will play the role of n):

Definition 11.1. We say that the Cauchy problem (11.1)) is unstable near 0 in H (M),
if for all C' > 0 there exist times t, — 0 and uy ,, us,, € H7(M) solutions of
so that

”ul,n<0)HHU(M)7 HU2,n(0)HH°(M) < G,
[u1,0(0) = 2, (0)[|go(ary — 0,
lim sup [[ur,n (8n) = wpn(t)leny = 5C,
when n — +00.

This means that the problem is not uniformly well-posed, if we refer to the following
definition:

Definition 11.2. Let 0 € R. We say that the Cauchy problem 15 locally uni-
formly well-posed in H (M), if for any bounded subset B C H? (M), there exist T > 0
and a subspace Yy C C([=T,T); H?(M)), such that for all uy € B, there exists a unique
solution u € Yp of (11.1) and such that the flow map

ug € B— u(t) = ®4(up) € H° (M),
is uniformly continuous for any =T <t <T.

We now state our instability result:
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Proposition 11.3. Let 0 < 0 < %, and assume that M has a stable and non degener-
ated periodic geodesic (see Assumptions [l and[9 ), then the Cauchy problem (11.1]) is

not uniformly well-posed.

This problem is motivated by the following results: Let (M, ¢g) be a riemannian compact
surface, then in [5], N. Burq, P. Gérard and N. Tzvetkov prove that ((11.1]) is uniformly
well-posed in H?(M) for o > 1. Whereas, in [4], they show that is unstable on
the sphere §? for 0 < 0 < %. In fact they construct solutions of of the form

Wt x) = ke (N7, (2) + 1t 7)), (11.3)

where 0 < k < 1, ¥, = (z1 + ix2)" is a spherical harmonic which concentrates on the
equator of the sphere when n — 400 and where r,, is an error term which is small.
To obtain instability, they consider x,, — K, then

[4n(0) = wp (0) || mro(s2) S | — #in| — 0,

but
g (tn) = wp™ (tn) || o (s2) 2 sl — e in| — 2k,

with a suitable choice of t,, — 0.

We follow this strategy but as the surface is not rotation invariant, the ansatz will be
more complicated than ([11.3]).

This result is sharp, because in [6] they show that is uniformly well-posed on S?
when o > %.

On the other hand, in [3] J. Bourgain shows that is uniformly well-posed on the
rational torus T? when o > 0.

These results show how the geometry of M can lead to instability for the equation
(11.1). Therefore it seems reasonable to obtain a result like Proposition with
purely geometric assumptions.

We first make the following assumption on M:
Assumption 1. The manifold M has a periodic geodesic.

Denote by v such a geodesic, then there exists a system of coordinates (s,r) near -,
say for (s,7) € S'x] — rg, ro|, called Fermi coordinates such that (see [12], p. 80)

1. The curve r = 0 is the geodesic v parametrized by arclength and

2. The curves s = constant are geodesics parametrized by arclength. The curves r =
constant meet these curves perpendicularly.

3. In this system the metric writes
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We set the length of v equal to 27. Denote by R(s,r) the Gauss curvature at (s,r),
then a is the unique solution of

2
8—2 + R(s,r)a =0,
or o (11.4)
=1, — = 0.
a(s,0) =1, 7 (5,0)=0

The initial conditions traduce the fact that the curve r = 0 is a unit-speed geodesic.
In these coordinates the Laplace-Beltrami operator is

1 1 1 1
Am i 1Y) = 20,(=8,) + - .
detgdw( detg g~'V) aas(aas) + aar(aar)

A function on M, defined locally near ~, can be identified with a function of [0, 27| x] —
70, To[ such that

V(s,r) € [0,27]x] —ro, o[  f(s+2m,7) = f(s,wr)

where w = 1 if M is orientable and w = —1 if M is not. Define
1
w1 = 5((&) — 1) € {—1,0} (115)

From (|11.4) we deduce that a admits the Taylor expansion

1
a=1-— §R(s)r2 + R3(s8)r® + -« + Ry(s)r? + o(r?), (11.6)
with R(s) = R(s,0) and
Ry(s) = i_&ka( 0) (11.7)
A T '

for k > 3.

As a(s+2m,r) = a(s,wr), we deduce R(s+27) = R(s) and for all j > 3, R;(s+2m) =
ijj(s).

Let ps = 502 + p? be the principal symbol of A, and

(d oy _Op 20 d o Opp o 1\,

dts(t)  do a?’ dta<t) - 9s 8S(a2)07

d iy _o d v O 51 (11.8)
dtr<t) - ap —2/07 dtp(t) - ar - aT(a2)07
[ 5(0) = s0, 0(0) = 00,7(0) =19, p(0) = po,

its associated hamiltonian system, where py = po(s(t),r(t),o(t), p(t)). The system
(11.8) admits a unique solution and defines the hamiltonian flow

@ 1 (80, 00,70, po) = (s(t), (1), 7(t), p(t)).

The curve I' = {(s(t) = t,0(t) = 1/2,7(t) = 0, p(t) = 0),t € [0, 27]} is solution of ([11.8))
and its projection in the (s, r) space is the curve 7. Now denote by ¢ the Poincaré map
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associated to the trajectory I" and to the hyperplane ¥ = {s = 0}. There exists a
neighborhood N of (¢ = 1/2,7 = 0, p = 0) such that the following makes sense: solve
the system (11.8)) with the initial conditions (0, o, 79, po) € {0} x N and let T' be such
that s(T') = 2m, then ¢ is the application

¢ (1o, po) — (r(T), p(T)).

Moreover, the Poincaré map is continuously differentiable (see [13] p. 193). To obtain
its differential d¢(0,0) at (0,0), we linearize the system ({L1.8)) about the orbit T', i.e.

%s(t) = 20, %o(t) =0,
(11.9)
d d

o) =29, Sot) = 2 Rs()r

%(;):(_2/2 3)(;) (11.10)

Hence the application d¢(0,0) is

d¢(0,0) : (1o, po) — (r(2m), p(2m)), (11.11)

where (r, p) solves (11.10). As d¢(0,0) is symplectic, it admits two eigenvalues A and
A~! that are called the characteristic multipliers of the system (11.10). We add the
following assumption on 7, which can be formulated in terms of the eigenvalues of

de(0,0):

then o = 1, s(t) =t and

Assumption 2. The geodesic 7y is stable, i.e. dp(0,0) is a rotation. Then the multi-
pliers take the form A = € and A= = ¢ with A\ € R. We assume moreover that
there exist 7, > 0 such that

A
V(p,q) € Z x N p—all 2 a (11.12)

(p.a)l”
where |(p,q)| = |p| + |q|. When this condition is fulfilled, we say that v is non degen-
erated.

Remark 11.4. Almost every A € R satisfies (11.12) with = > 1. This is an easy
consequence of [1] p. 159, e.g.

Examples 1. Let M be a surface which has a periodic geodesic v. In the general case,
the eigenvalues of dp(0,0) defined by are A = pe? and A™' = p~le ™, with
A+ATeER,, ie

(p—p Y)sin\ = 0. (11.13)

Assume that M is a surface of revolution and that R > 0 on . Then the characteristic

multipliers are
A= pezm'\/ﬁ and A1 = p—le—Qm'\/ﬁ'
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i) If A\ = 27V R satisfies (I1.12) then p =1 and M satisfies the assumptions.
ii) Let 2v/R & N. Let M be a perturbation of M, and denote by
A= ﬁeij‘ and A7'= ﬁ_le_ii,
the new characteristic multipliers.
By (11.13), p =1, and Assumption 2 is satisfied almost surely.
ii1) Let a > 0, then the torus M = R/Z x R/aZ is not under the hypotheses : in this
case dp(0,0) is not diagonalizable.

Notice that the function r which satisfies (11.10)) is solution of
i(s) + R(s)y(s) = 0. (11.14)

Consider ag the solution of (11.14)) with initial conditions ag(0) = 1 and ao(0) = 7.
Then, from the Floquet theory, there exists a 2r-periodic function P so that

ap(s) = e’%‘gp(s)
(or ag(s) = exp (—izs)P(s), but A can be replaced with —\).

Here, and in all the paper we denote by f = % f if f is differentiable. This notation is
motived by the fact that s will play the role of a time variable (see section .

In order to prove Proposition [11.3] we construct stationnary approximate solutions of
(11.1)), as stated in the following theorem

Theorem 11.5. Assume and . Let h €]0,1] such that % e N, let k,o0 > 0 and
k € N. Let \ be given by Assumption@ and wy by .
Define Eg(k) = — =X + 2k(wr — 2).
Then for all N € N, there exist A\y(k) € R and a family uy(h) such that
Cih? < lun(h)||z2any < C2h” with Cy, Cy > 0 independent of N and h, and
— Aun(h) = An(k)un(h) — elun (h)Pun(h) + RN gn (h) (11.15)
with for all N € N
18N g () |z ary S V0
Moreover
v (k) = 1 zEo(kz) + Lz-:/£2h2(’00 + O(1)
h? h Vh ’
where Cy > 0 is independent of €, k and o.

Remark 11.6. The analog of Theorem was proved by J. Ralston in [T]|] for the
linear case (¢ = 0), with the same type of assumptions.

Remark 11.7. Consider the more general equations
10 + Au = F(u), (11.16)

where F': C — C is a C*™ function. The result of Theorem 18 likely to hold with
other nonlinearities F(u), for example for F(z) = 23, F(z) = 2* or F(2) = (1+]2]?)*2
with o < 1. Howewver, the instability phenomenon s strongly related to the gauge
invariance of the equation (11.16)).
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The scheme of the paper is the following: Thanks to a scaling, we reduce the problem
to the resolution of linear Schrodinger equations with a harmonic time depen-
dent potential, and we will see, using Assumption [2 that these equations have periodic
solutions. To prove Proposition we show that the family wuy(h) provides good
approximations of in times where instability occurs.

Notations. In this paper ¢, C' denote constants the value of which may change from
line to line. We use the notations a ~ b, a < b if éb < a < Cb, a < Cb respectively.
By 0; ; we mean the Kronecker symbol, i.e. 6;; =0 fori # j and 6;; = 1.

Remark 11.8. In the sequel we do not always mention the dependence on h of the
functions: we will write u, f, r;, ... instead of un, fn, Tip, -

Acknowledgements. The author would like to thank his adviser N. Burq for his con-
stant guidance in this work, P. Pansu for his help in the frame of geometry, and B.
Helffer for having pointed out the reference [10)].

12 The WKB construction

Consider the equation
— Au = M — e|ulu. (12.1)

Given h > 0, we are looking for a solution of the form
u= (Wfiei%f(s,'r, h), (12.2)

where 6 = kh?, with Kk > 0 and 0 < o < i. In all this section, ¢ will play the role of a
parameter.

We try to find a solution (u, A) of (12.1]) of the form

we~ Y WPup A~ hTEY TR

520 >0

As we will see, identifying each power of h will lead to a linear equation which can be
solved with a suitable choice of A;.

Choose h such that A~ € N, this ensures that exp iy is 2r—periodic. Such a condition
on h is natural and is known as a Bohr-Sommerfeld quantification condition.

With the ansatz ((12.2)), equation ((12.1)) becomes

12 ,, 1 1.1 i
—g(ﬁasfﬂLasf — 2 ) — gas(a)(ﬁf—i_asf)
—92f — a;aarf = \f — e82h 3| fIPS. (12.3)

We make the change of variables 2 = - and set v(s,z,h) = f(s,vhx,h). Thus
o f = \/iﬁﬁxv and 92 f = +02v.

Sl

83



84 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

Therefore we now have to find v ~ Y., hi/%v;.
Using ((11.6)) we obtain the following Taylor expansions in A

1
— =1+ hRa? — 203 Rya® + O(h?),

a
a'9,(a) =0O(h) and a 'd.a=0O(h?).
Equation (|12.3)) can therefore be written, after multiplication by %h
- Lo L
1050 + 583621 - ERar v

1R
 2h

(12.4)

1
v+ h2Ryzv + 5552h% lv[*v + hPv,

where

P = A10? 4+ A0, + A30, + Ay (12.5)

is a second order differential operator with coefficients A; = A, (s, z, h) satisfying A;(s+
2m,x,h) = Aj(s,wz, h) for 0 < j < 4.

Denote by E = 1_2){‘2 =Eg+h*E;+-- -+h§Ep—|—0(h§) and write v = vy +h3v; +-- -+
hgvp + o(h%) and by identifying the powers of h we obtain the system of equations:

1 1
(185 + 582 - §Rl‘2 - E())UO = 0, (126)
1 1 1
(z@s + 563 — §R$2 - EO)Ul = Ewo + Rgl'g'l}o —+ 55(52|Uo‘2?)0, (127)
o1, 1, N
(z@s + 5636 — §R]§' — Eo)’l)p = Ep?](_) + Qp' (128)

so that the (j + 1)th equation of unknown (v;, £;) corresponds to the annihilation of

the coefficient of hz in (12.4)).
Here @), is a function which only depends on z, s, (v;)j<p—1 and (E;),<p—1-

Remark 12.1. Notice that thanks to the scaling, we have reduced the problem (12.1)) to

the resolution of linear equations. However we have to solve them exactly; no smallness

assumption on x is possible, as x can be of size ~ \/LE

In this section we will show

Proposition 12.2. For all p € N, there exist (Eo,- -, E,) € R and (vo, -+ ,v,) €

(C>([0,27], S(R)) )pH with vy # 0, which solve the system ((12.6)-(12.8)).

This permits us to construct approximate solutions of ([12.1)); more precisely, we will
obtain the following proposition, which is the main result of this section.
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Proposition 12.3. Let x € C5°(] — ro,ro[) be such that 0 < x < 1, x = 1 on
[—70/2,70/2] and suppose moreover that x is an even function. Let 6 > 0. Denote

by

uA&m=6winméww+h%u+~wwﬂ%xa§%> (12.9)
and by
1 2 »

Then w, satisfies ||uy| 2y ~ 6 and
— Aup = Apup — 6|up|2up + hp%lgp(h) (12.11)

with
vh €0, 1], Vn €N, [|h"T gy(h)|l e (o2nxr) S 0R"F .

12.1 Preliminaries: the analysis of the linear equations

We will solve the system ([12.6))-(12.8)) for z € R. Notice that the Fermi coordinates
are only defined for |r| < rg i.e. for x < 77 That’s the reason why we need the cutoff

which appears in the Proposition [12.3]
We first give an expansion of the operator P defined by .
Lemma 12.4. Let
P(s,z,h) = Ai(s,z,h)0? + Ay(s,z,h)0s + As(s,z, h)0, + As(s,z,h),
be the differential operator defined by m Then for all p > 2, P can be written

D
2

(s,z,h) Zh Pi(s,x) + h2 Py(s,z,h), (12.12)

so that
i) For all0 <k <p-—1,
Pa(s, ) = AX(s, 2)0% + AS(s, 2)0, + Ab(s, 2)0, + Al(s, ),

where A;? € COO([O, 27| x R), for all s € [0,27] the function x — Af(s,x) is a polyno-
mial and A (s 4 2, x) = A¥(s,wz).
it) Let x € C3°(] — ro,70[) and v € C>([0,27], S(R)), then for all n € N, there ezists
C = C(p,n) independent of h €]0,1] so that

Ix(h22) Byo(s, @) (o 2mjxmy < C- (12.13)
Proof. We first compute the coefficients of P.
By the Taylor formula near r = 0 we have

p+3

—(s,7) = 1+ R(s)r* = 2Rs(s)r® + > r*Ry(s)
a
k=4
pptd ot or+e q
S — _ 4)pt3 b
+(p+3)! /0 (1-1) arp+4(a2)(87tr)dta
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where Ry, is given by (11.7)).
Now write r = vhx and obtain

i?(s, Vhz) =1+ hR(s)z? — Zh%Rg(s)x3 + h*I(s,z, h), (12.14)
a
where
p+3 . » l,p+4 1 s ap+4
(5,2, h) Zh SR+ / (1—t) W( ) (s, Vart)dr. (12.15)
Similarly
1
~0:(-)(s, Vha) = hly(s, z, h), (12.16)
with
e eeahl 1
]2(va7h) = Zh k" @( )( )
k=2
» xPt? 1 o2 q
o (p+ 1)!/0 S _t>p+18rp+2(a " ))( Vhatyds, (1217)
and
8Ta 1
——(s, Vhx) = h2l5(s,z, h), (12.18)
where

8p+1

p X ! &a
+h? /0 (1— t)pW(T)(s, Vhat)dt. (12.19)

Plug the expressions ([12.14]), (12.16)) and ((12.18)) in equation ((12.4), and deduce that
coefficients A; are

1
Al = 5(—1 - ]’LRCL’Q + Qh%Rgl’g - ]’LQIl),
1

Ay = —iRa®+ 2ih? Rea® — ihl, — o1
1
A3 - _§]3a

1 :
A4 = 5([1-2]2).

Then with the developments (12.15)), (12.17)) and ((12.19)), we see that for all 1 < j <4
and 0<k<p—1 2+ Af(s,x) is a polynomial. Moreover as a(s + 2w, x) = a(s, wx),
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we also have A¥(s + 2w, x) = A%(s, wx).

To obtain the bound (|12.13]), we now have to control the integral rests which appear

in (T2.15), (T2.17) and (12.19).
Let ¢ € N* and let (s,r) — f(s,r) be one of the functions a2, a=19,(a™") or a=1d,.
Let x € C*(] — 19, 0[) and define F, by

1 aq
F,(s,z) = x(Vhz) / (1—75)'1—1% f(s,Vhat)dt.
0
As f € COO([O,QW]X] — fro,ro[), we deduce that for all ny,ny € N there exists C' =
C(q,n1,ns), independent of h €]0,1] so that
V(s,z) € [0,27] x R, 00102 Fy(s,x)| < C. (12.20)

Now let v € C>([0,27],S(R)) and n € N. We can assume that n > 2, so that H" is

an algebra. Then by ([12.20))
|29 Fy || (0,20 xR) < ClFyl| 5 (0,277 xm) |27 0| z1 0,201 xm) < C, (12.21)
and this yields ii). O

Consider the Hilbertian basis of L*(R) composed of the Hermite functions (¢)i>0
which are the eigenfunctions of the harmonic oscillator H = —102 + 122, ie. Hypp, =

(k 4+ 3)exr. Moreover @p(x) = Py(z)e /2 where P, is a polynomial of degree k with
Py(—z) = (=1)*Py(z). The link between the s-dependent operator —302 + £ R(s)z?
and H is given by the following result proved by M. Combescure in [10].

Theorem 12.5. Let ag : R — C be the solution of (11.14)) with a(0) = 1, ao(0) = 1.
Define

1 ao
o = 10g|a0|7 p= Zlog a:o’

let the unitary transform T'(s) be defined by
T(s) = eid(s):c?/Qe—ia(S)D, where D = —%(CE -V+V-1),

and let U(s,T) be the unitary evolution operator for —302 + S R(s)x?, i.e. U(s,T)p is
the unique solution of the problem

@&+%%—%m@ﬁwza
u(r, ) = ¢(z) € L*(R).
Then we have for any s, 7 € R
U(s,7) = T(s)e G- BOH(7)=1

Remark 12.6. The functions o and 8 are well defined: suppose that there exists sq
such that ay(so) = 0, then Reag and Imagy are linearly dependent, which is impossible
with this choice of the initial conditions.
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Remark 12.7. Define 0(s) = B(s) — 2s where X is given by Assumption @ Then «

and 6 are 2w-periodic real functions. Moreover a(0) = &(0) = 5(0) = 0(0) = 0.

Denote by S(R) the Schwartz space, i.e. the space of smooth functions which are fast
decreasing and their derivatives too.

Proposition 12.8. Let ¢y € S(R) and E € C. Let f € C*([0,27] x R,R) be such
that
Vn e N, Vs € [0,2n], 97f(s,-) € S(R),

in other words f € C*([0,2n],S(R)).
Let ¢ € C* ([0, 2], L*(R)) N C° ([0, 27], H*(R)) be the solution of

(
. 1 1
0.+ 5020 = SR($)a% = B = f,
¥(0,2) = Yo(x).
Then ¢ € C* ([0, 27], S(R)).

(12.22)

Proof. By replacing 1) with %)), we can assume that E = 0. The solution of equation
(112.22)) is given by

V) = U Oo—1 [ Ul s
= T(s)e B&H (wo — i/s ePOHED ()L (7, -)dT) . (12.23)

0

As D is a transport operator, we have
T,T7':C>([0,27],S(R)) — C>= ([0, 27], S(R)),
we only have to show that
¢PH ¢ ([0, 27], S(R)) — C> ([0, 27], S(R)).
This follows from the fact that 3 is regular and ¢! : S(R) — S(R). O

The description of U given in Theorem [12.5| yields the following representation of
U(S,O)g@k:

Proposition 12.9. For all k € N and s,z € R we have
Ul(s,0)px(z) = 4)2%/2mi(3HRIB() g=gals) 5, (ze ). (12.24)
Proof. According to Theorem [12.5, and as Hyy, = (k + 3)¢x,
U(s, 0)9% _ eid(s)x2/2e—i(kz+%)B(S)e—ia(s)D(pk'

Denote b s) = e )Py Then f is solution of the transport equation
Y 2

O.f = —%o'z(s) (0,f + Ou(af)) = —%d(s)(f 4 220, )
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with Cauchy data f(0,2) = ¢g(x). Make the change of variables ¢ = «(s) and set
g(0) = f(s). Therefore g satisfies 0,9 = —3(g+2x0,9). The equation z = &, 2(0) = z
admits the solution xz(7) = ze” and the characteristics method gives g(7,z(7)) =
e 27 pp(z0) = e~ 27y (z(7)eT), hence

f(s) = e_%a(s)cpk(xe_a(s)).

]
Corollary 12.10. Let k € N, define wy = 1(w — 1) and
Eo(k) = —EX+ Lk(w; — 2). Then
we = e PBU(s,0)p
_ isEo(k) gic(s)z? /2 —i(5+k)B(s) eiéa(s)gok (x e*a(S)) (12.25)
s solution of the equation
: L, 1 2
(i0s + 5835 - ER(S).T — Eo(k))wy(s, z) = 0.
Proof. On the one hand, from Proposition we deduce
wi(s+2m,x) = e 2R AGtR) ) (5 2) = e Ty, (s, 1)
= (=D (s, ) = wi(s, w).
On the other hand, wy, satisfies (12.6)) because of the definition of U(s,0). ]

Fix ky € N and take vy = wy, with the previous choice of Ey(kg). This choice corre-
sponds to the kgth level of energy for the harmonic oscillator.

Remark 12.11. Until now we didn’t use the restriction (11.12)), but it will be crucial
in the following.

Proposition 12.12. For all p > 0, there ezist E, € C and

v, € C([0,27], S(R)) which solve .

Remark 12.13. As stated in Theorem the E;’s are in fact real numbers. This
will be proved in Lemma [12.17].

Proof. We proceed by induction on p € N.

For p = 0 the result was proved in Corollary

Let p > 1, and suppose that for all j < p—1 there exist E; € Cand v; € C* ([O, 27, S(R))
which solve the (j + 1)th equation of (12.6). When p > 2, set

1 p—1
Up—1 = h2ui 4+ h 2 vy,

Ep—l — h%El + te + h%Ep_l
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and ¥y = Fy = 0. By (12.12), the function Q)p given by ((12.8)) is the coefficient of h% in

the expansion in h of

3
L

k
2

~ B 1 B 5
Ep_l’Up_l + 58(52|U0 + Up_1|2<U0 + Up_l) + h( h
0

Pk) (UO + ﬁp_l).

i

Now using the regularity of the v;’s and the fact that for all 0 < k < p —1, P, is an
operator
Py : C>([0,2n],S(R)) — €*>([0, 27], S(R)),
we obtain @, € C*([0,27], S(R)).
Moreover @, satisfies, V(s,z) € [0,27] x R

Qp(s+2m,z) = Qp(s, wx)

because this property holds for the v;’s, and a.

Define F,(s,x) = e*"d(s)em(s)xQQQP(s,xeo‘(s)), then F, € C*°([0, 27], S(R)) and satisfies
Q,(s,x) = &P 2F (5 2e7®)) and F,(s + 27, 2) = F,(s,wz). Let us decompose F,
on the basis (¢;);>0: there exists a unique family of smooth functions (g (s));>0 € I*(N)

so that
= F(s)ei(w). (12.26)
Jj=0
Then
Zg] 1212 th s)wj(s, x) (12.27)
Jj=0 j>0
where according to (|12.25))
hh(s) = eisEo(j)ei(%'i-j)ﬁ(s)e%a(s)g?(s). (12.28)
We have
(s,wz) th s)w;(s, wr)
7>0
but also

Qp(s,wx) = Qp(s+2m,x) = Z h%(s + 2m)w;(s + 27, x)

Jj=0

= Z h%(s + 2m)w; (s, wr),

Jj=0

and from the uniqueness of the h%’s we deduce h’(s + 27) = h¥(s).
We are now looking for a solution of - of the form

Up(s,z) = Ze?(s)wj(s,x) (12.29)

Jj=0
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12 The WKB construction 91

where the e? 's are 2m-periodic functions. For all 7 > 0, by Corollary [12.10| we have
, 1 1 . :
(i0s + 583 — §Rx2) (ebw;) = iehw; + (Eo(ko) — Eo(j))ehw;,
hence we have to solve the equations
ie? + (Eo(ko) — Eo(j)) e = hE 4 810 Ep. (12.30)

As Ey(ko) — Eo(j) = 2(ko — j) (w1 — 2), the solutions of (12.30) take the form

el(s) = e2i(ko=)(w1=2)s (CF - z'/o h?(T)e’%i(kofj)(wl’%)TdT) (12.31)
for j # ko, and

e, (8) = CF — Z/ iy, (T)dT — i E)ps.
0

The constants C7 € C and £, € C have to be determined such that ef(s +27) = €}(s).
e Case j = ko:

2
e (s +2m) = —i /0 W (r)dr — 2miE, + e (s),
thus ey is 27-periodic iff

1 21

E, = "o |, hy, (T)dT. (12.32)

e Case j # ko:
Denote by hf : 7 h?(T)e’i%(ko’j)(‘“l’%)T and by K = e/(ho=)(m1=%) Then

s+2m 2 s+2m
/0 B(r)dr = /0 B (r)dr + /2 2 (r)dr

™

and by (12.31])

A

s+2m
e (s +2m) = Ke'2loma=2)s(CF — /0 hP(r)dr)
2T s
= eié(ko—j><wl—i)S(K0§—z'K/ hf;(T)dT—z'/ Wh(r)dr).  (12.33)
0 0

Notice that K # 1, as A € 7Q and choose
. 2
o _ 1K
TR -1,
then according to (12.31)and (12.33)), the function e} is 2r—periodic.

Now, we show that the constants C¥ are uniformly bounded in j > 0, so that the
function v, given by ([12.29)) is well defined. We first need the

hé’ (7)dr,
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92 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

Lemma 12.14. Let (h?);>0 € I*(N) be the family of 2r—periodic functions defined by
(12.28) and hi(s) = > .zl s its Fourier decomposition. Then for all ny,ny € N

neZ ~l,j
there exists CP > 0 such that for all j € N

Zj2n1l2n2|cﬁj|2 S CP.

leZ

Proof. Consider the function F,, € C*([0, 27}, S(R)) which defines the family (¢7(s));0 €
I?(N) with (12.26). Denote by H = —182 + 122

5 . Let ny,ny € N and decompose the
function 072 H™ F), on the basis (¢;) ;>0

0P H™ Fy(s,y) Zg]

j7>0

where (§7);>0 is a smooth family of functions in I*(N).
Using that Hp; = (j+3)¢; and that F, € C>([0, 27}, S(R)), we have for all ny,ny € N

0 H™ Fy(5,) = Y2+ )" (9™ (5)3(0)

By uniqueness of such a decomposition,

(G4 @)) = @)z € V)

Jj=0

Then by the definition (12.28)) of h? , an easy induction on ny,ny € N shows that

(" ())) . € P(N)

. Write the Fourier decomposition of h?

:Zcfel

nel

and by Parseval

™

YOS =Y / |(hE)(") (s)%ds < CP.

>0 I€Z 3>0

In particular, for all j € N
Zj2n1l2n2|cf7j|2 S Cp’

leZ

hence the result. O
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12 The WKB construction 93

End of the proof of Proposition|12.12: Using the Fourier decomposition of h; we obtain

ZK 27r~
c? = Fa 1/ he(7)dr
iK L e (A
_ o / i~ (k=)= 2))r
K-14z o
&
S J . (12.34)
; [ —5(ko = j)(w1 —3)
With Assumption [2] we have
1 ) A 1 . A
‘l—ﬁ(ko—J)(Wl——)| = §|(21—(7€0—])W1)+(k0—])—|
m m
> 1 . -
2[(20 = (ko — j)wr, ko — J)|7

and for j > ko, [20 — (ko — j)wr| + [ko — 5] < 2(|I| + [7]), then

1
[ —=(k > 12.35
= 5tk0= = 21 2 gy (12.35)
Hence, from ([12.34)) and ([12.35]) we deduce
C2V S AU+ D7 S 111 + 1) (12.36)
lez I€Z.
By Cauchy-Schwarz and Lemma [12.14] from ([12.36]) we obtain
1+ ,
C’p < T I
G & e+ )
L3 2 2y s
S O ) (o P+ s+ 17)
— (1+11])
€L leZ
< o (12.37)

Set

vp(s,x) = Z el (s)w;(s, ).

J=0

For all j € N, s — €/(s)w;(s, ) is continuous and there exists ¢ > 0 such that for all
J > ko, and for all s € [0, 27]

€5 (s)w; (s, 2)| < 195 (s)llpj(ca)]

and this shows that v, € C([0,27], L*(R)). Now using Proposition we conclude,
by uniqueness of such a solution, that v, € C*°([0,27], S(R)). O
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94 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

12.2 The nonlinear analysis and proof of Proposition [12.3

Lemma 12.15. The constant E; given by Proposition writes
E, = —6%Cy where Cy > 0 is independent of € and J.

Proof. Consider the equation
: Lo 1., 3 [FCTRNT
(283 + 50:6 — §Rx - Eo)vl = Fivy + Raz’vg + 555 |vo|*vo,

with

vo((s, ) = e PFolko) gid(s)2%/2¢ =i(5 +ho)B(s) g~ 30(s)

By the definition of @), (see (12.8))),

ko (me’a(s)) .

1
Q1(s,x) = Rs(s)z*vo(s,z) + 5552|vo|2vo(3, x),
and by ((12.27)), @1 can be written
Qi(s,z) = Z hjl-(s)wj(s, ).

Jj=0

According to formula (12.32)), we only have to compute the term h}m in the previous
expansion.
Write the expansion of |¢g, |*¢k, on the basis (¢;); >0

|oxo P10 = ZP;‘%A (12.38)

J=0

with p; € R and p; = 0 for j — kg = 1 mod 2 as ¢r(—z) = (—1)F ().

Then by ([12.38)) and the expression (12.25) of w;

3 Xe i(1 s) —3a(s —a(s
o 2vo(s,2) = e i8Polko)gid(s)7*/2g=il5+k0)B(s) g~ ()|<,0k0|290k0($e ())
_ Z pjei5F0 (ko) id(5)? /2o =i(5 ko) B(5) g~ 3(s) (ze=o®))
j=0
= > fils)w(s,x)
j=0
where
) — o i8(Eo(ko)—Eo(4)) n—i(ko—5)B(s) n—a(s)
fi(s) pje e e
— pje—i(ko—j)(9(8)+%w1)e—a(8)'
Therefore fy,(s) = pre™* with, using (12:38), pr, = [ |0, [* > 0.
In the same manner we write
Por,(2) = D g55(2), (12.39)

J20
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12 The WKB construction 95

with ¢; = 0 when j — kg = 0 mod 2 and by ([12.39) we have
Rs(s)xvg(s, )
= Ry ( ) —stO(ko)eia(s)x2/2 —i(%—i—ko)ﬂ(s)e%a(s)(me—a(s)>3(pk0 (Ie—a(S))

= Z q; R (s)e sFolko) g ilz Tho)B(s) g30(s) i ()72/2 (o).
Jj=0

By (|12.25)) we have

eio'z(s)xz/QSOko (xe_o‘(s)) — oi5B0(1) oi(3+9)B(s) gz ols)

Then
Rs(s)x (s, z) = Zf] s)w;(s, x),
7>0
where

_ qug(S)G_i(ko_j)(6(5)+%w1)63a(8).
Then fko =0as ¢; = 0 when j — kg = 0 mod 2. Thus
1 1 —afs
hi, (s) = Eeészo(s) = 5652pk0e (),

Finally, from (|12.32)) we deduce
1 2m
E, = ——5(52pk0/ e Mdr = —£6%C,
4m 0

where Cy > 0 as pg, > 0. O

Lemma 12.16. Let ¢ € C°(R) such that ¢ = 0 near 0, and let f € S(R).
Then for alln, N € N, there exists C = C(n, N) so that

[ (h2 ) fllmm ey < CRY. (12.40)

Proof. We only show ((12.40) for n = 0, the general case follows from the Leibniz rule.
We can assume that supp®y C [a,b] with @ > 0. Then as f € S(R), for all N € N,
there exists C'y > 0 so that

1
Thus
L b
[ R @k = w7 [ @R eetopds
Na L[ , 1
< Cyh _2/a ()] de
< ONhN_7
hence the result. OJ
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96 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

Proof of Proposition[12.3. Let p > 1, and consider
V(s ) = (vo + hovy + -+ hgvp)(s,x),
and 3 )
E,=Ey+h?E +---+h3E,,

where the v;’s and the E;’s are given by Proposition |12.12]
Let x € C5°(] — 70,70]) be an even function such that 0 < x < 1 and x = 1 on

[—7’0/2,7“0/2].
We claim that there exists G,(h) € C>([0, 27], S(R)), so that

\V/TL € N7 ||Gp(h)||H"([0,27r]><]R) S Cn,py (1241)

where C,,, is independent of h €]0, 1], and such that G,(h) satisfies

1, 1 -
x(hia) (0, + 502 = SRa* = B,)V,
pt1

1 ]. 1
—h RyzV,, = Se0*hH |V, 2V, - thp) — WG (h). (12.42)

By construction of the v;’s and the Ej’s, in the Lh.s. of (12.42), the coefficient of h’
cancels for 0 < 7 < p.
Then write the expansion in powers of A

1 3p+1
k
5552%’2‘/}) =) h2Vy,
k=0
and use (|12.12) to obtain
i k ~ P fliasy k
hPV,=h(> h2P +h2B) (Y hrvy) =Y b2 W)
k=0 k=0 k=0
We therefore obtain the explicit formula of G, (h)
2p+2 3p+1
p+1 1 k 1 k 1 p+1
h%Gp(h) = —x(h2x) Z hzWF — x(hzx) Z hzVF — X(hﬁx)h%Rgx?’vp
k=p+1 k=p+1

p+1
p+1

2p
= —n"x(hda) (YRR ST RSV 4 Ryatu,).
=0 =0

The bound (|12.41]) then follows from an application of Lemma m
Denote by V, = X(h%x)vp, and write

PV, = (A0?+ A0, + A0, + Ay)(x(hZ2)V))
= X(h2z)PV, + h2x'(h2z) A5V,
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13 The instability for the nonlinear Schrodinger equation 97

By (12.42]) we deduce that
1., 1 - _ - )
(10, + 507 = 5 Ra® = E,)V, - h? Rsz®V, — 555%% IV, |2V, — hPV,
p+1 1 1 ]. 1
= h"T GP 4 b2y (h22)d,V, + S (hx )V,
1
+ e hix (1= ) (b )|V, 'V, — hax (h2 o) AsV,
= h”“(; L(h).

Each of the functions x/, x”" and x(1 — x?) vanishes near 0, hence by Lemma [12.16| and
(12.47)

Vn e N, Hép(h)HH”([O,ZW]X]R) < Chp- (12.43)
Finally, set
r
— §h1elh V( —),
\/_

then

2 -5 p+1
— Aty — Ay + £luy[Pu, = Eelzh%ap(h),

and g,(h) = 2¢'% G, (h) satisfies the conclusion of Proposition [12.3 by (12.43).

Lemma 12.17. Let p > 1 and E, given by Proposition (12.12)). Then E, € R.

Proof. We already know that Ey, F; € R. Let p > 3. Multiply (12.11)) by %,, integrate
on M and take the imaginary part

0= lupfo1mn 2, + 5T [ g, (1)
As ||uy||z2 ~ 1 and ||gp|lz2 S 1, we obtain the estimate

p—1 p—1
[T A [ S A2 gl 2 llupll 2 S B2

and as )
Im\, = —2(Im Ey + h2Im E3 4 --- + b7 ImE)

it follows that forall 0 < j <p—1,ImFE; =0, i.e. E; € R. n

13 The instability for the nonlinear Schrodinger equation

13.1 The error estimate

Proposition 13.1. Let o > 0, o €]0, %1] and let v € H2(M) be such that
llze ST, follee S hT3, | Av]|e S A7,
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98 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

and suppose that v satisfies
10w + Av = elv|*v + h*R(h),
with for all B € [0,2], ||R(W)||gs S h7P. Let u be solution of

10 + Au = elul*u,
u(0,2) = v(0,x).

Then, if a > i + 30 we have
|(w—v)(tp)||ge — 0 when h — 0,
where t), ~ h2=2° log().
Proof. Define w = u — v and
E(t) = [[w||z> + [h*Aw|]z..

We have F(0) = 0 and the following estimates:

lwlle < B2, [|Aw|e <h 2B, |Vl <h B (13.1)
The function w satisfies the equation

10w + Aw = e(|w + v]*(w + v) — |[v]*v) — R*R(h). (13.2)

The energy method gives

14
pailole = tm [ @+ o+ )~ o) - b R(h)

S hwllze + lwllze + wlZallv] 7
The Gagliardo-Nirenberg inequality gives
lwlza S NwllZ=Vwllz. < 2E?

and as ||[v]z~ < h™177, we obtain

Ll S hBd 1o E T o2E (133)
Now, apply A to
10, Aw + A%w = eAA — h*AR(h), (13.4)
with
A = |w+v(w+v) —|v]Pv

= 2wl +wv* + w* + 2lw|*v + |w*w
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13 The instability for the nonlinear Schrodinger equation 99

then

[AAl S ol |Aw] + o[ Vol V| + [Vol*lw] + [v]|Av|fw]
+HAv[[w]* + [w*| Aw| + w][Vw|*,

hence

IAAllL: S llvllZelAwllzz + (V]| [ VU]l o [Vl 22 + V0l oo ]l 2
vl oo [|AV[| oo ]| 2 + (| AV]| o 0] 70 (13.5)
Hlwl e [Awl 2 + w] 2] V| Za.
The following inequality holds in dimension 2
< hlE:z,

Y

1 1
[wllzee S 1wl £2 | AwllZ

and with (13.1)) and (13.5) we deduce

IAA||: S RT3 Bz 4 W1 E + b S,
But 13 5 1 3 5 1 3
h™+TE =h"i""Eih?Es ShT B + h B>,
and we obtain . X ,
IAA) |2 Sh 2™ B2 + h1E?. (13.6)
Now, using ((13.6)) and ||A(R(R))]|z2 < b2, the energy method and the Cauchy-Schwarz
inequality gives
1d

5&HAUJH%2 = Im/AE(AA—hO‘AR(h))

< WEER(hOT 4 RSP ER 4+ hUER), (13.7)

[l

therefore from ([13.3]) and ((13.7)) we have
d 1 1
EE <h*E? + h 2" F + h?E”.

Interpolation gives
1-g g ol
[wllme S llwllee + ([l g S llwllee + wll. * [[Awll 7. S h77E? = F.
The function F satisfies F'(0) = 0 and

d
T A hoEtO R g pe 3, (13.8)

As long as h™ 2T F3 < 732 F je. F < h1, we can write

d 1
—F < hfaJra hf—JrQUF
dt Y + 2 )
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100 Instabilité géométrique pour Schrédinger sur des surfaces

and the Gronwall inequality yields

1_ 7%+20'
F SJ ha+2 30’eCh t'

The non linear term in ((13.8)) can be removed with the continuity argument for times
such that .
ha+%730e0h_?+2"t < hg+n
~ )
with n > 0 ie. fort < (a—;— 30— n)h%’% log +, which is possible with 7 small
enough as we assume o > i + 30. O]

Corollary 13.2. Let k > 0,0 < 0 < + and set § = kh®. Denote by v = e~ ?stug where

ug and A3 are defined by (12.9) and (12.10)) respectively.

Let u be solution of
10 + Au = elul*u,
u(0,z) = v(0, z).
Then ||v||ge ~ 1 and
|(w—v)(tp)||lge — 0 when h — 0,
where ty, ~ h>~2 log(1).

Proof. The result directly follows from Propositions and , as forall 0 < o < %,
Wehaveo+1>i+3a. O

13.2 The instability argument

Let x,k, > 0 and consider v = v' defined in Corollary associated with & and v?
associated with k5. Let u be a solution of

10 + Aw = e|u? |Pu?
u! (0, 7) = v7(0, x),
and ¢, ~ h2~2 log +. Then
1(u? = ") () e = (0% = 0" (En) e = [1(w® = v*) (tn) || e
—ll(w = v")(tn) |- (13.9)

From Corollary we deduce that for j = 1,2

(W — o) (ty)|| e — 0. (13.10)
Observe that

H(U2 i Ul)(th)HHU N ‘e*Mgth o e*i/\éth _ ei(ﬁ*)\%)th —1],

from Proposition [12.15) we have

1
(A2 — M)t ~ ¥ Yk — kp)ty ~ (k — k) log 7
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13 The instability for the nonlinear Schrodinger equation 101

It is possible to choose ky, such that k, — k and (k — Kp,) log% — oo. Then using
(13-9) and (T3.10)

limsup || (u* — u)(ta) || g > limsup [|(v* — v*)(t) |5 > 2,

h—s0 h—s0
even though
1(u® = u) ()l me = | (v* = v) ()| ;e ~ |5 — ki,
which tends to 0 with h. According to Definition [11.1] we have proved Proposition

IT.3l
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106 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

In this paper we consider H?-supercritical nonlinear Schrodinger equations in an
analytic Riemannian manifold (M4, g), where the metric g is analytic. Using an analytic
WKB method, we are able to construct an Ansatz for the semiclassical equation for
times independent of the small parameter. These approximate solutions will help to
show two different types of instabilities. The first is in the energy space, and the second
is an immediate loss of regularity in higher Sobolev norms.

14 Introduction

Let (M9, g) be an analytic Riemannian manifold of dimension d > 3. In all the paper
we assume that the metric g is analytic. Let p be an odd integer.
We consider the nonlinear Schrodinger equation

i+ Agu = wluPtu,  (t,x) € R x MY, (14.1)
u(0, ) = up(x),
with either w = 1 (defocusing equation) or w = —1 (focusing equation).
Here A = A, denotes the Laplace-Beltrami operator defined by A = divV.
It is known that the mass
()| L2(may = lluollL2(are), (14.2)
and the energy
H(u)(t) = / (519 + —“fulp* ) do = H(up, ) (14.3)
pa \2 P s '
are conserved by the flow of (14.1)), at least formally.
Denote also by
1 1
H ) = | (5190 + ——=Jul*")da. 14.4
W= [ (VP + o (14.4)

In the following we will need the definition of uniform well-posedness :

Definition 14.1. Let X be a Banach space. We say that the Cauchy problem 18
locally uniformly well-posed in X, if for any bounded subset B C X, there exist T > 0
and a subspace Yr C C([—T, T};X), such that for all ug € B, there exists a unique
solution u € Y of and such that the flow map

ug € Br— u(t) = P4(up) € X,

15 uniformly continuous for any =T <t < T.

14.1 Instability in the energy space

By the works of J. Ginibre and G. Velo [9], T. Cazenave and F. B. Weissler [6], we know
that (14.1) is locally uniformly well-posed in the energy space X = H(RY)NLPH(RY) =

106



14 Introduction 107

H*(R?) when p < (d +2)/(d — 2).
Our first result states that this result does not hold when p > (d+2)/(d — 2) is an odd
integer.

Theorem 14.2. Let p > (d+ 2)/(d — 2) be an odd integer, w € {—1,1}, and let H*
be given by . Let m € M?. There ewist a positive sequence r, — 0, and two
sequences ul, ug" € C°(M?) of Cauchy data with support in the ball {|x —m|, < rn},
a sequence of times t, — 0, and constants c¢,C' > 0 such that

H (uf) <€, H* (") < C, (14.5)

H"(uy —4p") — 0, when n — +o0, (14.6)
and such that the solutions u”, u™ of (14.1)) satisfy

lim |(u™ — ﬂ")(tn)|p+1dx > c. (14.7)

n—-+o00o Md

Moreover, the sequences ug, uy" can be chosen such that there exist vy > 0 and gy > p+1,
such that for all0 < v <vyy and p+1 < q < qo,

Hug - ZTOHHHHV(Md) + Hug - %nHLq(Md) — 0. (14.8)

For k € R, the norm || - || gk (psay is defined by

1F L aray = 1L = A)*2 fll 2 ara)-

R. Carles [5] obtains a similar result for the defocusing cubic equation in R%. An analog
of Theorem was proved by G. Lebeau [12] for the supercritical wave equation, but
for a nonlinearity of the form u?. After a rescaling of to a semiclassical equation,
we also have an almost finite speed of propagation principle, which means that the
support of a solution travels with finite speed, for short times. This is one reason why
such a result was expected for nonlinear supercritical Schrodinger equations.

14.2 Ill-posedness in Sobolev spaces

Assume here that (M g) is the euclidien space with the canonical metric (M, g) =
(R?, can). Let T > 0 and let u :] — T, T[xR? — C satisfy (14.1]). Then for all A € R

W] = AT A PT[XRY — C
(t, ) — uMt, ) = A Tu(A2, Ax),

is also a solution of ((14.1)).

Define the critical index for Sobolev well-posedness

e == — ——. 14.
e = p— (14.9)
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108 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

Then, for all f € H%(R?) (the homogeneous Sobolev space) and A € R

_2
AP O roe ay = 11 roe -
This scaling notion is relevant, as we have the following results :

e Let 0 > 0., then the equation (14.1) is locally uniformly well-posed in X = H?(R?),
[9], 6.

e If 0 < 0 < 0, the problem ([14.1) is ill-posed in H°(R?), in the sense that there exist
a sequence of initial data g so that

g || o (rety — 0,
and a sequence of times ¢,, — 0 such that the solution u" of (14.1)) satisfies
[ ()l 20 ety —> 400,

for p = o (see Christ-Colliander-Tao [8]), or even for all p €]o/(4 — 0),0] in the
particular case w = 1 and p = 3, (see Carles [4] and Alazard-Carles [1]).

Here we prove

Theorem 14.3. Assume that (M9, g) = (R% can). Let p > 3 be an odd integer,
we{=1,1}, and let 0 < o < d/2 —2/(p—1). There exist a sequence iy € C*(RY) of
Cauchy data and a sequence of times 1, — 0 such that

@ || o rey — 0,  when n — 400, (14.10)

and such that the solution @™ of (14.1) satisfies

Han<7n)HHﬂ(]Rd) — —|—<>O, when n — —|-()O7 f()T (lll 1% (- =1 d N ,O|.

In the general case of an analytic manifold (M9, g) with an analytic metric g, we obtain
the weaker result

Theorem 14.4. Let p > 3 be an odd integer, w € {—1,1}, and let 0 < 0 < d/2 —
2/(p—1). Let m € M?. There exist a positive sequence r, — 0 and a sequence
ul € C (M) of Cauchy data with support in the ball {|:B —m|, < rn}, a sequence of
times 1,, — 0 such that

g || o (aray —> 0, when  n — +o0,
and such that the solution u™ of satisfies
@™ (7)) || pre(agay —> +00,  when n — +oo, forall p€ ]](0),0},
where I(o) is defined by

3 for 0<o<
I(o) = d
2

o 4
p*l(g fOT p—1

Nl
3
[

IN
Q
A\
e =
|
|w
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In the case p = 3 and w = 1, Theorem was shown by R. Carles [4] using the
convergence of the WKB method for C* data. But for p > 3 this method fails, as the
justification of the WKB approximation on C* is still an open problem [10], [11].
Consider the semiclassical equation

ihdv + h*Av = [v|P~ . (14.12)

In [1], T. Alazard and R. Carles prove that for all non trivial initial condition v(0,-) €
S(R?), the solution v of (14.12)) oscillates immediately: There exists 7 > 0 so that

lim inf [||AV*o(7) | 2 (ge) > 0,

for all s €]0,1]. This yields the result of Theorem for the defocusing equation in
the euclidien space for any smooth Cauchy condition. Their method does not apply to
the focusing case.

Denote by o4, the Sobolev exponent so that Ho=»(RY) C LPT(RY), i.e.

d d

Osob = &

- — 14.13
2 p+1 ( )

Let p > (d + 2)/(d — 2), then osp < 0.. As pointed out by R. Carles, for o = oy,
Theorem yields

5| roson ety — 0, 118" (7)o ey — +00,

for all p €]1,041]. This interval can not be enlarged. Indeed, for all p < 1, the con-
servation of the quantities and together with the embedding H»(R%) C
LPTH(RY) yield for all 7 >0

@™ (7)[| o ey — 0.

See also [3].

G. Lebeau [13] obtains a similar result for the wave equation in (R? can), with the
same range for p in ([14.11]), but the loss of derivatives is obtained with only one one
Cauchy condition, instead of a sequence.

Theorem (|14.2)) can not be deduced from Theorem ([14.3]). In fact, in the defocusing
case, the sequences constructed with ¢ = 1 such that

g | aray — 0, ||@™ (70) | 2. agay — o0,
satisfy H*(af) — +00, when n tends to infinity.

The instabilities of Theorem and Theorem are not geometrical effects, they
are only caused by the high exponent of the nonlinearity.

We could also consider more general analytic nonlinearities, for instance =4(1+|u|?)
with a > (d +2)/(d — 2).

Notice that the focusing case with non analytic Cauchy conditions is more intricate, as
other phenomenons are involved, like finite time explosion.

a/2u
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110 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

The main ingredient of the proof of our results is the construction of approximate
solutions of , via analytic nonlinear geometric optics, as done by P. Gérard in
[T0]. This work will be adapted to the case (M? g) = (R? can). We will work in
weighted spaces, so that these solutions concentrate in a point of RY, and then the
construction in (M9, g) will follow directly, as we are able to work only in one local
chart.

The plan of the paper is the following

1. We first construct a formal solution of (14.1).

a) In Section [15| we deal with the case (M9, g) = (R, can) : First we reduce (14.1)
to a semiclassical equation as done in [I2] and [4], then we adapt the analytic WKB
method given in [10] to R%.

b) In Section we consider the general case of an analytic manifold with an
analytic metric.

2. We obtain a family of approximate solutions of . (Section
3. Using two different rates of concentration of this family, we prove the main results.

(Section

Notations. In this paper c, C' denote constants the value of which may change from
line to line. These constants will always be independent of h. We use the notations
a~b,a<bif %b <a<Cb, a< Cb respectively. We write a < b if a < Kb for
some large constant K which is independent of h.

Acknowledgements. The author would like to thank N. Burq his adviser for this in-
teresting subject and his guidance, and P. Gérard for giving his permission to reproduce
a part of the work [10] in the appendiz. The author is also grateful to S. Alinhac and
T. Alazard for many enriching discussions and clarifications.

15 Nonlinear geometric optics

15.1 The Euclidian case
Reduction to a semiclassical equation

Following [12], [4], we reduce the equation (14.1]) to a semiclassical equation, and there-
fore make the following change of variables and unknown function

t="h%, x=hz, h=h,
(15.1)

u(h®s, hz) = Kv(s, z, h),

where h €]0, 1] is a small parameter, and where § > 0. The value of § will be given in
Section [I7] in terms of p and d to prove Theorem [I4.2] and in terms of p, d and o to
prove Theorem [14.3]

If we choose

a=p+2 (p—1)y=-2(8+1), (15.2)
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15 Nonlinear geometric optics 111

we are lead to studying the Cauchy problem

{ ihdsv(s, z) + h*Av(s, z) = wlv|’u(s, 2), (15.3)

v(0,2) = vo(2).

Following the ideas of nonlinear geometric optics, we can search a solution of ([15.3]) for
small times (but independent of h) of the form

v(s, z,h) = a(s, z, h)eS &/ (15.4)

where formally

a(s,z,h) = Zaj(s,z)hj. (15.5)

320

Then g is a formal solution of equation (15.3)) if the couple (S, a) satisfies the system

9,8 + (V9)? + wlagP~ = 0,
0sa + 2V S - Va+ aAS — ihAa + %(Mp—l — |aolP™") =0, (15.6)
S(0,2) = S°2), a(0,2,h) = a’(z, h),

where v(0, z, h) = a°(z, h)eiS*)/h

In fact to obtain the system ([15.6]), plug in equation and identify the
coefficients in the expansion in powers of h. The first equation of corresponds
to the coefficients of h°, and the second to the others, after division by h. Notice that
S will be a real function, if the data S(0, -) is real.

The WKB method consists now in plugging the developement given by in .
Annihilating the coefficients of h7, for j > 0, yields a cascade of equations. And if we
are able to solve them, this gives an approximate solution vy, of

ihOsUapp + thvapp = \vapp]pflvapp + O(h™). (15.7)

Unfortunately, the obtained system is not closed: the equation which gives a; depends
on ;4.

Moreover, in general, using , we can show that v,p, is close to a solution of
only for times s € [0, Chlog 7]. See [10], Corollaire 1.

To obtain an Ansatz for h-independent times, we work in an analytic frame. Thus in
the following we will consider z as a complex variable.
Construction of a formal solution of ([15.3)

Here we adapt step by step the proof of P. Gérard [10] given in the case of the torus
T? to the case R?.
We need Sjostrand’s definition [14] of an analytic symbol.
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112 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

Definition 15.1. We say that the formal series b(s,z,h) = 3, b;(s, 2)W/ is an ana-
Iytic symbol if there exist positive constants sq,l, A, B > 0 such that for all j >0

(s,2) = b;(s,2) is an holomorphic function on {|s| < so} x {|Im z| <1},
and ‘
bi(s,2)| < AB’j! on {|s| < so} x {|Im z| < I}. (15.8)
Notice that b has to be analytic in both variables, s and z.

To obtain proper estimates in Sobolev norms later, we want to make sure that the
functions are small at infinity in the space variable. Therefore we define the weight

W(z) = eI+, (15.9)
where 22 = 2§ + -+ + 22 for any z = (21, -+ ,24) € C% Notice that W is analytic in
the band {|Im z| < 3}, thus in the following we fix I < 3.

We introduce the space H(so, [, B) composed of the analytic symbols satisfying

(W (2)bi(s, 2)] < AB7j! on {|s| < s} x {|Im z| <}, Vj > 0. (15.10)

b=>._.b:h7is an analytic symbol on
2520 e } (15.11)

H(so,l, B) =
. ) { ({Is] < so} x {|Im 2| < I}) s.t. b; satisfies (15.10)

Let e < 1/B. For 0 < 6 < 1, we can endow H (s, [, B) with the norms

i s|\ i+o
lbllo =)~ sup sup sup [W(2)b;(s, 2)| (1 —7— u> '

>0 j' 0<7<1 |s|<sp(1—7) |Im z|<iT S0

Each of these norms makes H(so, [, B) a complete space.
In the following, fix 0 < & < 1/B, and let 0 < h < e. Fix also sg, B > 0 and [ < %

Denote by

H - %(SOa l7 B)a
and define

H® = H(0,1, B),

the restriction to s = 0 of H, endowed with the induced norms. This is the space of

the initial conditions.
We will solve the system (15.6)) in (H, || - ||;) with a fixed point argument. The choice of
the space and norms are inspired by abstract versions of the Cauchy-Kowaleski theorem

[2].

We first give some properties of these norms.

Lemma 15.2. There exists C > 0 such that for all 0,0;,05 € [0,1] with 6 + 0y = 0,
and b*, 0> € H
161 6[lg < C10"(loy [16%lo, (15.12)
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15 Nonlinear geometric optics 113

Proof. Set
Q={(r,8,2)|0<7 <1, |s] <so(l—=7), |Im 2| < Ir},

and denote by
sup = sup sup sup

Q 0<7<1 |s|<so(1—7) |Im z|<IT
Let
=3 0ih, and = B0,
Jj=0 Jj=0

be two elements of H, then b' b? can be written

b p? = Z Zbk ‘ (15.13)
7=0 k=0
It is easy to check that there exists C' > 0 so that
(W (2)| < ClW(z)], (15.14)

on |Im z| < 3

Now let 64, (92 > 0 be such that § = 01 + 05. Then by (15.13 m and m

[e.9]

12 2 |s|\ i+
6" 6l = ;j,sgp!W Zbkbj (s, )| (-7 =)
‘3| k461
< O S D W(et(s )1 -7 - 2
k=0 j—k 0
S sup [ W (2 Y2 (s,2)|(1 =7 — B)j"”%
( _ ]{3) J—k\? P
= [[6"lla, 1%°l6.-
[l
For |s| < sg, denote by 9;! the operator defined by
83119:/ b(o)do for beH, (15.15)
0
and 9;% = 9, 0 9;'. We then have the following
Lemma 15.3. i) Let A be one of the operators
b V.,b, b— hA.b, b— h(b—bo)
then there exists C' > 0 such that for all h €]0,1] and b € ‘H
105" Ablly < Csol[b]]1. (15.16)
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114 Instabilités pour les équations de Schrodinger surcritiques

ii) For all  €)0, 1], there exists Cy such that for all h €]0,1] and b € H

105 blle < Cosolb]]1- (15.17)
iti) There exists C' > 0 such that for all h €]0,1] and b € H

105 %0]l0 < Csol[b]]1- (15.18)

Proof. We can assume that [|b||; = 1. Then there exists a nonnegative sequence d =
(dj)j>0 satisfying 3,5 d; = 1 so that, for all j > 0, for all 0 <7 <1, [s] < so(1 —7),
|Im z| < [T, we have

d; '
(1—7— M)jﬂ

S0

W (2)b;(s,2)] < CZ—J' (15.19)

Proof of 7)

e We prove the inequality [|0;'Vb||; < Cso||b|l1- Let 0 < 7 < 1, |s| < so(1 — 7) and
|Im z| < I7. Let 7 < 7/ < 1. By the Cauchy formula we deduce that for all |s'| < |s]
and |[Im z| < 7

(Vb;i(s', 2)] < sup |b;(s', ).

/
T =T |Im 2'|<lr!

Thus, as |VW| < |[W], for all |s'| <|s| and |Im z| < IT

(W(2)Vb;(s', 2)] <

- sup |[W(Z")b;(s, 2")]. (15.20)

T =T |Im 2'|<lr!

Then by (|15.19)) and (15.20)) we obtain

<oty [7 2 djs'

T’—T(l_T/_%)jH'

’W(z)/ Vb;(s', z)ds'
0
We now make the choice
1
—r=1-7-"— ie. T':§(1+T——), (15.21)

then 7/ satisfies 7 < 7/ < 1 because 0 < 7 < 1 and |s'| < (1 — 7)so.

Moreover, (15.21)) yields

1 _ 1 ]
—_— = — j— T —_ —_—
So 2 So

! ] d|s’
< C]—-dj/ ’S|, :
gl 0 (1_7_\j_ol)g+2

| . .
< C’soédj((l -7 — M)_J_l —(1=7)7).

S0

),

therefore

‘W(z) /OS Vb;i(s', z)ds'
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15 Nonlinear geometric optics 115

And thus, as |s| < so(1 —7)

/Vbszds

(1 T—U)”l < cso((1—(1—l>ﬂ‘+l)dj

So(1—7)
< CSOdj.

Finally, by the previous inequality

gl 5
[0 Vol = D> = sup sup - sup [W(z Vb (s, 2)ds'| (1 =7 — ’)JH

§>0 J- o<r<1 [s|<so(1—7) |Im z|<l'r
S CSOZd] S CSO,
J=0

which was the claim.

e The inequality h||0;1Ab||; < Csg||b||; can be shown by the same manner, using that
h < e compensates the loss of one more derivative.

e Denote by &' = (b — b)/h, then for all j > 0, b} = b;,1. By (15.19)
5]

so (j+1)! —j—1 —j—1
j+1€dej+1((1—T—8—o) - (1-7)7),

’W(z) /OSbJH(s z)ds'

and therefore, for all 0 < 7 < 1, |s] < so(1 —7), |Im z| < T and j >0

el

3 ’ ’ |5’ i+1 S0 ’8‘ i+1
il W(Z)/O bjy1(s', 2)ds'|(1 — 7 — S—O)] < ?(1 - (1= m)] )djs
S CS()dj+1.

This yields h=1]071(b — bg)||1 < Csol|b||y for fixed & > h.

Proof of i)
By integration of inequality (15.19)), we obtain for all j > 1

W) /0 (o, =)

i1 . ,
< C’so‘]—'jdj((l —7T— g)_] —(1=7)7).

je
J! E —j
S CSOde(l — T — 5_0) s
hence ,
el s ) ) |3| j+0
e W(Z)/ by (s, 2)ds!| (17 = 2™ < s (15.22)
J: 0 0

For j = 0 we obtain

‘W(z) /08 bo(s',z)ds" < Cso(log (1—7)—log(1—7— L%‘)),

then
( |s[\?
1—7-— —> < CSOd(). (1523)

S0

‘W(z) /OS bo(s', z)ds’
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By the definition of || - ||g, inequalities (15.22)) and ((15.23) give the result.

The proof of 7i7) is similar, and is left here. ]
Lemma 15.4. There exists C > 0 such that for all h €]0,1] and b',b* € H
10510 (9716711 < Csgl|b![[1[1%]]1- (15.24)
Proof. By Lemma [15.2] we have
1(8510Y) (9716%) [l < Cllog b 1110710 1.

The result then follows from (15.17)) with 6 = % and b = b', b2,
O

Proposition 15.5. Let S° € H(1, B) be a real analytic function, and let a® € H(l, B)
be an analytic symbol. Then there exist so > 0, a real analytic function S € H(so,l, B),
and an analytic symbol a € H(so,l, B), such that v = ae’¥" is a formal solution of

equation (15.3) with Cauchy data vy = a®&S°/".
Remark 15.6. By the Cauchy formula, the function v = ae’>/" satisfies for all k € N

sup  sup ’(1 — h2A)k/2U’ < el (15.25)
[s|<so [Im 2|<l/2
and
sup sup [(1-— hQA)k/2|v|p_1v‘ < e P (15.26)

[s|<so [Im z|<l/2

This will be usefull in the sequel.

Proof. The proof is based on a fixed point argument in (H, | - ||1)-
Set ¢ = VS and differentiate the first equation of (15.6) with respect to the space
variable, then we obtain

Osp = —2¢ - Vo — wV f(ap)

- 15.27
0sa = —2p - Va — adivy + thAa — %(f(a) - f(ao)), ( )
where a(s, z) = a(5,z) and f(b) = (bl_))%
Differentiate the system with respect to s and obtain
88290: — 2050 - Vi —2¢ - Vs —wisV f(ap)
Da=—20,p-V = 2¢-V,a — adivdsp — d,adivy + ihAd,a (15.28)
iwdsa wa
B (f(a) - f(ﬁo)) - Tas (f(a) - f(ao))'
Write Lo
as = 85_ 65 + as 07 )
asa = 85 (asa) + 830'(0’ ')’
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15 Nonlinear geometric optics 117

and

{ p = 0;%(9%p) + s9.0(0, ) + (0, -), (15.30)

= 0;2(0%a) + s0,a(0, ) + a(0, ).

Now introduce the new unknown function u = (uy, uz) = (9%p, d2a). Hence we are lead

to solving a system of the form
u=F(s,u). (15.31)

We will show that for 0 < sy < 1 small enough F is a contraction in a ball in (H, || - ||1).
Let R > 0 be such that

10, los 0520, )lo, [[Ve(0, ) o, [[VIs0(0; ) lo, | ADsp(0, )]0 < R,

and

12(0, )llo, [195a(0, ) llo, [[Va(0, -)llo, [V 0sa(0, ) o, | Adsa 0, -) o,
I(@ = a0)(0,-)/hllo, 105 (a — ao)(0,-)/hllo < R.

e Write
5oV = (9;'020+ 050(0,)) -
(9,1(0,1V)(92¢) + sV,p(0, ) + Vip(0, )

Then by ((15.24) and ((15.12))

10:0Veolli S splloZelh |0, V(920)|11 + RO, 0204
+R||0;1(0,'V)(92¢) |1 + R?,

and by (15.16) and (15.17)

1050Vl S slloZell + soR[I 0%l + R?
< splloiellf + R (15.32)
e Similarly we obtain
leVoselli < sylldZellt + R, (15.33)
and
1950V all1, 9V Osallr, [ladiv dsplh. [|0sadivelh S splloFelhlldFall + B2 (15.34)
e We have

VO, f(ag) = VO; 1 f(ao) + Vs f(ao)(0, ). (15.35)
By the Leibniz rule and ((15.12])

102 f (ao) 1 < l|0Zaoli llaolls™ + I1(Dsao) |1 ol .

From ([15.30) and (15.18))

laollo < 105 %0a0llo + R < sol|@2aolly + R. (15.36)
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118 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

Now use (15.29), (15.24) and (|15.17)
10sa0)*[l1 S sgll0Zaolly + R*. (15.37)

Finally, from ((15.35)), (15.36) and (|15.37|) we deduce

IV0.f (@)l S so® 102aoll,™ + R < 57 [0%all,® + BT (15.38)
o Write
hAdsa = hd; ' AdZa + hAd,a(0, ),
therefore by ((15.16))

|hAOsall1 < sol|02ally + R. (15.39)
e We now estimate the term % (f(a) — f(ao)). Observe that

fla) = flag) = (aa) 2z — (aoa_o)Ti

— (aa_aoa—o)((aa)%+...+(a0a—0)1’;3)’

and
aa — apay = (a — ap)a + (@ — ap)ayp.
Then by (|15.12))

1% (f(a) ~ F(a0)) I < oo ®

Use ((15.29)), (15.30) to write

= (0:(0%) + 9,0(0.))

a1 02(a—ag) | Os(a—ag)(0,-) | (a—ag)0,-)
(as o1 RN ; + : )

— Qg _
i llalls ™. (15.40)

a — Qo

Osa 2

then by (15.24)), (15.12) and (15.17)

2(, _
19,0 4= 211, S (sollo2all + Rso) (107 24—, 4 ). (15.41)
h
Moreover from ((15.16)) we have
0?(a—a
oy Z =0, < ozl (15.42
Therefore inequalities (15.40)), (15.41]) and (15.42) yield
dsa
= (f(@) = f(a0)) Il S sgllO5ally + R”. (15.43)
e Similar arguments are used to show that
a
1504((a) ~ Flao)) 1 < shloZallf + Rr. (15.44)
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Inequalities (15.32), (15.33)), (15.34), (15.38), (15.39), (15.43)) and (|15.44) show that, if
sg > 0 is small enough, there exists R; > R such that F' maps the ball of radius R, (in

(H, || - [l1)) into itself.

With analogous arguments, we can show that F' is a contraction in (H, || - ||1)-
Hence by the fixed point theorem, there exists a unique u = (9%, 9%a) € H x H which

satisfies ([15.31]).
Let (¢Y,a”) € H x H, and consider the couple (95¢(0,-),dsa(0,-)) € H x H which

solves the system ([15.27)) at s = 0. Let u be the solution of (15.31f) with these initial
conditions. Then with the formula (15.30) we recover the couple (p,a) which is a

solution of (15.27)). Moreover, (15.30]) shows that (¢,a) € H x H.

Let S € H° and take p° = V.S°. The function ¢ (with Cauchy condition ¢(0,-) = ¢°)
is irrotational, as it satisfies the equation

Osp = —2¢ - Vo — wV f(ao).
Therefore there exists S so that ¢ = V.S and which is solution of
V(0:5 + (VS)? + wf(ag)) = 0.
Moreover, it is possible to choose S such that
0,8 + (VS9)? + wf(ap) = 0.

Now the formula

S(s,z) = /OS 0,S(0,2)do + S%(z) = — /OS (¢-¢+wflag))(o,2)do +5°(2), (15.45)

shows that S € H.

Finally, we have shown the existence of a solution (S, a) € H x H of the system

955 + (VS)? + wlag|~' =0,
0.0+ 2VS - Va+aAS — iha+ 2% (o — Jagr") = 0,
5(0,2) = S°2) € H°, a(0,2,h) = a’(z,h) € H°.
With a Gronwall inequality, it is straightforward to check that S is real analytic.  [J

Remark 15.7. The inequality ||07'b]|o < Csol|b||1 fails, and that is the reason why we
have to differentiate the system (15.27|) with respect to the time variable, before applying
the contraction method.

15.2 The general case of an analytic manifold (MY, g)

Let (M% g) an analytic Riemannian manifold of dimension d. We assume moreover
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120 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

that ¢ is analytic. Let m € M? Then there exist a neighbourhood U C M? of m, a
neighbourhood ¥ C RY of 0, and an homeomorphism

kiU — V. (15.46)

In the chart (U, k) the metric g can be written

g = Z gjk(x)dz;dxy,

1<j,k<d

where G = (gji) is a positive symmetric matrix and analytic in V.
In these coordinates, we have the explicit formula for the Laplace-Beltrami operator

A, =0y (2) = div(VdetG G7'V )

0 o,
= — (VdetG ¢’ —),
VdetG lﬁj,zksd Ox; ( 8xk)

é‘
b—‘g}—‘
)

where (¢’%) = G~L. Every function involved in the former expression is analytic.

We now make the rescaling . The function
v(s,z,h) = h 7 7u(hs, hz),
satisfies
ihO(s, 2) + W2 A(hz)v(s, z) = wiv|P (s, 2), (s,2) € R x AV, (15.47)
V\ze now adapt the analysis of Section (15| to the equation , in A~'V instead of
R,

Let r > 0 such that
B(0,3r) C V. (15.48)

Notice that on the set {(|hz| < 2r) N (|Im 2| <)}, the coefficients of A, are uniformly
bounded with respect to h, as well as their derivatives.

Here we try to find a formal solution of (15.47)) of the form

v(s, z,h) = a(s, z, h)e™®?)/ Zajszhhj i5(s,2)/

>0
Therefore (5, a) has to satisfy the system
9.8+ (V,9)? +wlag/Pt =0
s+ 2V,S - Vya + al,S — ihAga + @W L JaglP ) =0, (15.49)
S(0,2) = 8°(2), a(0,2,h) = a"(z, h),
with V, = V,(h2), A, = Ay(hz) and where v(0, 2, h) = a°(z, h)e!S" )/
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15 Nonlinear geometric optics 121

As the coefficients of A, now depend on h, we have to modify slightly the definition of
an analytic symbol. For & > 0 small enough, denote by

Dy = {|s|] < so} x {(\hz! <2r)N(|Im z| < l)},
and
W(z) = o+

Definition 15.8. We say that the formal series b(s,z,h) = 37,5, b;(s, 2, h)h/ is an
analytic symbol with weight W if there exist positive constants sg,l, A, B > 0 such that
forall j >0

(s,2) = b;(s, 2z, h) is an holomorphic function on Dy,
and '
(W (z)b;(s,z,h)| < AB’j! on Dy, Vj > 0.

We denote by Hy = Hp(so, 1,7, B) the space of these symbols and by HY = H(0,1, r, B)
the space of the initial conditions.
Let e < 1/B. For 0 < 6 < 1, we endow Hp(sg,1,r, B) with the norms

{fj s|\J+0
lblon =35 sup  sup sup Wby, )| (1 -7~ D)
iS0 J70<T<l |s|<so(1-7) T~ P
where I', = {(|hz| < 2r7)N (|Im z| < lT)}.

Now it is straightforward to check that the results of Lemma [15.2] Lemma [15.3] and
Lemma hold when || - ||4 is replaced with || - ||o,» and that the constants involved in
the estimates do not depend on A. This yields the following analog of Proposition [15.5

Proposition 15.9. Let S° € HY(I,7,B) be a real analytic function, and let a® €
HY(I,r, B) be an analytic symbol. Then there exist sy > 0 independent of h, a real
analytic function S € Hy(s1,l,r, B), and an analytz'c symbol a € Hp(s1,l,r, B), such
that v = ae™/" is a formal solution of equation with Cauchy data vy = a®eS"/".

Remark 15.10. Proposition 18 contained in Proposition: In the case (M4, g) =
(R%, can), r = +oo and Hy(s1,l,r, B) = H(sy, 1, B).
We are now able to construct an approximate solution of the problem ((15.47)).
Let ¢y such that ¢q/h =: n € N. Define
") (s,z,h) ZCLJ s, z,h,h)h
i<n

and
Vapp (5, 2, h) = a™ (s, 2, h)e® /M, (15.50)

where the a;’s and S are given by Proposition m The choice of the initial condition
Vapp (0, 2, h) will be made in Section [17]

We now show that if ¢y is small enough, v,,, is a good approximation to the problem
(115.3).
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122 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

Proposition 15.11. Let s; > 0 be given by Proposition [15.9. If ¢co < 1, there exists
01 > 0 such that the function vy, defined by (15.50) satisfies

ihOsVapp + W2 AU 4 = w(vapp%)p%lvapp + e /g, (15.51)

With Vgpy = Vapp(5,Z) and where g is an analytic function on {|s| < s} x {(|hz| <
r) N ([Im z| < 1)} such that for all k € N, there exists Cy, > 0 independent of h so that

sup  sup ||(1— h2A)2g(s, - +ilm 2)|| 2500 /my) < Ch- (15.52)
[s|<s1 [Im z|<l/2

Here we have used the convention that B(0,r/h) = R® if r = 4o00.

Proof. Denote by f(b) = (bl_))%, with b = b(5,%7). The function v,,, satisfies the
equation

’ihas?)app + h2A/Uapp - Wf(vapp)vapp
— —a™ (8,5 + (VS)? + wf(ag)) e/

+zh<8a LOVS - Va™ + a™AS — ihAa™ (15.53)

ZO.)(I( n)

— (F(a™) = flay)) 5",

For m = n,n 4+ 1 write the expansion in h

pm—1

(f(a™) — : Z bimh?. (15.54)

iwa™

h

By construction the following system is satisfied

—1

955 + (VS)? + w(agag) = =0,

n . 15.55
0,0 +2VS - Va™ + a™AS —ihAa"V + Y by, b =0, (15.55)
5=0
Notice that
bjn =0bjny1 foral j<n-—1 (15.56)
Therefore by ((15.56)) and (|15.55)), (15.53|) rewrites
thOsvapp + h2Avapp - W(Uappﬁpp)%vapp
pn—1
= ih(—ih"" Aa, — Zb] nath? ) bjahd) et/
7=0 7=0
pn—1
= (W Ady = iW oy pgr + 10> bjah?) et (15.57)

j=n
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15 Nonlinear geometric optics 123

We now estimate each term of the r.h.s. of (15.57)). By ({15.54)) we have

. —~ —~ __\b=1
hb;,, = zw( E iy - a5, — (aglg) 2 aj>,
it tip=j
with a;, = a;, or a;, = a,.

Now by ((15.10 m, la;, | < B’k(zk)'e I thus

hibj| < Bj< S ) (y)! +j!)e—p\zl < Bijle (15.58)

i1+ tip=j

and by the Stirling formula,

(o)t 5 2 ()",

we deduce from ([15.58))

pn—1 pn—1

Y bk S (D] B )e
j=n j=n

< (p— 1n(Bh)™(pn)!e ?H
Cop
< h*%(@)Te*p'z',
€

as we have n = ¢y/h. Now choose ¢y < e¢/(Bp), then there exists 6 > 0 such that

pn—1 pn—1
|h Z bj,nhf| < Z h|bj7nhj\ < o—0/he=plz|
j=n j=n

Similarly, for some § > 0
’hn+1bn,n+1| e—5/he—\z|7

S
\h”+2Aan| < 6_5/he_‘zl.
Finally use that the function ¢ : (Re z,Im z) — e~ Rez+ilm=| gatisfies

sup ||¢(-, Im 2)|| L2 s0,r/my) S 1-

[Im z|<!

We have therefore proved the estimate ((15.52)) for k£ = 0.
To treat the case k > 0, use the Cauchy formula to obtain

sup  sup ‘(1 — h2A)*2q ! S sup sup o] S Bijle I,

|s|<s1 |Im z|<l/2 |s|<s1 |Im z|<l
and ‘
sup  sup ‘(1 — hQA)kﬂe‘S/h‘ <1,
[s|<s1 |Im z|<l/2
and we can easily adapt the previous computations. O
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124 Instabilités pour les équations de Schrodinger surcritiques

16 Validity of the Ansatz

Proposition 16.1. Let vy, be the function defined by (15.50). Let v be the solution of

ihOsv + h*Av = wlv[P~ v, (s,2) € R, (16.1)
0(0, 2) = Vgpp(0, 2). '
Then there exist s > 0 and d5 > 0 such that for all k € N
sup  [[(1 = B2A)*2(0 = vapy) (5) | 120,/ < Ce /™,
0<s<s2
with Cj, > 0.
Proof. Tt is given in [10], but we reproduce it in the appendix. ]

We are now able to define the Ansatz to the equation (14.1)).

In the case (M? g) = (R% can), we consider the function v,p, given by (15.50) and
define
Uapp (t, T) = A 0app (A, B 1), (16.2)

where v and « satisfy the relations (15.2) and h = A”. The initial condition will be
given in the next section.
From Proposition we deduce

Corollary 16.2. (The case (M9, g) = (R? can)) Let sy be given by Proposition
let wapy, be given by (16.2), and let u be the solution of

10+ Au = wlulP "y, (t,z) € RM
(0, ) = Ugpp(0, ).
Then for all k € N
| — Wappl| oo (0,10 5]+ (R2)) — 0,
when h — 0.
In the general case of an analytic manifold (M4, g), we have to construct an approximate

solution supported in B(0,7) C U.
Let x € Cg°(R), x > 0, such that

© 1 for €] <r/2, 163
7Y 0 for €| > r. '
Let 0 <n <1, let v,pp be given by ((15.50) and consider
M(t’ z) = Bx (R 2| )vapp (B, '), (16.4)

where v and « are given by the relations (15.2)), and h = h”.
We have
SUPD Uapp C {(t,2) € RM ¢ |z| < rR7},
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16 Validity of the Ansatz 125

which concentrates in x = 0.
Hence if h is small enough, u,, is supported in V, and we can transport this function
to U by the chart k (see ((15.46])).We therefore define the approximate solution u??  of

app
([14.1) by

UM = Uapp © K. (16.5)

In the following we write u) = tapp.

Then, as u,pp, is compactly supported, it can not be analytic. We now consider all the
functions only with real variables.

Up to now, we did not use the rate of decrease of the weight W =1 introduced in ((15.10)),
but it is needed now because of the truncation. However, because of the error e=¢/"
induced from this cutoff, we obtain the following weaker result

Corollary 16.3. (The general case) Let sy be given by Proposition let uqp, be
given by (16.4), and let u be the solution of

{z‘@tu + Au=wlulP"'u, (t,x) € R x M,

w(0, ) = Ugpp(0, 7). (16.6)

Let k > 0 such that 8 +n—rx < 1. Then for all k € N

HU — uappHLoo([Oyha-msﬂ;Hk(Md)) — O,
when h — 0.

Proof. Let k > d/2 an integer, and set

k/2

1l = 1L = B2 YA) T F |2 agay.

With the Leibniz rule and interpolation we check that for all f € H*(M?) and g €
Wk,oo ( Md)

k/2
HfQHH;g S HfHH;jHQHLoo(Md) + HfHLQ(Md)H(l - hz(ml)A) 9| oo (r1a)- (16.7)
Moreover, as k > d/2, for all fi, f, € H*(M?)
11 fellme S BT R fll e 1 foll (16.8)

The function u,p, satisfies

—c/ht=n

. 1
10xUapp + Allapp = W|tapp "™ Uapp + € q,

with
lq ”H;f SL
Let u be the solution of ((16.6) and define w = u — u,pp. Then w satisfies

{ i@tw + Aw = w(|w + Uapp|p_1(w + uapp) - |uapp|p_luapp) + e_C/hlinq (16 9)

w(0,z) = 0.
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126 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

We expand the r.h.s. of (16.9)), apply the operator (1 — h2(5+1)A)k/2 to the equation,
and take the L?- scalar product with (1 — hQ('B“)A)k/Qw. Then we obtain

||w||H lew”uappH L e (16.10)

We now have to estimate the terms [[w’ w2 /| s for 1 < j <p. From we deduce
lw? bl < g ks e ara)
k/2
+ [ w?|| 2 arey | (1 — RPTDA) / ub I poaray.  (16.11)
By (16.8), and as we have
”Loo M) < hv(p—j)’ H(l _ h2(ﬁ+1)A)k/2

| u? I oo (agay S BV, (16.12)

app app

thus inequality ((16.11]) yields

||wJ ugngH,ﬁ < hv(p—j)h—(ﬁﬂ)(j—l)k||w||ﬂl'{k

Therefore, from ((16.10) we have
d < D) ~EDE- DR (P 4 eme/hT
gl S lwlpg + 2 [y +e
Observe that [|w(0)[|zx = 0. Now, for times ¢ so that
[l gy S RFEFDR (16.13)
we can remove the nonlinear term in (16.11]), and by the Gronwall Lemma,
ey S /™ e, (16.14)
By (15.2), a =2+ p and v(p — 1) = =2(8 + 1), thus for all 0 < t < sh*™",
B4 < 825_’8+“,

and if #+n —kx < 1, the r.h.s. in ((16.14]) tends to 0. Then the inequality ((16.13]) is
(16.14)

satisfied for all 0 < t < s,h®™*, and with a continuity argument, we infer that
holds for 0 < ¢t < soh*Tk.
Finally,

[l ey S B CF fw(@) ]| gp — 0,

for 0 <t < s, when h — 0, what we wanted to prove.
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17 The instability argument 127

17 The instability argument

We have now the tools to show our main results.

We consider Cauchy conditions v0 = a%*°/" of which do not oscillate, i.e. such

that S° = 0. We have seen in the previous section, that for some analytic amplitudes

a®, the solution writes v = ae*/* and therefore oscillates immediately with magnitude
1

~YS —

x.
Let x be given by (16.3) and a® € H°({, B) nontrivial (for instance a®(y) = e "),
Now set

ug(x) = WX (h"|k(@)])a’ (W k(2)), (17.1)

as initial data for (14.1)).
Then we have the Ansatz ((15.50)), (16.4)), (16.5)

Uapp (1, @) = HOX(R™"| () Ja(h*t, B () eSO wteD /b, (17.2)
with wapp (0, ) = ul.
For 0 < ¢y < 1 satisfying Proposition [15.11] set

h=h =2
n?

with n € N, and this induces the sequences in the statements of our main results. In

particular
supp up C {(t,z) € R x M? : |x(x)| < rh"},
and hence we can choose
—1
Ty = é‘nﬁ)}; |k~ (x)]y, — 0,

in Theorems and Here we have assumed m = 0, reduction which is always
possible.

17.1 Proof of Theorem [14.2]

Let 0 < € < 1 and define

1 1 1
= h*log - = —h°log — 17.
op=h logh 5 0g 5 (17.3)
which tends to 0 with h. This choice will become clear later. Consider
" = (14 6p)ul, (17.4)

and the associate function app.

In all this subsection we take p

ST
This is the right parameter v so that .y, and ., are normalized in LPT1(M?) uni-
formly for h €]0, 1].
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128 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

Lemma 17.1. Let p > (d +2)/(d — 2) be an odd integer, and let ul,dy" be defined by

(17.3), (17.4). Then

H*(ug) ST, H(@") S 1.
There exist vy > 0 and qo > p+ 1, such that for all0 <v <vyandp+1<q<q
lug = @0" [|rev sy, llug = o [l Laqasay — 0, (17.5)
when h — 0.
Proof. We make the change of variables y = h™'x(z), then

_ _ 2
IVuglianmey ~ B7H 2/ |V (x (A" "y)a’(y)) | dy

|yl <rh=1+n
_ 2
i [ va) Py

as 0 <n <1
As2y+d—-2=-2d/(p+1)+d—2>0 when p > 2d/(d —2) — 1, it follows that

IVug| r2aray — 0 for  h — 0.
Compute

HugHiﬁl(Md) ~ h(pﬂ)wrd/ |a® (y) [P dy ~ Bt r+d.

By definition (p+ 1)y +d = 0, hence ||uf|| zo+1(asa) remains bounded when A tends to
0, as well as HT(ul).
Similarly, H*(a") < 1.
By the definition of ¢;, we also have for all ¢ > 0
1

Hug i %h||§{0(Md) ~ h27+d7205}2l ~ h2’y+d720+2€6(10g ﬁ)2 (176)

The terms in (17.6)) tend to 0 if

d
U<’Y+§+€ﬁ.

But, by (15.2) and as p > (d + 2)/(d — 2),

+d>1
v 5 )

hence we can choose 1y = ¢/ in the statement.
The proof of the other part is similar. ]

Proof of Theorem [14.3. The statements (14.5), (14.6) and (14.8) have already been

proved in Lemma [17.1]
Let 0 < ¢ < 1 which appears in (17.3)), and set s, = h'=° = B#(1=%) and t, = h%s), =
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17 The instability argument 129

het80-€). Denote by S = S(h~tn, b~ k(x)) (resp. S) and by b = x(h~"|k(z)|)a(h~ty, B k(z))
(resp. b). Then we have
||(uapp - uapp)( )||LP+1(Md = h—ﬂHbeis/h - beis/hHLpH(u)
> 1|6 (S = 1)|| o) — B7b = bl| o1 o). (17.7)

We now estimate the Lh.s. terms of ((17.7)).
First compute

B0 = ) (R, B 6 () oy ~ BV D (0 =) (s, )| o vy
From the well-posedness of (|15.6)), we deduce

H(b — b)(sh, ')HL;DH(EAV) — 0,
where s, is given by Proposition [16.1}]

Hence _
RY||(b—b) (W “tp, A k()| po+1@) — 0, h — 0. (17.8)
Secondly, a Taylor expansion near s = 0 shows that
(S = S)(sn,y) ~ —w(p = onsn (x (b~ "ya’(y))". (17.9)

Now observe that
M5h | 1og | —
— ~lo 0.
I &h

We then deduce from ((17.9) that for all |y| <1,

hmsup‘el(s Sk 1‘ =2,
h—0

and as 17 ||b(sp, B K (2)) || e+1 @) ~ 1, we obtain

lim sup 27| (e i(§=5)/h _ D o1y = c. (17.10)
h—0

Thus, according to (17.8)) and ([17.10))

lim sup || (tapp — Uapp) (t8) || Lo+1(a10) = c.
h—0

In fact, we can extract a subsequence of the previous expression such that
}Lii% [ (tapp = tapp) (tn) || Lo+1(a00) = c. (17.11)
Finally, if we denote by LP*t = LPHL(M?),
(= @) (En)l| o = [|(tapp — Uapp) ()l Lo+t — ([ (w — tapp) (£n) || 2

(@ = app) (En) [ Lo+ (17.12)

If € > 0 is chosen small enough, we can apply Corollary [16.3, with k = (1 — &), with
yields ||(w — wapp ) (tn) || ze+1, | (@ — Wapp ) (tn)||p+1 — O with A, and thus from (17.10)

and ((17.12)

B [|(u — ) ()| o+ 2 1 | (ttapp — ) (B) [ 1 > €.
h—0 h—0

which concludes the proof. n
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130 Instabilités pour les équations de Schrédinger surcritiques

17.2 Proof of Theorem [14.3

Here we deal with the case (M9, g) = (R?, can).
Let 8 > 0 and y(p—1) = —2(8+1) as prescribed by (15.2)). Let 0 < 0 < d/2—2/(p—1)

and
o

o)

Consider u,p, defined by (17.2]) and let sy > 0 be given by Proposition
Then, according to Corollary the solution w of (14.1)) with initial condition u(0) =
Uapp(0) satisfies for all k € R

<p<o.

[ (v = Wapp) (tu) | ray —> 0,  h — 0,

with ¢, = h%sy. To prove that u satisfies ((14.10) and ([14.11)) we only have to check
that

[ttapp (0) | oty — 0 and [[tapp (E8) || o ety — +00.

To begin with,
”uapp(O)HHU(Rd) ~ RO, (17.13)

Then, use the equations (|15.6]) to observe that aVS(ss,-) # 0. Hence

Huapp(th>HH0(Rd) ~ Ry Bt/ (17.14)

By (17.13]) and (17.14]), we only have to show that we can choose 5 > 0 so that

y—o+d/2 > 0, (17.15)
y—(B+1p+d/2 < 0. (17.16)
Let € > 0 such that
o < d/2-2/(p—1)—¢, (17.17)
o—+e¢
> , 17.18
p Py R— (17.18)
and take
y=0—d/2+¢. (17.19)
Therefore by ((17.17) and (17.19) we obtain
-1 -1
5:—1’77—1:—192 (0—dj2+¢e)—1>0. (17.20)

Moreover, with the choice ((17.19)), inequality (17.15) is satisfied.
Finally, using the relations (17.19) and (17.20)), we deduce that (|17.16) is equivalent to

1 o+¢
p>——=(+d/2) =5

f+1 Eld—g—¢)

which is satisfied by (17.18)).
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17 The instability argument 131

17.3 Proof of Theorem [14.4]

Assume here that (M9, g) is an analytic riemannian manifold with an analytic metric

g.
Consider the function w,p, defined by (17.2) and let s, > 0 be given by Proposition
6.1

Let x > 0 such that 8 +n— k < 1. Denote by t;, = h*"*s,, then by Corollary [16.3] the
solution u of ([14.1)) with initial condition u(0) = uapp(0) satisfies for all &k € R

|| (u — uapp)(th)HHk(Md) — 0, h—0. (17.21)
o Let i 4 i 2
- < B 17.22
2 p-1-7S2 7 5,1 (17.22)
Choose € > 0 so that y 5
T__2 17.23
7 <3 P £, ( )
and define
y=0—d/2+¢,
thus ] ]
@:_Efﬁ_1:_p2(a—wz+a_y

Then by (17.22) and (17.23)), 0 < 8 < 1. Choose now 1 > 0 so small that 0 < S+n < 1.
The convergence ([17.21]) then follows with ¢, = h%sy (i.e. with k = 0).
Finally

||uapp(th)||H0(Rd) ~ h’y_(6+1)p+d/2 N —f—OO’

for

1 o+¢€
> (y+d/2) = ,

which was to prove.

oAssumeherethat0<a§g—p%1. For f > 0 and € > 0, take Kk = f — 1 + 2¢ and
n=c¢,so0that +n—kx=1—¢e < 1. Then (17.21]) holds and

[thapp (0) | o ety ~ W72 and (o (£n) || o ray ~ B7~FHI79PTdr2, (17.24)
Define v = 0 — d/2 + ¢, then

1 1
5:—£Tq—1:—p2(a—wz+@—1>a

and
|%app(0) | ro@ay —> 0 when h — 0.

The second term in tends to +0o when
v+ d/2 o+¢
B+l—r 20-¢)
which concludes the proof, as € > 0 is arbitrary.
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1 Appendix

Here we reproduce a part of the work of P. Gérard [10].

Proposition 1.1. Let r > 0 be given by (15.48). Let v,y, be the function defined by
(15.50), and let v be the solution of

ihdsv + h*Av = w|vfP~v,  (s,2) € RM
0(0, 2) = v4p(0, 2).
Then there exist s > 0, A > 0 and d9 > 0 such that v can be extended to a continuous

function on [0, s3], holomorphic-valued on {(|hz| <r)N (|Im z| < X)}, and so that for
allk e N

sup  sup (1 — R2A) 2 (0 — vapp) (s, -+ iIm 2)| L2 sormy) < Cre /™, (1.1)

[s|<s2 |[Imz|<A
with Cj, > 0.
Proof. Let

. 2 ____\p=1
T, = —1hOsVapp — " AUapp + W(VappTapp) 2 Vapp-

Then f; = v — v,app satisfies
Z‘hasfl—i_h/QAfl :F(S7Z7flah)+7ah7 (12)

where F' stands for

p+1 p—1

F(8727f27 h’) = W(<Uapp + f2) 2 (%4_5)”% - (Uappm)TUapp)>

with f(s, 2) = f(5, 2).

We now show, that for s > 0 and A > 0 small enough, there exists a solution f; of
such that f(s, z) is continuous on [0, ss], holomorphic-valued on |Im z| < A, and
exponentially decreasing in h: There exists > 0 so that for all £k € N

sup  sup |[(1 = REA2 £ (s, 4 ilm 2) || 2o my) < Cre /™.

0<s<s2 |Imz|<A

This will be done thanks to a fixed point argument.
For 0 < A <[ and k > d/2, set

1Flln =" sup (1= A*A)2F(- + ilm 2)|| 20, /m-

[Im z| <A

Let s; > 0 be given by Proposition [15.9] Let also § > 0 and sy € [0,s1]. If f = f(s,2)
is continuous on [0, s1] and analytic on |Im z| < A\ we set

Ni(f,52) = sup 722 £(s)]n.

0<s<s2

By the Sobolev embeddings, we have

sup  sup  |f(5,2)| S Nu(f, s0)e .

s<s2 |Im z|<A
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By Proposition [15.11] we can choose 6 > 0, A > 0 and K > 0 so that

1 f1(0)]]n < Ke n, Nip(rp,s1) < K, and sup sup |vapp(s,2)| < K. (1.3)

s<s1 |Im z|<A

Now use that

1f glla S R FFullglln: sup [1£(s)lln S €2 Ni(f, s2), (1.4)

s<s2

to deduce that for all L > 0, there exists C, > 0 and hy > 0 so that if h < hy and
Nyp(f,s2) < L, the following estimates hold

1E (s, f(s), Bl < CLIf ()], (1.5)

and

1E(s, - fu(s),h) = F(s, -, fa(s), W) |ln < CLl[f1(s) = fa(s)]ln- (1.6)

Let L > 0 to be chosen and h < hy. For f such that Ny(f,s2) < L, let w be the
solution of

{ ihoyw + Aw = F(s, z, f,h) + rp, (1.7)

w(0) = f1(0).
The usual L2-estimates for the Schrodinger equation and ((1.4) yield

)l < AO+ 5 [ ColI @b+ Il (18)

Now use the exponential decrease of the norms || - ||;, to obtain

I 2s s
E/ | f(T)||pdr < ?QNh<f, 82>eé(1 755)/h
0

Then, with (1.3), we deduce from (|1.8))

2 2
Ni(w, 52) < K(142) + ZCLNi(f. 52) (1.9

Now fix L > 4K and sy < min (s1,¢/2,¢/(4CL)), by we obtain N, (w, s9) < L.

We have proved that the application f +— w, induced by the equation , maps the
ball {f, Nin(f,s2) < L} into itself. Finally use (1.6 to show that this application is
a contraction. Hence admits a unique solution f;, which satisfies the estimate

D). =
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Résumé

Dans cette these on s’est intéressé a différents phénomenes d’instabilités pour des
équations de Schrodinger non linéaires.

Dans la premiere partie on met en évidence un mécanisme de décohérence de phase
pour I’équation (semi-classique) de Gross-Pitaevski en dimension 3. Ce phénomene
géométrique est dit a la présence du potentiel harmonique, qui permet de construire
-via une méthode de minimisation- des solutions stationnaires se concentrant sur des
cercles de R3.

Dans la deuxieme partie, on obtient un résultat d’instabilité géométrique pour NLS
cubique posée sur une surface riemannienne possédant une géodésique périodique, stable
et non dégénérée. Avec une méthode WKB, on construit des quasimodes non linéaires,
qui permettent d’obtenir des solutions approchées pour des temps pour lesquels I'in-
stabilité se produit. On généralise ainsi des travaux de Burq-Gérard-Tzvetkov pour la
sphere.

Enfin, dans la derniere partie on considere des équations sur-critiques sur une variété
de dimension d. Grace a une optique géométrique non linéaire dans un cadre analytique
on peut montrer un mécanisme de perte de dérivées dans les espaces de Sobolev, et une
instabilité dans I'espace d’énergie.

Abstract

In this work we study different instability phenomena for nonlinear Schrodinger
equations.

In the first part we show a phase decoherence mechanism for the semiclassical Gross-
Pitaevski equation in dimension 3. This geometrical phenomenon occurs because the
harmonical potential allows the construction of stationnary solutions to the equation
which concentrate on circles of R3.

In the second part, we obtain a geometric instability result for the cubic NLS on
a riemannian surface. We assume that this surface admits a stable and nondegenerate
periodic geodesic. Then with a WKB method we construct nonlinear quasimodes and
we obtain approximate solutions to the equation for times such that instability occurs.
Thus we generalize results of Burq-Gérard-Tzvetkov for the sphere.

In the last part, we consider supercritical Schrodinger equations on a riemannian
manifold of dimension d. Thanks to nonlinear geometric optics in an analytic frame,
we show a mechanism of loss of derivatives in Sobolev spaces, and an instabilty in the
energy space.

Mots-clefs : instabilité, équation de Schrodinger non linéaire, méthode WKB, optique
géométrique non linéaire.

Key words : instability, nonlinear Schrodinger equation, WKB method, nonlinear geo-
metric optics.

AMS Subject Classification : 35A07; 35A10; 35B33; 35B35; 35QQ55; 35R25; 81Q05.
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