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Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe C*° de dimension n > 3,
éventuellement & bord OM. Si M # ), on suppose que M et OM sont orientées et
compatibles: on se donne alors ¥ le vecteur normal unité extérieur. Si OM = (), on
pose M = M. Si OM # 0, alors OM est une variété compacte de dimension n — 1
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2 FREDERIC ROBERT

et on pose M = M \ OM. On a ainsi 9M = OM. En particulier, M coincide avec
la fermeture de M dans M.
On suppose qu'il existe une variété sans bord (N, g’) telle que (M,g) < (N,g")

isométriquement: pour simplifier, on note ¢’ = ¢g. SiOM =0, on pose N = M = M.
En particulier, on englobe le cas des ouverts bornés réguliers de 2 C R™ (dans ce
cas, N=R", M =Qet M =Q).

Pour p > 1 et k € N*, on définit la norme [|ul|zr = E?:o |Viul[,. On note alors
HP (M) (resp. Hf ((M)) la fermeture dans LP(M) de {u € C*(M)/ [ull r < o0}
(resp. de C*(M)) pour la norme || - || 22
Soit a € L*°(M). On cherche une fonction de Green adaptée au probleme

{ Agu+au=f dans M

u=20 sur oM.
ol on a posé A, := —div,(V), le laplacien avec convention de signe moins.
On pose
(1) Ko :={u€ H} y(M)/ Agu+ au = 0 au sens faible}.

L’espace K, est de dimension finie (c’est une conséquence du Théoreme de Riesz
et de la régularité elliptique, voir [3]) et il suit de théorie elliptique standard que
K, c CY(M) pour tout 6 € (0,1). On munit HZ(M) du produit scalaire L?:
(u,v) = [,; wvdvog. On pose alors m, : Hf (M) — K, la projection orthogonale sur
K, pour le produit scalaire L2. Dans la suite, toutes les notions d’orthogonalité se
rapporteront au produit scalaire L2.

Definition 1 (Fonction de Green). Soit a € L (M) et soit K, et m, comme ci-
dessus. Soit G: M x M\{(z,z)/z € M}. On dit que G est une fonction de Green
pour Ag + a avec condition de Dirichlet au bord si, en notant G, = G(z,-), les
trois assertions suivantes sont satisfaites pour tout x € M :

(i) G, € LY (M),

(ii) Gy LK,

(iii) pour tout ¢ € C*(M) telle que Ylom =0, on a

/M Go(Dgp + ap) dvg = (¢ — ma(ip)) ().

Ici, dvg est l’élément de volume riemannien.

Les résultats principaux de cette note sont les deux théoréemes suivants:

Théoréme 1. Soit a € L>®(M). Alors il existe une unique fonction de Green
G pour Uopérateur Ay + a. De plus, elle est symétrique et se prolonge en G €
CY(M x M\ {(z,z)/x € M} pour tout § € (0,1). Plus précisément, pour tout
x € M et pour tout ¢ € C*(M), on a

GalByp + ap) dvg = (¢ — ma()) () + / 0,Grip dory.
M oM

ot dog est l’élément de volume riemannien de OM muni de la métrique induite par
g. De plus, G, =0 si x € OM et pour tout x € M, on a

AyGy+aG, =0 faiblement dans M \ {x}
G, =0 sur OM.
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Une fonction de Green admet un contrdle ponctuel tres précis. Pour a € L (M),
il existe K, \,d > 0 tels que

(2) la(z)| < K pour tout z € M,

(3) dim K, < d.

et

(@ | (Bt ap) doy = Ao = mal)IB

pour tout ¢ € H3 (M) N Hf 3(M) (L'existence de A > 0 suit de la minimisation de
[Agep + a2 sous les contraintes ¢ € H3 (M) N H? o(M) N Ky et |lgfl2 =1).

On a alors les estimées suivantes (on adopte la convention d(z,}) = 1):

Théoréme 2. Soit a € L™(M) et soit G la fonction de Green de Ay + a. En
notant

Hor (@, y) = dg(z,y)* " min {1, 4e, (Z\gd&am }

pour tous x,y € M, x # y, il existe des constantes C1,Cy > 0 et C3 > 0 telles que
—Csd(x,0M)d(y, 0M) + CoHpr(z,y) < G(z,y) < CrHa(z,y)
et
o d(z,0M)
VG, (y)| < Crdy(z,y)! "mln{l,’}
| ( )| g( ) dg(:C,y)
pour tous x,y € M, x # y et ou les constantes C1,Co,C3 ne dépendent que de
(M,g), K, X et d tels que (2), (4) et (3) ont lieu. De plus, si Uopérateur Ay + a
est ceercif, on peut prendre C3 = 0.

De nombreuses autres estimées peuvent étre dérivées. On renvoie pour cela a la
section 4 ou I’étude asymptotique générale des fonctions de Green est effectuée.
Le Théoreme 1 est démontré dans la sous-section 4.3 pour 'existence et dans la
section 5 pour 'unicité. le Théoreme 2 est prouvé dans la sous-section 9.3 pour le
cas général et dans la section 10 pour le cas ccercif.

Remarque: les méthodes utilisées sont tres souples et, excepté dans la section 3,
elle s’adaptent directement au cas des opérateurs elliptiques dont la partie principale
est une puissance du laplacien. La section 3 repose sur 'utilisation du principe de
comparaison, principe non valable aux ordres supérieurs: nous donnons dans la sec-
tion 11 une preuve alternative du contréle optimal qui se généralise immédiatement
aux ordres supérieurs. On renvoie aux références Aubin [2], Druet-Hebey-Robert
[6], Grunau-Robert [5], Krasovskil [8] et Maz’ya [9] pour d’autres constructions et
propriétés.

Notation: Dans tout ce manuscrit, C(a, b, ¢) signifie que la constante C ne dépend
que de a,b,c. Il arrivera qu’on conserve la méme notation pour des constantes
différentes d’une ligne a l'autre, et méme parfois dans la méme ligne. Cependant,
dans le but de simplifier I’écriture, on omettra systématiquement de mentionner
la métrique g et on notera C(M,..) pour C(M,g,...). Si F': A X B — R est une
fonction, alors pour tout = € A, on définit F,, : B — R par F,(y) := F(x,y) pour
tout y € B. On pose Diag(A4) := {(z,z)/x € A}.
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1. CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES

Le point de départ est de trouver une fonction dont le laplacien au sens des
distributions est une perturbation de masse de Dirac. On prouve la proposition
suivante:

Proposition 1. I eziste des fonctions H,l € C°°(M x M \ Diag(M)) telles que
(i) pour tous x,y € M tels que x # y

(5) dy(@,y)" 2 [H (2, )| + dg(,y)" "V Ha(y)| < C(M)
(ii) pour tous x,y € M tels que x # y, on a
(6) dy(z,y)"?|l(z,y)| < C(M),

(iii) pour tout p € C*(M) et pour tout x € M, on a

(7) / HyAgpdvg, = p(z) +/ lep dvy +/ (=0vpHy + 90, H,) dog
M M oM

Preuve de la Proposition 1: Pour x € N, on pose i4(x) le rayon d’injectivité au
point z. Soit § > 0 tel que 6 < %ig(z) pour tout x € M. Le réel § est bien défini
car M est compacte. En particulier, pour tout = € M, on a des géodésiques et une
application exponentielle sur Bj(z), mais les géodésiques peuvent sortir de M. Si

M = R™ muni de la métrique euclidienne, on prend § = +o0.
Soit g € C*°(R) telle que no(t) = 1sit <1 et ny(t) =0sit>2. On pose

d _
n(zx,y) = no (g(?y)) pour tous z,y € M.

Cette définition fait bien sens grace au choix de 4. En particulier, on an € C'™ (M x
M). On pose

®) H(z,y) := (n— Q)WZ(_i?dzj])(m y)n—?

pour tous (z,y) € M x M \ Diag(M), ot w,_; est le volume de la sphere unité
(n —1)—dimensionnelle de R™. On a immédiatement H € C°°(M x M \ Diag(M))
et (5) est satisfait. En particulier, H, € L'(M) pour tout z € M.

Soit ¢ € C?(M). Soit x € M: il existe donc &y > 0 tel que Bs,(z) C M. Soit
€ €(0,00). On a

/HxAggadvg = / HxAggpdvg—F/ H,Agpdv,
M M\Be(x) Be(z)

= / H,Aypdvg+0(1) quand € — 0
M\ B (x)
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car H, € L*(M). La variété M \ B.(z) étant orientée & bord, on intégre par partie
pour obtenir

(9) HyAgpdug
M

_ / oA Hy dug + / (=0 pH, + 08, Hy) doy + o(1)
M\B.(2) D(M\B.) ()

_/ goAgszvg—i-/ (=0, oH, + 90, H,) do,
M\ B.(z) oM

7/ (=8, pH, + 0, H,) doy + o1)
OB (x)

quand € — 0. Pour dy(z,y) < 6, on a H(z,y) = ((n — 2)wy—1) " dy(z,y)*™", et
donc, en utilisant le laplacien en radial, on obtient en posant r = dg(z,y)

1 _ 1 _ Or/ 19l
10) AH, () = ———8, (11 /Tg]—— o, 2n>: Vv
( ) g9 (y) ’/‘n_l <T |g| (7’L _ 2)wn—1 (T ) wn_lr”* /7|g|

avec dg(z,y) < d (|g| désignant le déterminant de la métrique g dans une carte
adaptée). Par ailleurs, dans la carte exponentielle, on a g;; = &;; + O(r?) et donc
\/m = 1+ O(r?), ces développements limités pouvant étre dérivés. On obtient
ainsi 9,4/]g] = O(r). Ainsi, en reprenant (10) et en distinguant les cas dy(z,y) < &
ou bien > 4, on obtient qu’il existe C(M) > 0 tel que

(11) |A,H,(y)| < C(M)dy(z,y)* " pour tout (z,y) € M x M \ Diag(M).

On pose alors {(z,y) := AgH,(y) pour x # y. Il suit donc de (11) que (6) a lieu et
que I, € L*(M) pour tout x € M. On déduit de (9) que

/ H, Agpdv, = / lmcpdvg+/ (—0vpHy + @0, Hy,) do,
M M oM

7/ (—0vpHy + ¢0,Hy) dog + o(1)
9B, (x)

lorsque € — 0. Traitons maintenant le bord. Comme |H,(y)| < C(M)d,(z,y)*™,
on obtient

(12) / OypH, dog = O(€) = o(1) lorsque € — 0.
O0Bc(x)

Avec l'expression (8) de H, pour y proche de x, on obtient en radial que 9, H,.(y) =

w_il €'~ pour y € dB.(r). Du coup, en utilisant la continuité de ¢, on obtient
/ —p0,Hydog = go(x)/ —0,H,ydog + o(1)
9B () 9B, (x)
faB () dog

quand € — 0. On obtient ainsi

/ HyAgpdug = o(x) +/ Iz duyg +/ (—0vpHy + @0, Hy,) doy,
M M OM

pour tout x € M. Ceci prouve (7) et acheve la preuve de la Proposition 1. [
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Pour terminer cette partie préliminaire, on détermine un controle sur le module de
continuité du projecteur m,.

Proposition 2. Soit a € L= (M) et soient K,d tels que ||al]|cc < K et dim K, < d.
Soit 7, le projecteur orthogonal sur K,. Alors il existe C(M, K,d) > 0 telle que

(13) [ma(f)ller < C(M, K, d)| fll1
pour tout f € HE(M).
Preuve de la Proposition 2: Le noyau K, étant de dimension finie d, < d, soit

(1, ...,14,) une base orthonormée pour le produit scalaire L?. En particulier,
pour tout ¢ € {1,...,d,}, on a

Agp; +ap; =0 dans M
=0 sur OM.

Il suit de théorie elliptique que ; € C*(M) et que pour tout 6 € (0,1), il existe
C(M,K,0) > 0 tel que

(14) ||1/}7l||0179 < C(M7 K? 9)”1/}7«”2 - C(Mv Ka 0)
car ||1;|l2 = 1. Soit f € HZ(M): on a

d(L

OB ( |t dvg> i

?

=1
Du coup, comme 7,(f) € K, C C*(M), on obtient

/ fwz dvg
M
En utilisant (14) et (15), on obtient qu’il existe C'(M, K,d) > 0 tel que

I7a(Pller < C(M, K, d)| flx
pour tout f € HZ(M). Ceci prouve (13) et achéve la preuve de la Proposition 2.0J

da da
(15) Ima(f)ller < Aillor < DI lallvlloollillen
i=1 i=1

2. UNE PROPOSITION INTERMEDIAIRE SUR LA SERIE DE NEUMANN

Proposition 3. Soient, a,h € L>*(M). On suppose qu’il existe I', f € LyS (M x
M \ Diag(M)) deux fonctions telles qu’il existe Cy > 0 tels que
(16) Ty € CHM\{a}); [D(z,y)| < Crdy(z,y)* ™" et VI, (y)| < Crdy(w,y)' "
pour tous v,y € M, x # y. On suppose que

£ (2, 9)| < Crdg(a,y)* "

pour tous x,y € M, x # y. On suppose que pour tout o € C*(M) et pour tout
r e M, ona

(17) / (Ago+ ho)Ty dvg = () +/ fapdug +/ (—0vTy + 9d,T'y) doy.
M M oM
Alors il existe G € L2 (M x M \ Diag(M)) telle que pour tout x € M, on a

loc

G, e CYO(M\ {z}) N L' (M) et G, LK,
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pour tout 6 € (0,1) et pour tout ¢ € C2(M), on a

/M(Agtp + ap)Gy dvg
(o= m@)@)+ [ (~0ule = mal@) G+ 90,6) do

De plus, si (I'z)jop = 0 pour tout x € M, alors (éx)\aM =0 et, en posant G, =0
st z € OM, la fonction G est une fonction de Green pour Ay + a.

Soient K, K', \,d > 0 tels que |a(z)] < K et |h(x)] < K’ pour tout x € M et (4) et
(3) ont lieu: il existe alors C'(M,Cy, K, K', \,d) > 0 tel que

(18) |G (z,y)| < O(M,Ch, K, K", A, d)dy(z,y)* "

pour tous x,y € M, x # y.

Preuve de la Proposition 3: elle procede en cing étapes.

Etape 1: On suppose qu'il existe I'y,..., Ty : M x M \ Diag(M) — R telles qu’il
existe Cy > 0 telle que pour tout 7 € {1,...,k}, on a

(19) [ € Lis,(M x M \ Diag(M)) et |Ti(z,y)| < Cady(z,y)*™"

pour tous z,y € M, x # y. On pose
k
(20) G/, i= L) + Y [ Tl 2)T(e.0) duy(2)
i=1YM

pour tout z,y € M, x # y. Il suit du Lemme de Giraud [4] que G’ € L (M x
M \ Diag(M)) et que |G'(z,y)| < C(M,Cy,C)dg(x,y)*>~™ pour tous z,y € M avec
x # y. En particulier, on a G/, € L'(M) pour tout € M. De plus, il suit du
théoréme de convergence dominée de Lebesque que G, € C*?(M \ {z}) pour tout
x € M et tout 6 € (0,1).

Calculons A,G’, + aG", au sens des distributions. Soit ¢ € C?(M). On a

/( g + ap)G, dvgf/ Gl(Agp + hy) dog + G( h) dv,

/ Agp + hy) dug
k
+ Z /M><M Li(x, 2)L(2,y)(Age + he) (y) dvg(y) dvg(2)

—l—/ G'.(a— h)dvg,
M
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d’apres le théoréme de Fubini. En utilisant encore le théoréeme de Fubini et (17),
on obtient

/ (Agp + ap) G, dug
M

T +/ fx<pdv9+/ (—=0vl'y + 90, T';) dog
M oM
k
3 [ 0w (6@ + [ fodn+ [ (opr+porin,)
= Jm M oM

+ [ Gha=nyds,

Les bornes (16) sur I et son gradient justifient une nouvelle utilisation du théoreme
de Fubini pour obtenir

(21) /M(Ag<p + ap)G’, dvy = / fopdvog + Z / ) du,

3 [, roe e o) twyan,

+/ (—0,9Gl + ©d,GY) da—l—/ G (a — h)dog,
oM M

Concernant le dernier terme, il suffit de remplacer G’, par son expression (20) pour
obtenir

(22) /M(Ag@ + ap) Gy dug
~¢@+ [ (ot @dvﬁZ/ ods,
k
+Z/ </M Li(z,2) (f(z,9) + (a = h)(y)T(2,9)) dvg(z)) o(y) dvg(y)

+/ (—0,pGl, + ©0,G.) do
oM
On pose alors

(23)
Dipi(z,y) := [, Ti(z, 2)L1(2,y) dug(2)
pour tout ¢ > 1 et pour tous z,y € M, x # y. Soient K, K’ > 0 tel que
la(z)| < K et |h(z)| < K’ pour tout x € M.

Alors, il suit des estimées standard du Lemme de Giraud que pour tout i > 1, il
existe C; (M, C1, K, K') > 0 telle que

dg(z,y)*—m sii< g
(24) IDi(z,y)| < Ci(M,Cy, K, K') ¢ 1+ [Indg(z,y)| sii=73
1 sii> g
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pour tous x,y € M, x # y. En particulier, T'; satisfait bien (19) pour tout ¢ > 1.
En utilisant (23), (22) devient

(25) / (Ayp + ap) G du,
M

—ola)+ [ (006G + 906l do — [ Tua(a ey,
oM M
On choisit k = FE (%), de sorte que k + 1 > 5: on pose alors v := ['yy1.

Par ailleurs, il suit du Lemme de Giraud qu’il existe C'(M, K) > 0 tel que

‘ /M Ty(z, 2)T(z,y) dvg ()| < C(M, C, K, K')dy (2, 5)

pour tous z,y € M, x # y et tout i > k + 1. Du coup, on obtient
(26) |G (2, y) = T(z,y)] < C(M,Cy1, K, K')dg(2,y)* "

pour tous z,y € M, x # y. En particulier,

(27) G/ (2, y)| < C(M, Cy, K, K')dy ()"
pour tous z,y € M, x # y.

Etape 2: Soit u), € HZ (M) N K 'unique solution faible de

Agul 4+ aul, = vy — o (y,) dans M
ul, =0 sur OM.

Il suit de théorie elliptique standard que u/, est bien unique et définie. De plus, par
théorie de la régularité, on a u!, € H5(M) N CYY(M) pour tous p > 1 et 6 € (0,1)
et il existe C' > 0 tel que

(28) [uiller < C(M,EK) (12 — Ta(Ya) lloo + ll2]12) -
Comme u!, € K}, on a 7,(u’) = 0 et il suit alors de (4) que
(29) Mz ll3 < vz = ma(v2) 13-

En regroupant (28) et (29), on obtient

(30) [ ller < C(M, K, N)[ve = ma(Ve) lloo-

11 suit alors de (13), de (30) et de (24) que

(31) [uzllor < C(M KX, d)|[vllee < C'(M, K, K',C1, A, d).
Nous pouvons alors définir

da

(32) Uy = Ul — Z (/M(G; + uy )i dvg) Vs

i=1

ou les wiﬁz 1,...,d,) sont définis dans la preuve de la Proposition 2. Ainsi, on a
uy € CH(M) et

Agug + auy = vy —ma(yz) dans M
Uy =0 sur OM.
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Il suit de (14), de (31) et (27) que
da
Q' / s d ;
> (] e, ) o <Z
dq

K) ) (Gl + luzllz)¥illee < C(M, K, K’,C1, A, d)
i=1

(33) G' +ug )i dvg| - [[4hill o

ct

Etape 3: On pose
(34) G(x,y) = G'(2,y) + us(y) pour x € M, y € M, x # y.

En particulier, pour tout € M, on a G, € L*(M)NCY(M\{z}). Soit ¢ € C?(M).
Comme u, € HY(M) pour tout p > 1, en intégrant par parties, il suit de (25) et de
(34) que

/ (Agp + ap)Gy dug
M
= p(x) + / (—(%goG; + cp@VG;) do — / Yzt dvg —|—/ Uz (Agp + ap) dug
oM M M
(o) + [ (00(G, ) + 0, (Gl ) do
oM
/ (Agug + aug —7,) dug

— () + / (=0,0(Gly + ) + 90, (Gl + uz)) dor — / oTalr2) dog

M
= p(z) + / (—3,,90@95 + goay(?m) do — / ©Ta(Vz) dvg
oM M

Comme 74 (7v,) € Ko = Vect{t1,...,0q, }, il existe ¢;(z), i € {1,...,d,} tels que
Ta(Vz) = Z?;l ¢i(z)y;. Ainsi, on a la formule

(35) / (A, + ap)Gy dv,
M
dg

=p(z) + /aM (fausoém + <,03yéx> do —

ci(z) /M ©Y; dug

Fixons ¢ € {1, ...,d,}. En appliquant (35) & 1;, en utilisant que (¢1, ...10q,) est une
base orthonormée de K, et que 1; = 0 sur M, on obtient

i=1

(36) 0= / (A b 4 arpy) G do,
M
= wl('r) - . 8,/(/}1G$, do — ; C] / wﬂﬁ] qu
= i(x) — ci(z) — d,0iGy do

oM

et donc ¢;(z) = ¥i(x) — [, d,10; G do pour tout i € {1,...,ds} (Notons que comme
; n'est pas C2, on a utilisé que 1; € HY(M) pour tout p > 1). En revenant a la
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formule (35), on obtient alors

(37) /M(Agap + agp)ém dv,
@)+ [ (~0upCiat 0,G) do - g ([ ovsan,) it
+/6M o, (i} </M o dvg> ¢i> G, do

— (- mal@)e) + [ (0o mal)Cr+ 90,C.) do
oM
pour tout x € M. Ceci prouve (17).

Etape 4: Etudions maintenant les relations d’orthogonalité. Soit i € {1,...,d.}.
On a
da

/M Gobi dv, = /M(G; + !, — ; </M(G; + ul)i; dvg> V)0 dvg
da
- /M<G; iy =3 ( /M<G; ) dvg> /M ity v,
= / (G, + ul ), dvg — / (G + ul ), dvg = 0.
M M

La famille (¢4, ..., %4, ) engendrant K,, on en déduit que
(38) Gy LK,

Etape 5: Montrons maintenant I'estimée ponctuelle. Tl suit de (26) et de (33) qu'’il
existe C(M, K, K', \,d) > 0 tel que

(39) |Gz, y) = T(z,y)| < C(M, K, K',C1, A, d)dy(x,y)*"
pour tout z,y € M, x # y. Ceci prouve (18) et du coup achéve la preuve de la
Proposition 3. U

3. PREMIERE ETUDE DU CAS A, + a CERCIF

On donne ici une preuve de I'existence et du controle ponctuel de la fonction de
Green dans le cas ceercif. On fait ici usage de fagon fondamentale du principe du
maximum et de 'ordre deux, et une autre méthode est nécessaire pour prouver les
estimées ponctuelles aux ordres supérieurs. Afin d’étre complet, on donnera dans
la section 11 une autre technique de preuve des estimées ponctuelles: elle présente
I'inconvénient d’étre sensiblement plus longue, mais elle a 'avantage d’étre tres
robuste et d’étre adaptée aux opérateurs d’ordres supérieurs (elle a en particulier
été utilisée dans Grunau-Robert [5]).

Théoréme 3. Soit a € L>®(M). On suppose que A + a est cercif. Alors il existe

une fonction de Green, notée G, pour Ay + a. De plus, G € Cllo’f(ﬂ\ {z}) pour
tout x € M et il existe C(M,K,\) > 0 telle que

0 < G(z,y) < O(M, K, \)dy(z,y)>~™ pour tous z,y € M, x # v,
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ot K et A sont comme dans (2) et (4). De plus, G, = 0 pour tout z € OM et on a
G.(y) =0 pour tout y € OM et x € M.

Preuve du Théoréme 3: En reprenant les notations de la Proposition 1, on pose
I':=H, f:=1et h:=0. En remarquant que K, = {0} et donc que 7, = 0,
grace aux résultats de la Proposition 1, on applique la Proposition 3 pour obtenir
Pexistence de G € L5 (M x M \ Diag(M)) telle que (39) a lieu et pour tout = € M,
on a

G, e CY (M \ {z}) N LY (M)
pour tout 8 € (0,1) et pour tout ¢ € C?(M), on a

/M(Agcp + ap)G, dvy = () —|—/

- (—&,cpéx + gp@uéx) do.

Etape 1: Soit V, € H2(M) tel que

AgVy+aVy,=0 dans M
Ve = -G, sur OM.

L’égalité au bord étant a prendre au sens usuel des traces. Pour l'existence, on

renvoie a [3] (Théorémes 8.6, 8.12, 9.15) et [1] (Théoreme 9.1). Il suit de théorie

elliptique standard que V,, € HY(M) N C%?(M) pour tous p > 1 et 6 € (0,1).

Comme I'(z,y) = H(z,y), il suit de l'inégalité (39) qu’il existe C(M, K, A) > 0 tel
~G(y) < C(M, K, \)

pour tous x,y € M, x # y. Posons V! := —V, + C(M, K, )\) + 1 et posons W/, €

x

HY (M) CH (M) pour tout p > 1 et § € (0,1) tel que

AGW! +aW! =ax (C(M,K,\)+1) dans M
Wi, =0 sur OM.

L’existence de W, suit de théorie elliptique standard. Par ccercivité de Ay + a, on
en déduit alors, toujours par théorie elliptique, qu’il existe C'(M, K, A) > 0 tel que

Willoe < C(M, K, ).
De plus, on a

Ag(V] =W +a(V)—W,)=0 dans M
Vi—=W. >0 sur OM.

En posant ¢ := (V, — W})_ € H{y(M), en multipliant le systéme par ¢ et en
intégrant, on obtient fM(|V1/)|£2] + ay?) dv, = 0, et donc 1 = 0 par ceercivité, et
donc V] > W. 1l s’ensuit qu'’il existe C(M, K, A) > 0 tel que

(40) V, < C(M, K., \)

Etape 2: On pose alors
Gla,y) = Glz,y) + Va(y)
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pour x € M,y € M et xr #y. Siz € M, on pose G, = 0. En particulier, on a
G, € LY(M), G, € C*(M \ {}). Soit maintenant ¢ € C*(M). En utilisant les
définitions de G, et de V, et en intégrant par parties, on obtient

(41) Gz(Agp + ap) dug
M

= @(x) + / <_ay<)oéx + Qpavéx> do + / (AgQO + aap)Vw dl}g
oM M
=o(z) + / (—@gpéx + wayéx) do + / (AGVy + aVy)pdug
oM M
+/ (=0, Ve + 0, Vo) do
M

= (p(x) + / (781/‘)0(;90 + Soaqu) do
oM

Or il suit du choix de V,, que G, (y) = 0 pour y € M. On obtient ainsi

(42) / Gz (Agp + ap) dvg = p(x) + / 00, Gy do.
M oM
En particulier, G est une fonction de Green pour Agy+a ('opérateur étant inversible,
on a K, = {0}).
Etape 3: On affirme ici qu'il existe C(M,K,\) >0 tel que
(43) 0 < G(z,y) < C(M, K, Ndy(z,y)*"

pour tous z,y € M, z # y.

Prouvons cette affirmation. II suit de (39), de la définition de G, et de (40) qu’il
existe C(M, K, \) > 0 tel que

(44) G(a,y) < C(M, K, N)dg(a,y)*™"

pour tous x # y. Par ailleurs, il suit de (39) que pour z € M fixé, on alim, ., G, (y) =
+00. Du coup, on a (G,)- € H{y(M \ Bs(x)) pour § > 0 assez petit. Soit
€ CP(M\ {z}). Il suit de la formule de représentation (41) que

/ Go(Dgt) + ath) dvg = 0,
M

et donc, en intégrant par parties, on obtient

/ ((VG:C7 VQ/J)g + anw) d'Ug = O
M

Par densité de C2°(M \ Bs(x)) dans H{ o(M \ Bs(x)), on obtient que cette égalité
est valide pour ¢ = (G,)_, et donc [, (|[V(Ge)_|2 + a(G.)?)dvy = 0, et donc
(Gz)— = 0 presque partout, ce qui implique par continuité de G, que G, > 0.
Comme G, # 0 (grace & (42)), il suit alors du principe du maximum de Hopf que
(45) G, > 0sur M\ {z}.

L’inégalité (43) suit de (44) et de (45).

Remarque: concernant ’estimée ponctuelle (43), citons un résultat tres élégant
dans le cas euclidien qui figure dans Han-Lin ([7], Proposition 1.21): sur un domaine
Q de R™, la fonction de Green G du laplacien euclidien A avec condition de Dirichlet
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au bord est majorée par le noyau ((n — 2)w,_1)|z — y|>~™. La preuve repose sur le
principe du maximum et une comparaison des deux fonctions au bord.

4. ETUDE ASYMPTOTIQUE AU VOISINAGE DES SINGULARITES

Dans cette section, nous analysons le comportement infinitésimal de la fonction
de Green prise en deux points voisins. On consideére une suite (aq)aen € L (M)
telle qu’il existe K, \,d > 0 tels que pour tout a € N, on ait

(46) laa(z)| < K pour tout « € M,

(47) /M [Agp + aapl* dvg > A — 7a,, (9)lI5 pour tout € HY(M) N H o(M),

et

(48) dim K, <d.

4.1. Comportement intérieur.

Proposition 4. Soit des suites (aa)aen € L®(M), (a)acy € M et (Ta)nen €
(0, +00). On suppose qu’il existe K,d > 0 tels que (46) et (48) ont lieu pour tout
a € N. Pour a € N, on note G, une fonction de Green de Ay + a. On suppose
que pour tout x € M on a (Ga)x € CH(M\ {z}) pour tout 6 € (0,1) et que (Gu)s
s’annule sur OM. On suppose qu’il existe Cy > 0 tel que

(49) dy(z,y)"%|Ga(z,y)| < C1 for all z,y € M, x #y.

On suppose que

M
lim r, =0et lim M = 4o00.
a——+00 a——+00 Ta
Alors, on a
(50) lim 1" 2Go (2, eap, (raz)) = L
a—too @ To (n — 2)wp_1]|2|"2

pour tout z € R™\ {0}. De plus, cette convergence a liew dans C’llo’f (R™\ {0}) pour
tout 0 € (0,1). La fonction exp, désigne l'application exponentielle prise au point

To €t on a assimilé isométriquement l'espace tangent en x, a R™.

Preuve de la Proposition 4: Tout d’abord, déterminons I’équation vérifiée par G,.
Pour o € N, s0it {(¢¥)a)i}i=1,....d,, une base orthonormée de K, . Soit ¢ € CZ(M \
{z}). On a donc

/ (Ca)a(Bgp + anp) dvy = —a. () () + / 0 (G do,
M M

da

-y ( /M(%)“” dvg) (a)i(z) + /M $0,(Ga)a o

i=1
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Comme ¢ s’annule au voisinage de = et que G, € C*(M \ {x}) s’annule sur OM,
on peut intégrer par parties et on obtient

/M ((V(Ga)xaV(P)g +aa(Ga)w90) dvg = _/M(P <i(¢a)z(¢a)z($)> dvg

+/ 00, (Gq)y dog.
M

Ainsi, il suit de théorie elliptique standard que (Go), € HY , (M \ {z}) pour tout
p > 1 et que

Ay(Ga)z +a(Ga)z = — Z?ilwa)i(iﬂ)(lﬁa)i dans M
5D { (Ga)e =0 sur OM

Soit 0 < § < @ pour tout x € M (ceci est bien défini car M est un compact de
N). Pour z € B,-145(0) \ {0}, on pose
(52) Gal2) == 072G o (Ta, exp,_ (Taz)).
11 suit de (49) que
|Go(2)] < C1]2]*~™ pour tout z € B, -15(0) \ {0}.

De plus, en notant g, la métrique go(z) := (exp}_)(raz), 'équation (51) devient
pour tout R > 0

U

a

(53)  Ag.Ga+raaa(exp,, (rar))Ga = =15 Y (Ya)i(@a)($a)i(exp,, (ra-)
1

2

dans Br(0). Il suit de (49), de (53) et de théorie elliptique standard (voir Théoréme
9.10 de [3]) qu'il existe G € C*°(R™ \ {0}) tel que

(54) lim G, =G in C} (R™\ {0})

a—+00
et du coup
A¢G =0 dans R™ \ {0},
la métrique £ désignant la métrique euclidienne sur R™, et
(55) |G(2)| < C1]z|>~™ pour tout z € R™\ {0}
Etudions 'équation vérifiée au sens des distributions. Soit ¢ € C(R™) et soit

R > 0 tel que Supp ¢ C Bgr(0). On pose alors

—1
valz) =@ (eXp;”“(Z)> si dg(2,2q) < Rrq et pq(z) = 0 sinon.

En particulier, ¢, € C°(M). En appliquant la formule de Green, on obtient

©(0)

alza) = /M Gal(@ar )(Agpa + dapa) dvg + T, (9a)(Ta)

= [ Gty 0+ rRaa(expe, (0)6) dug, + T, (90)(z0).
Br(0)
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Comme lim, 1o ||@allt = 0, on a limy— 400 Ta,, (9a)(za) = 0. Du coup, en util-
isant (54), on obtient

»(0) = G(2)Agp(z) dz pour tout ¢ € C°(R™).
Rn

De plus, il suit de la Proposition 1 que

1 o0 (Tom
©0(0) = /w (7= a1 A¢p(z) dz pour tout ¢ € C°(R™).

Par conséquent, Ag¢ (G — W) = 0 au sens des distributions, et donc, le

laplacien étant hypoelliptique, la fonction G — W se prolonge en une

fonction harmonique sur R™. Il suit alors de (55) et du théoreme de Liouville que
1

(n = 2)wn—1]2["~

Ceci clot la preuve de la Proposition 4. O

G(z) =

5 pour tout z € R™\ {0}.

4.2. Comportement au bord. L’étude du comportement au bord requiert le
choix d’une carte adaptée. C’est 'objet du lemme suivant (on rappelle que (M, g)
se plonge isométriquement) dans une variété sans bord (N, g)).

Lemme 1. Soit g € OM. Alors il existe un voisinage V de xg dans N, il existe
U un ouvert de R™ tels qu’il existe ¢ € C®(U, V) avec 0 € U, ¢(0) = xq et

P(U N < 0}) = p(U) N M
(56) (U N {1 = 0}) = p(U) N OM

(¢*9)(0) =¢&.
En particulier, si (To)aen € M est telle que limy_, 4o To = To, alors, en notant
To = 0(Ta,1,2h) avec (Xa1,2h) € {1 <0} xR"™! ona
(57) dg(xa,0M) = (14 0(1))|xa,1| quand o — +o00.

Preuve du Lemme 1: Par définition d’une variété a bord, on sait qu’il existe Uy un
ouvert de R” tels qu’il existe ¢o € C*°(Uy, V') avec 0 € Uy, po(0) = x¢ et

SOO(UO N {1‘1 < 0}) = QDO(UO) NnM

QOQ(UQ N {331 = O}) = QOO(UO) NoM
Il existe alors un isomorphisme L : R®™ — R™ tel que (¢§g)(0) = L*¢. Comme
L(R™) est un demi-espace, il existe o : R™ — R™ une isométrie telle que o(R™) =
L(R™). On pose alors U := o~ o L(Up) et ¢ := pgo L~ oo. On montre aisément
que (56) a lieu.
Soit maintenant (za)aen, (Yo )aen € M tels que limy_s oo To = liMy s o0 Yo = To-

En posant o = @(Za,1,24) €t Yo = ©(Ya,1,Ys) avec (Za,1,74), (Ya,1,¥s) € {21 <
0} x R"~1 on a alors

Ay (Farta) = dpg(Tar,2h), (o 1,va)) = (1+ 0o(D)de((a1, 7). (o1, 44))
= (14 0(1)y/ (a1 — o1)? + [, — Ui

quand o — 400. S0it (2a)aen € OM tel que dy(Ta, OM) = dg(xq, 2o) pour tout
a € N. On note alors z, = (0, z,) avec lim,_, o 2, = 0. On a alors d’une part

dy (20, OM) = dy (2, 70) = (1+ 0(1)y/ a2 + |21, — 4|2 > (1 +0(1))
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quand a — +o0; et d’autre part, dy(zq,0M) < dg(xq,9(0,2,)) = (1 + o(1))|za1
quand o — 4o00. Ceci donne (57), et le Lemme est démontré. O

On montre maintenant ’analogue de la Proposition 4 pour des points voisins du
bord.

Proposition 5. Soit des suites (aq)aeny € LP°(M), (Ta)aeny € M et (ro)nen €
(0,+00). On suppose qu’il existe K,d > 0 tels que (46) et (48) ont lieu. Pour
a € N, on note G, une fonction de Green de Ag+ ao. On suppose que pour tout
r €M ona(Gy), € CHO(M\ {x}) pour tout 6 € (0,1) et que (Gy), s’annule sur
OM . On suppose qu’il existe C1 > 0 tel que
(58) dg(z,9)"2|Go(z,y)| < Cy for allz,y € M, x # y.
On suppose que
dy(ze,OM
lim 7, =0c¢t lim dy(a, OM)

a——+00 a—+0o0 Ta

=p € [0,+00).

En particulier, limy oo To, = g € OM. Soit alors ¢ une carte en xg comme dans
le Lemme 1. En posant To = @(Ta,1,T,), on a alors

1
3 n—2 / _ _ 2—n __ 2—n
i G, 90,2 4rw) = g (= (. O = o+ (0,0

pour tout x € R™, & # (—p,0). De plus, cette convergence a lieu dans C’llo’f(@\
{(=p,0)}) pour tout 6 € (0,1).

Preuve de la Proposition 5: Pour z,y € R™ N %f”‘), z # y, on pose

Gal(z,y) =14 Gale((0,25) +7a2), ((0,27) + 7ay))-
11 suit de (58) qu’il existe Cy > 0 tel que
U—-(0,z,)

Ta

|Ga(z,y)| < Calz —y|?>~™ pour tous z,y € R™ N , 2y

Posons la métrique g, := (¢*¢)((0,2),) + 74-). Soit une suite (z4)o € R™ telle que
limg 400 20 = 2 € R” et fixons R > 0. Comme on 'a vu dans la preuve de la
Proposition 4, G, € Hy,,.(M \ {z}) pour tout z € M, p > 1 et (51) a liew: il

s'ensuit que (Ga). € Hy 1,.(R2\ {z}) pour tout p > 1 et que, aprés un changement
de variables, (51) devient

Aga Ga(zav ) + riaa(go((o, .13:1) + Ta'))éoz(zom )

= 12 Y Wah(Pl(0, ) + raza) (Wi ((0,25) + o)

dans (Br(0) \ {za}) NR™ et de plus

Guo(2a,y) = 0 pour y € Br(0) NOR™.

Tout comme dans la preuve de la Proposition 4, il suit alors de théorie elliptique
standard qu'il existe G, € C*(R™ \ {z}) tel que
(59) lim Go(za,) =G, in CL.(R™ \ {2})

a—r+00

et du coup 3
A¢G, =0 dans R” \ {z}.
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et
(60) G- (y)] < Caly — 2>~ pour tout y € R™ \ {z}.

De méme que dans la preuve de la Proposition 4, on obtient que pour tout ¢ €
C?(R™), on a

(61) P(y) = GZAQS dy — a167z(725do—~
R™ OR™

On pose

~ 1

H(zy) = (lz =yl = |z* —y[*™)

(n —2)wp—1

pour tous y,z € R™, y # 2z, ou 2* := (—2z1,2') si z = (21,2'). Il suit alors de la
Proposition 1 appliqué sur R™ muni de la métrique euclidienne que

(62) (b(y) = I;’ZA(Zde - 81ﬁz¢da
R™ OR™

pour tout ¢ € C2(R™). En posant H, := G, — H,, il suit de (61) et (62) que
(63) / H.AGdy — O H.bdo =0
R™ OR™
pour tout ¢ € C2(R™). En posant T(yi,y) := —signe(y1)H.(—|y1],y) pour y # z
et y # (—z1,2'),ona T € L}, (R") et il suit de (63) que

loc
/ TA¢dy = 0 pour tout ¢ € C*(R™).

Et donc AT = 0 au sens des distributions sur R™. Par hypoellipticité, T' se prolonge
en une fonction harmonique tendant vers 0 & l'infini (c’est une conséquence de (60)
et de la définition de H). Donc T = 0 et donc

1

64 éz - - o 2=n % L, 12—n
(64) (v) R (Iz =yl 2" —y*")
pour tout y € R™ \ {z}. Gréace & (57), on a limy_, 4o % = —p. La Proposition 5
suit en prenant z, = (zr‘” ,O). O

4.3. Conséquences sur l’existence des fonctions de Green en général.
Comme corollaire des Propositions 4 et 5, on obtient un premier contrble des
dérivées de la fonction de Green:

Corollaire 1. Soit a € L>(M) et soit G une fonction de Green pour Ay + a.
On suppose qu’il existe K,d > 0 tels que (46) et (48) ont lieu. On suppose que
G, € CY(M \ {x}) pour tout x € M et qu’il existe Cy > 0 tel que

|G(z,y)] < C4dg(x,y)2_" pour tous x,y € M, x # y.
Alors il existe C(M, K,Cy) telle que
VGa(y)| < C(M, K, d, Ca)dy(,5)' ™" pour tous z,y € M, & # .
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Preuve du Corollaire 1: Raisonnons par absurde et supposons qu’il existe (aq)q €
L>(M) tel que (46) a lieu et soit G, une fonction de Green associée & Ay + aq
pour tout o € N telle que

(65) |Go(z,y)| < Cudy(z,y)* ™ pour tous z,y € M, x #y.
On suppose qu’il existe (4 )a; (Ya)a € M tels que x, # yo pour tout a € N et que

: n—1 _
(66) EI_EOO dg(mocaya) |V<Ga)’la(ya)| = +00.

«

Quitte a extraire, supposons qu’il existe zg,yo € M tels que lim,_, oo T4 = xg €t
limy 40 Yo = Yo-

Cas 1: supposons que g # yo. En posant 20 := dg(xo, yo), il suit alors de (51), de
(65) et de théorie elliptique standard que [[(Ga)a. |1 (77 B (20)) < C (M, C4, K, d, 6),
et donc |V(Ga)z, (Wa)| = O(1) quand o — 4o00. Ceci est une contradiction avec
(66). Ceci termine le Cas 1.

Cas 2: supposons que zo = yo. Dans le cas oll dg(Zq,Ya) = o(d(2q,IM)) quand
a — 400, on applique alors la Proposition 4 avec 7o 1= dg(Zq, Yo ) €t on obtient

1
: n—1 _
agr_{_loo dg(Za,Ya)"" " |V(Ga)za (Ya)| = W1’
ce qui est encore en contradiction avec (66). Dans le cas d(zq, OM) = O(dg(a,Ya))
quand o — +00, on applique la Proposition 5 et on aboutit encore a une contra-
diction avec (66). Ceci termine le Cas 2.

L’assertion (66) étant contredite dans tous les cas, ceci prouve le Corollaire 1. [J.

Enfin, on déduit du corollaire précédent I'existence de la fonction de Green dans le
cas général:

Corollaire 2 (Preuve du Théoréme 1: existence). Soit a € L>°(M). Alors il existe
une fonction de Green, notée G, pour A, + a avec condition de Dirichlet au bord.
De plus, pour tout v € M, on a G, € CY?(M\ {x}) pour tout § € (0,1) et il existe
C(M,K,\d) >0 tel que

(67) dy(z,y)"2|G(2,y)| + dg(z,y)" ' |VG,(y)| < C(M, K, \,d)

pour tous x,y € M, x # y. De plus, on a G.(y) = 0 pour tout x € M et tout
y € 0M.

Preuve du Corollaire 2: Soit G une fonction de Green de A, +1 construite comme
dans le Théoreme 3. En particulier (G;), € CY(M \ {z}) pour tout 6 € (0,1) et
tout x € M. 1l suit du Corollaire 1 qu’il existe C'(M) > 0 tel que

dy(@,y)" |G (2, y)| +dy(2,9)" " [V(G1)a(y)| < C(M) pour tous z,y € M, x #y.

On peut donc appliquer la Proposition 3 avec I' := G1, h:= 1 et f := 0. Comme
((G1)z)jom = 0, on obtient I'existence d'une fonction de Green pour A, + a avec
la borne (18). Il suit alors du Corollaire 1 que (67) a lieu. Ceci termine la preuve
du Corollaire 2. O
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5. UNICITE

Proposition 6. Soit a € L°(M) et soit z € M. Soit G une fonction de Green de
Ay + a. On suppose qu’il existe H, € LY(M) N K- tel que pour tout ¢ € C*(M)
tel que panr =0, on a

(63) [ Haltgp+ap)dv, = (o = ma(e) o)
M
Alors H, = G, presque-partout si x € M et H, =0 six € OM.
Preuve de la Proposition 6: Etape 1: Montrons que H, € L9(M) pour tout

g€l 3%).
En effet, soit ¢ € C2°(M) et soit ¢ € C?(M) (p > 1) tel que
(69) { Ajp+o=1 sur M

wlom =0

Ceci existe par théorie elliptique standard. On a donc

(70) / Hv) dv, / Hy(Agp+ ap) dug +/ Hy(a—1)pdu,
M M M

_ ‘w(x) ~ma()@) + [ o= Dpd,
< Cla, M)gllos + COD| Halllla = Ulooplloe
< Cfava, Hyo M)

De plus, pour ¢ < %5, on a ¢ := ﬁ > 5 et il suit de (69), des plongements de
Sobolev et de théorie elliptique que

lelloe < CM, q)[[¢]l 2, < C"(M, q)l[¢p]] 2,

1 q—

et donc, avec (70), on obtient

/ H, dv,
M

pour tout ¢ € C°(M). On en déduit par dualité que H, € LI(M). Ceci acheve
I’étape 1.

Etape 2: On suppose ici que 2 € M. Soit 1) € C°(M) et soit ¢ € HE(M)NC* (M)
pour tout p > 1 tel que Aygp + ap = ¢ — m(1p) dans M et @pp = 0. 1l suit de
Iétape 1 que H,, G, € LY(M) pour 1 < g < -25: par densité de C2(M) dans
HY(M), on applique (68) & H, et G, (car G est une fonction de Green) et il vient

[ -G~ By =0
M

Notons que cet argument marche que x soit au bord ou pas. Avec un léger abus de
notation (car G, — H, n’est pas nécessairement dans H7(M)), on obtient

[ (G =~ 7~ ) vy =0,
M

Il suit du choix de G, et de H, que m,(G,) = mo(H,) = 0, et donc [,, ¥(Gy —
H,)dv, = 0 pour tout ¢ € C°(M). Comme il suit de I’étape 1 que H, — G, €
Li(M) pour certains ¢ > 1, on en déduit que H, = G,. D’ou le résultat dans le
cas x € M.

< C'(a, 2, Ho, M, )] 1,
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Dans le cas x € M, on notera que (68) s’écrit [, Ho(Agp+ap) dvg = 0: la méme
preuve que ci-dessus donne alors H, = 0. (]

On associant la Proposition 6 et le Corollaire 2, on obtient:

Corollaire 3 (Preuve du Théoréme 1: unicité). Soit a € L™ (M). Alors il ex-
iste une unique fonction de Green pour Ay + a. En particulier, elle satisfait les
conclusions du Corollaire 2.

6. CONTINUITE

Proposition 7. Soit a € L™ (M) et soit G la fonction de Green de Ay + a. Alors
G se prolonge continuement a M x M \ Diag(M).

Preuve de la Proposition 7: Pour x € M, on pose G, = 0.
Etape 1: Soit (74)aeny € M et 20 € M tels que limy_, 4 oo To, = Too. Alors on a
(71) i Glra,") = Glaoe, ) dans Cly(\ {zac}).

Preuve de l’étape 1: Soit (G(x4r,-))a une sous-suite de (G(zq,))a. D’apres (67),
il existe C' > 0 tel que

|Gz, y)| < Cdg(z,y)*™"
pour tout z,y € M, x # y. Il suit alors de (51) et de théorie elliptique qu’il existe
G' € CY(M \ {zs}) tel que

lim G(zr, ) =G’ dans CL (M \ {zs})

a——+o00

ol ' est une sous-suite de o’. De plus, G’ € L*(M) et G’ LK,. Soit ¢ € C%(M)
tel que ¢|gpr = 0. Par définition de la fonction de Green, on a

/ (D + a9)Go, dvg = (0 — ma(9)) ()
M

pour tout o € N. En passant a la limite o« — +00, on obtient
/ (Agp + ap)G’ dvg = (¢ — Ta(¥))(Too)
M

pour tout ¢ € C?(M) tel que @jom = 0. Il suit de la Proposition 6 que G’ = G,
et donc (G(zqar,+))a converge vers G,__, ou o est une sous-suite d’une sous-suite
arbitraire o de . On en déduit (71).

Etape 2: Nous pouvons maintenant terminer la preuve la Proposition 7. Soient
(Ta)aens (Ya)aen € M telles qu'il existe z,y € M tels que limg 400 7o = @ et
limg— 400 Yo = ¥y avec x # y. Soit G la fonction de Green associée a Ay 4 a. Soit
0 > 0 tel que dgy(z,y) > 26. On a alors

G(2a:9a) = G(2,y)] < [Geo(Ya) = Gal(ya)l + G2 (ya) — Ga(y)]
< NGeo = Gallpe@nss@y + 1Gellor @ Bs (2)) %9 (Yar v)
car G, € CL (M \ {z}). 1l suit alors de (71) que limy— oo G(Ta,Ya) = G(x,y).
Ainsi G est continue sur M x M \ Diag(M). La Proposition 7 est démontrée. O
Remarque: cette propriété cesse d’étre vraie si on n’impose pas 'orthogonalité (ii)
dans la définition de la fonction de Green. En effet, si G est la fonction de Green de
A, sur une variété compacte sans bord M, alors pour toute fonction f : M — R,
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la fonction (z,y) — G(x,y) + f(x) satisfait les points (i) et (iii) de la définition de
la fonction de Green, mais elle n’est évidemment pas continue si f ne l'est pas.

7. SYMETRIE

Le caractere auto-adjoint de I'opérateur Ay + a induit la symétrie de la fonction
de Green:

Proposition 8. Soit a € L>*(M) et soit G la fonction de Green de Ay + a avec
condition de Dirichlet au bord. Alors G est symétrique (c’est-a-dire G(x,y) =
G(y,x) pour tous x,y € M tels que x #£ y).

Preuve de la Proposition 8: Soit 1) € C°(M) avec ¥ L K,. Pour y € M, on pose

/ny x) dvg(x).

La fonction h est alors bien définie et continue sur M grace a (67) et a la Proposition
7. On a alors h € C°(M)N L>°(M). De plus, il suit du théoréme de Fubini (qui est
licite ici grace & (67) et & la Proposition 7) et de G, LK, que pour tout ¢ € {1, ...,d,}
on a

(72) /thidvg _ / (/ Gl y)(x) dvy )) dv, (1)
= [ o ([ o dvg<y>) duy() = 0.

Soit maintenant ¢ € HL (M) pour p > n (de sorte que ¢ € C1(M)) telle que ¢ =0
sur OM et ¢ K,. En utilisant une fois encore le théoréeme de Fubini, la définition
de la fonction de Green, on obtient

/ h(Agp +ap)dv, = / G(z,y)(x)(Agp(y) + aly)e(y)) dvg(z) dvg(y)
M M x M

IRE ( | i) (Bye(0) + aw)otw) dvg<y>) dvy(z)
= [ 0@ - mal@))(@) duy(a / e v,
M

Soit T € HY (M) N KL (et donc 7 € C*(M)) telle que

AT +ar =1 dans M
7=0 sur OM.

La fonction 7 est bien définie par théorie elliptique standard car ¢ € K. En
intégrant par parties et sachant que 7, € HY (M) pour tout p > 1, on obtient

/ h(Agp + ap) dvy = / Yo dug = / (AyT+ar)pdv, = / T(Agp + ap) dug
M M M M
car 7 = ¢ = 0 sur M. Du coup, on obtient
(73) / (h—1)(Agp +ap)dvg =0
M

pour tout ¢ € HY(M) (p > n) telle que ¢ = 0 sur M et p L K,. En particulier,
comme h—7 € K} NL>®(M), il existe p € HY (M) pour tout p > 1 telle que ¢ = 0
sur OM et ¢ L K, telle que Agp +ap = h — 7 sur M. En prenant un tel ¢ dans
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(73), on obtient h(z) = 7(z) pour presque tous x € M et donc h = 7 par continuité
de h et 7. Ainsi, il vient pour tout x € M que

| (6(.9) = Gt dogs) =0

pour tout z € M et pour tout ¢ € C°(M) tel que ¥ LK,. Soit ¢/ € C°(M): en
prenant ¢ := ¢’ — 7, (¢") ci-dessus et en intégrant par parties, il suit avec un léger
abus de notation (car G(z,-) — G(-,x) n’est pas nécessairement dans HZ(M)) que

/M<G<m, ) = G(2) — 1a(Glz,) — G ) dvy = 0

pour tout ¢’ € C°(M). Avec la continuité de G et I'inégalité ponctuelle (67), on a
(74) G(z,") = G(z) —ma(G(z,) = G(-,2)) =0

pour tout x € M. De plus, 7,(G(x,-)) = 0 car GLK,. Montrons que mo(G(-,z)) =
0 pour tout # € M. Soit u € K, et soit ¢ € C?(M) telle que wlom = 0. 1l suit de
la formule de Green que

0 = /Mu@%(@))dvg: / u(@)G(,y)(Agp + ap)(y) dvg(x) dug ()

MxM
= / (Agp + ap)hy, dug
M

otton a posé hy(y) := [, u(x)G(z,y) dvg(x) (qui est bien définie et continue d’apres
(67) et a la Proposition 7). En particulier, comme plus haut, on en déduit que
h, € K,. Soit v € K,: on a alors d’apres le théoreme de Fubini

/ hoody = / G, y)ulw)o(y) dvg () dug (y)
M M x M

= [ (] et anm) o @) =0

car G, € K;}. Ceci étant valable pour tout v € K,, on en déduit donc que h,, € K;-.
Comme h,, € K,, on obtient donc h, = 0. On en déduit donc que pour y fixé, la
fonction G(-,y) est dans K-, et donc 7,(G(+,y)) = 0 pour tout y € M. Il suit alors
de (74) que G(z,y) = G(y,x) pour tous z,y € M, x # y. O
Remarque: comme pour la continuité, cette propriété cesse d’étre vraie si on
n’impose pas l'orthogonalité (ii) dans la définition de la fonction de Green. Pour
s’en rendre compte, on reprendra ’exemple de la remarque suivant la preuve de la
continuité de G: la nouvelle fonction n’est évidemment pas symétrique si f n’est
pas constante.

8. DIFFERENTIABILITE
8.1. Régularité C*.
Proposition 9. Soit a € L™ (M) et soit G la fonction de Green de Ay + a. Alors
G € CY (M x M \ Diag(M)) pour tout 6 € (0,1).

Preuve de la Proposition 9: Soient (Za,Ya)aen € M x M telle qu'il existe (z,y) €
M x M telle que

lim (24,Ya) = (z,y) avec © # y.

a—r+o00
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Afin d’alléger la preuve, on se permet un abus de notation: on fixe i € {1,...,n}
et on note 9y, la dérivée partielle d'une fonction dans la ¢eéme direction selon la
seconde variable via une carte locale. Soit § > 0 tel que dy(z,y) > 36. On a

(75) 10y, G (20, ya) — 0y, G(z,y)|
<10y, Gz, (Ya) — 0y, Gu(Ya)| + [0y, G2 (Ya) — Oy, G2 (y)]
<N Gaa = Galloro 0\ Bas ) + 1Gell 1.0 (51 g () Do (Vs )’
De plus, on a d’apres (51), on a
{ Ay (G, = Ga) +a(G, = Ga) = = T2, (#i(wa) = Yi(@))y  dans M\ By(a)
Gy, —Gy=0 sur OM
11 suit alors de théorie elliptique standard et de (14) que

(76)  Gan — Gallcro @ Bas (2))

da
< C(M, K,0,6) (IG% = Gl s + Y IWilloc¥i(2a) = z/&-(%)I)

=1
S C(M7 K7 97 d7 6) (”GZL’Q - GIHLOO(M\B(;(I)) + dg(xou x)@)

Ici, on a choisi K,d tels que (2) et (3) ont lieu. Pour évaluer 'avant-dernier
terme, on utilise la symétrie de la fonction de Green: pour z € M \ Bs(z), on a

Gz, (2) = Gu(2)] < |Ga(za) — G2(2)]
< ||Gz||01(ﬁ\35(z))dg(mom13)
11 suit alors de (67) qu’il existe C(a,2,d) > 0 tel que
G = Galloe (B (2)) < C(M, K, X, d, )dg(24, )

pour tout o € N. En incluant cette inégalité dans (76) et (75), il vient

|ay1G(:COz7y(¥) 7aylG(I7y)‘ S O(Ma K7d7)\,5,9)(dg(£17a,13) +dg(ymy)9)

< C(M,K,d,\,6,0)(dy(a,2) + dy(Ya,y))’
pour tout @ € N. On a donc montré que pour tout § > 0, on a
|ay7:G(z/a y/) - ath(‘Ta y)‘ S C(Ma K, d> )‘a 57 0)(dg(1'/a {E) + dg(yla y))0

pour tous (z,y), (z/,y') € M x M tels que dy(z,y) > 6 et dy(z',y’) > 6. On obtient
alors avec symétrie que G € Cl’e(M x M \ Diag(M)). De plus, pour tout § > 0, il

loc

existe C'(M, K, \,d,0,5) > 0 tel que
(77) ”G“Cl‘e(ﬁxﬁﬂ{dg(w,y)>6}) < C(Ma K, )\ d,0, 5)
Ceci acheve la preuve de la Proposition 9. a

Remarque: la régularité ici obtenue est maximale car on a imposé d’avoir seule-
ment a € L>®(M). Avec a € C*?(M), on obtiendrait plus généralement (et plus
facilement!) la régularité C**29 en dehors de la diagonale. Cependant, toujours
sous I’hypothese a € L°°, on peut montrer un peu plus de régularité si on s’autorise
des dérivations croisées suivant la premiere et la seconde variable. C’est I’objet de la
section suivante, et comme application, nous obtiendrons des estimées ponctuelles
optimales pour G en faisant intervenir la distance au bord.
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8.2. Dérivées croisées. Comme expliqué plus haut, méme si G n’est pas deux
fois différentiable en général, nous allons montrer que les dérivées croisées en x et
y ont un sens. Ceci va nous permettre d’améliorer I'inégalité (67) afin de rendre
compte de la nullité au bord dans le cas OM # (). Pour simplifier I’écriture, on
ne note pas les espaces d’arrivée des fonctions car il n’y a pas d’ambiguité (par
exemple, on récupere le fibré cotangent dans la proposition ci-apres).

Proposition 10. Soit z € M. On a V,G(z,-) € CLY(M \ {z}, V,G(z,") €

loc

CLY M\ {x}) et Vy V.G,V V.G € CLP (M x M\ Diag(M)) pour tout 6 € (0,1).

loc

De plus, pour tout § > 0, il existe C(0,5, M, K, \,d) tel que

(78) ||V:vG($> ')Hclye(ﬂ\gé(g;)) < 0(9757 M, K,)\7d)
et
(79) IVyVaGllcooksy + IVaVyGllcoo ks < C(0,0, M, K, A, d)

pour tout x € M, ot Ks :={(z,y) € M x M/d,(x,y) > &}.

Preuve de la Proposition 10: Fixons xg € M. On a déja vu (voir (51)) que G, €

HY (M \ {z}) pour tout p > 1 et que
(80) AyGy+aGy = = Y5, () dans M\ {z}
Gy =0 sur OM.

ol (¥;)i=1,....d, est une base orthonormée de K,. On va distinguer deux cas, selon
que xg est voisin ou non du bord.

Cas 1: Soit xg € M, c’est-a-dire xg € M. Soit alors une carte p € C°°(Ba,.(0),V)
telle que xg € V avec V ouvert relativement compact de M et r > 0 suffisamment
petit. Pour Z € Bs,(0), on note G(Z,y) := G(p(Z),y). Fixons k € {1,...,n} et
notons e le kéme vecteur de la base canonique de R™. Pour & € B,.(0) et pour
t € (—r,r), il suit de (80) que

(Ay +a) G(i+tek,t~)7G(i,~) - _ Z;‘li1 ¢j(i+t€lz)*w1‘(5)¢j dans M\ {z}

G(@tten,)=G(E,) _
= =0 sur OM.
11 suit de théorie elliptique standard et de (14) que pour tout 6 > 0 et tout p > n,
il existe C'(M, K,d, d,p) > 0 tel que

G(Z +tey, ) — G(z,-)
t

HE (M\Bas (2(2))
G(& + tey,-) — G(&,-)

< C(M. K,d,8,p) + C(M. K.d.5.p) t

Lo (M\Bs(#(%)))

11 suit alors de (67) et de la symétrie de G que

G(Z +tey, ) — G(z,-)
t

(81) <CO(M,K,d,\,é,p)

H3 (M\Ba2s(¢(%)))

pour tout ¢ € (—r,r). Par compacité des plongements de Sobolev sous-critiques, on
obtient que pour tout 6 € (0,1), il existe U € C19(M \ Bas(p(%)) et il existe une
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suite (¢;)ien € (=7, 1) telle que lim; 1 o t; =0 et
i G(& + tiex, ) — G(&, )
i——+00 t,L

En particulier, comme G € C*(M x M \ Diag(M)), on a d,, G(&,-) = U € C0 (DM \
Bss(¢(2)). En prenant ¢ := t; dans (81) et en faisant tendre ¢ vers I'infini, on obtient

102, G(E, 010 (ar\ Bos (o)) < C(M, K, d, X, 6,0).

En prenant l’expression analytique de la dérivée covariante dans une carte, on
obtient que V,G, € C*? pour tout 6 € (0,1) et (78) a lieu pour z € p(B,(0)). Le
controle ponctuel ci-dessus étant indépendant de Z, en utilisant que 0,, G est cof
en les deux variables en dehors de la diagonale, on obtient (79) pour V, V.G & partir
d’estimées apriori standard (voir [1]). Pour la dérivée V,V,, il suffit d’utiliser la
symétrie de G. On en déduit (79) pour V,V,G.

Cas 2: On suppose ici que 2 € 9M. Soit alors une carte ¢ € C*°(Bs,.(0),V) telle
que zg € V avec V ouvert relativement compact de N (la variété contenant M) et
telle que

= U dans CH?(M \ Bas(o(2)).

©(B2,-(0)NR™) =V N M et o(Ba-(0)NIR™) =V NIM.
Pour une fonction ® : M x M — R, on définit & : By,.(0) x M — R par

by = 4 2@ a),y) st <0
den={ "0, S0E0

pour & = (x1,2') € Ba-(0). On déduit alors aisément de (80) et de théorie elliptique

que G(&,-) € HP(BQT(O) x M) pour tout p > n et que

{ AgG(E,) +aG(@,7) = = X4 di(@)s  dans M\ {p(3), p(—z1,2')}
G(z,-)=0 sur OM.

pour tout = (z1,2') € Ba,-(0). De méme que dans le premier cas, on obtient que
0.,G(Z,) € OV (M \ {0(Z), p(—x1,2")}) avec un contréle ponctuel. En repassant
aux dérivées covariantes, on obtient que (78) a lieu pour x € ¢(B,(0)) N M.

Par compacité, on recouvre M par un nombre fini de voisinages tels qu’on peut ap-
pliquer les Cas 1 ou 2. Ceci prouve (78) et (79), et la Proposition 10 est démontrée.

9. CONTROLE ASYMPTOTIQUE OPTIMAL

L’objectif est ici d’améliorer l'estimée ponctuelle (67) afin de tenir compte des
conditions de Dirichlet au bord pour ainsi démontrer le Théoreme 2. Comme on
le verra dans la section suivante, cette estimée est optimale. Dans le cadre de la
preuve, on distingue deux cas, suivant que les points considérés sont proches ou pas
de la diagonale.

9.1. Estimées au bord en dehors de la diagonale.

Proposition 11. Soit des suites (aa)aen € L>(M), (Ta)aen € M et (ra)nen €
(0,400). On suppose qu’il existe K, \,d > 0 tels que (46), (47) et (48) ont lieu.
Pour a € N, on note G, la fonction de Green de Ay + an. Il existe G : M x
M \ Diag(M) — R telle que pour tout 6§ € (0,1), G € CY¥(M x M \ Diag(M))
telle que, a extraction prés, limg, 1o Go = G dans C’1 9(M x M \ Diag(M)), avec
de plus V.G (z,-) qui eviste et est C*Y et 1ima_>+ooV Go(z,") = V4G(z,-) dans
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C’llt;g(ﬂ\{x}). De plus, V, VG € C’loo’f(MxM\Diag(M)) etlimy 400 VyViGo =
V, V.G dans CY%(M x M \ Diag(M)).

loc

Soient (2o)aen, (Ya)aen € M telles qu’il existe xg,y0 € M tels que

lim z, =9, lim vy, =1vyo et xg# yo-
a——+o00 a—+00

Alors on a

(82)
G(zo, .
WM si o, Yo & OM
—0u,4,G(20,Y0) .
I G (o, o) o) si wo & OM et yo € OM
1im =
artoo d(x, OM)d(ye, OM) 0 C0,30) ‘ R oar
dlyo,0M) st xo € et yo &

auyyav,zG(anyO) st g, Yo € OM.

Preuve de la Proposition 11: L’existence de la limite G dans C’llo’cg (M x M \Diag(M))
est conséquence directe de (77). La convergence des dérivées en la premiere variable
dans C19 est conséquence de la Proposition 10. La continuité et la convergence en
les deux variables des dérivées croisées est conséquence de (79).

Dans le cas xg,yo € M, la limite (82) est conséquence directe de la convergence
ponctuelle de G,,.

Supposons que zg € M et yg € OM. On choisit alors une carte ¢ centrée en yq
comme dans le Lemme 1. On pose (Ya.1,%,) € R x R"™! tel que yo1 < 0 et
Yo = ¢(Ya,1,Y,). En particulier, il suit de (57) que

(83) d(ya, M) = (1 + o(1))|ya.1| quand a — +oc.

Il suit du théoréme des accroissements finis qu'il existe une suite (74)q € (0, 1) telle
que

(84) Ga(zaaya) = (Ga)fﬁa (@(ya,lay/a)) = ya,layl((Ga)za © @)(Taya,l,y;)
—(1+o(1)ya,1] x (9y, (Gay © ©)(0,y5) + o(1))

lorsque a — +oo (on a utilisé la convergence C! de G, et limy oo (Ya.1,Y,) =
(0,9..)). En combinant (83) et (84), en utilisant les propriétés de la carte ¢ et la
condition de Dirichlet au bord, on obtient (82) dans le cas zg € M et yo € OM.

Dans le cas xg € OM et yo € M, on montre (82) comme dans le cas précédent.

Supposons maintenant que zg,yo € OM. Choisissons une carte ¢ en xg et une
carte ¢ en yo comme dans le Lemme 1. On pose alors (z4.1,2),) € R x R"7! et
(Ya1,Y5) € RXR™ 1 tels que 241, Ya,1 < 0et 2o = (Ta.1,70) €t Yo = V(Ya1,Yh)-
On a ainsi

(85) d(xa,0M) = (14 0(1))|za1] et d(ya, IM) = (1 + o(1))[ya.1|
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quand o — +00. Posons pour simplifier I'écriture Gy = Go(p(-),9(-)) et G =
Gal(p(-),¥(+)). 1 existe alors (7o), (0a)a € (0,1) tels que
Ga(xom ya) = éa((xa,la 1‘;), (yoz,ly yéy)) = xa,lazl éa((Taxoc,lv x/a)v (ya,lv y(/x))

= Ta,1° ya,layl a"cl éa((Tax(x,h l’;), (Uaya,la y;))
Tt a1l (9,0, G0, 2L0), (0,1)) + 0(1))

avec limy s 4 oo (Za,1,25) = (0,25) et lima—s 400 (Ya,1,¥5) = (0,y.,). En combinant
(85) et (86), en utilisant les propriétés des cartes ¢, et la condition de Dirichlet
au bord, on obtient (82) dans le cas zg,yo € OM. Ceci acheve la preuve de la
Proposition 11. (Il

(86)

9.2. Estimées au bord au voisinage de la diagonale.

Proposition 12. Soit (a4)a € L°(M) telle qu’il existe K,\,d vérifiant (46),
(47) et (48). Pour a € N, on note G, la fonction de Green de Ay + ao. Soient
(Za)as Wa)a € M tels que limy 4o dg(za, yo) = 0. Alors, si on note

d(xo, OM)d(Yyo, OM)

D:= lim

a—+oo dg(xa, ya)2 ’
avec la convention d(z,0) =1, on a
(87)
1 st D = o0,

. d (ma ya)n_2Ga<xa ya) 1 _n—-2

! e L = 1-Oap) T
o i {1, B 910~ (2= Doy | mwtnor O<D<0

’ 9 ZTa Yo

En particulier, il existe (M, K, \,d) > 0 tel que
Gol(z,y) > 0 pour tous x,y € M tels que x # y et dy(z,y) < (M, K, A, d).

Preuve de la Proposition 12: Posons 1o = dg(Za,Ya) pour tout o € N.
Cas 1: Considérons tout d’abord le cas D = +00. On a alors
d(xq,0M)

a——+0o0 Ta

Soit 7o € R™ tel que yo = exp,_(ra¥a). En particulier, on a |g,| = 1 pour tout
a € N. Tl suit alors de la convergence (50) de la Proposition 4 que

1
li d as Ya n_QGoc oY) = Ty -
04—13-100 g(l' Y ) (.13 4 ) (n—2)wn,1
Ceci prouve (87) dans le cas D = +00 et termine le Cas 1.

Cas 2: Considérons maintenant le cas D € (0,+00). On pose A, i > 0 tels que

d(za,OM A(Yo, OM
lim M:Aet lim M:u

a—+0o0 Ta a—+0o0 Ta
En particulier, D = Au. Soit zp := limgy— 400 To = liMa— 400 Yo En particulier,
on a xg € OM. On choisit alors une carte ¢ comme dans le Lemme 1: on pose
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To = @(Ta1,2h) €t Yo = ©(Ya,1,Ys) avee Ta1 < 0 et Y1 < 0 pour tout a € N.
En particulier, on a

. T, . Ya,1
lim == = —Xet lim 22
a—4o00 T a—+4o00 T

= _,U/.

(ya,1*ﬂ7a,1,y(l, *I;)
T

On pose z, := . En particulier, on a

. _ _ _ 12 —
akrilmza—zaveCZ—(A u,2') et |z| = 1.

En reprenant les notations de la preuve de la Proposition 5, on a

dg(xon ya)n_QGa(xavya) = éa ((xml 70) ) (xa,l s 0) + Za>

TCM [e3%

pour tout o € N. En exploitant la convergence (59) et 'identité (64), on obtient

QEIEOO dg(mav ya)n72Ga(mo¢a ya) = G((*)‘a 0)7 (7>‘v O) + Z)
1 1

_ 22771_ ”— 2—n _
- (n—2)wn_1 (| I | (2>‘70)| ) (n_2)wn_1

(1 1+ 4Au)*¥)
ou on a utilisé |z| = |(A — u,2")| = 1. Sachant que D = Ay, on récupere (87) dans
le cas D € (0,+00) et le Cas 2 est terminé.

Cas 3: Supposons maintenant qu’il existe p > 0 tels que

d oM d oM
(88) fm WM oo gy 0 0M)

a— 400 Ta a—~400 Ta
En particulier, D = 0. On reprend les mémes notation que ci-dessus. Par la
symétrie de G, G est différentiable selon la premiére variable et d;, G converge
uniformément vers 0,, G en dehors de la diagonale. Il existe donc (7,)q € (0, 1) tel
que

dg(xa>ya)n_2Ga(ma7ya) = éoc ((xa,l 5 0) 5 (xoz,l ,O> + Za)
T Ta

= laly G, (<Tax°"170) , <x“’1,0> +za> .
Ta Ta Ta

Et donc, a la limite & — +oo, en utilisant (54) et en tenant compte de (88), on
obtient

_ d(xo,OM ~
dg(2a,Ya)""*Ga(ta,ya) = (1 + 0(1))¥(—5m16’(07 z)+o(1))
dg(mou ya)
quand o — 0. En utilisant ’expression explicite (64) de G, on obtient —d,, G(0, z) =
wi‘il, et donc
d(xa,0M) 1 2
dg(xa’ya)’rLfQGa(xavya) o (1+O(1)) dg(:L‘o”ya)(wnlil +0(1)) . 2 +0(1)
min{l d(za,DM)d(ya,BM)} - d(za,0M)d(ya,0M)  Wn1
’ dg(%,ya)"’ dg(mouya)2

quand o — 4o00. Ceci montre (87) dans le cas (88) et termine le Cas 3.

Cas 4: Le cas d(zq,0M) = (A + 0(1))dg(za,Ya) et d(zq,0M) = o(dg(za,Ya))
quand @ — 400 avec A > 0 se traite de la méme maniere.
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Cas 5: Supposons maintenant que

(89) im QM) _ o, dYe,0M)

a—r 400 Ta a— 400 Ta

=0.

En particulier, D = 0. De méme que dans la Proposition 10, Bmléa est bien définie
et C1% en la seconde variable. De plus, localement, sa norme C? est controlée.
On en déduit que 3x1éa converge uniformément vers axlé dans C1? en la seconde
variable. Ainsi, on obtient 'existence de (74)a, (0a)a € (0,1) tels que

dg(xom ya)n72G0¢(3"a7yO¢) = éa ((ZEQJ 70) ) (ZEQJ 9 O) + Za>

Ta (03

X ~ X
:)1 a:mGa ((Ta :,1’0) ) (y;yylazév>>
« (e} «
Ta,1 Yo,1 5 Ta,1 Yo,1
Sl ayla:mGoz ((Ta - 70) ) (Ua = ﬂzla>)
T T Ta T

pour tout o € N. A la limite o — 400, on obtient

d(xo, OM)d(Yyo, OM)
dg(Ta,Ya)?

quand a — +oo. Ici encore, on a utilisé la continuité des dérivées croisées en les

de2ux variables. En utilisant I'expression explicite (64) de G, on obtient 9y, 9,, G(0, z) =

5 Ceci montre (87) dans le cas (89) et termine le Cas 5.

dg(a,Ya)""*Ga(tasYa) = (1 +0(1)) (04,02, G(0, 2) + 0(1))

Ces cing cas prouvent (87). La derniére assertion de positivité de la Proposition 12
est une conséquence directe de (87). O

9.3. Preuve du Théoréme 2 dans le cas général.

Proposition 13. Soit a € L™ (M) et soient K, A\, d tels que (2), (4) et (3) ont
liew. Il existe C1(M, K, \,d) > 0 tel que

(90)  |G(ay)| < CL(M, K\, d)dy (i, y)>~" min {1, d(z, OM)d(y, OM) }

dg(I, y)2

et

(91) IVGa(y)| < C1(M, K\, d)dy(x,y)'~" min {1, d(%m}
dg .’E,y)

pour tous x,y € M, x # y.

Preuve de la Proposition 13: On prouve (90) par contradiction et on suppose qu’il
existe une suite (aq)o € L>(M) telle que (46), (47) et (48) ont lieu pour tout « et
telle qu’il existe (Z4)a, (Ya)o € M tels que x, # yo pour tout @ € N et telle que

(92) hIIl dg(xavya)n72|Ga(xavya)|

a—=+00 1, d(za,BM)d(yaé(')JV[)
dg(Ta,Ya)

= +o00.

En particulier, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que z, Yo € M
pour tout « et qu’il existe g,y € M tels que limy 400 To = 2o €t limg 400 Yo =
yo- Il suit de la Proposition 12 et de (92) que xg # yo. On est donc dans le cas de
la Proposition 11 qui est en contradiction avec (92). La preuve de (91) procede de
la méme maniere. (]
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Proposition 14. Soit a € L>(M) et soient K, \,d tels que (2), (4) et (3) ont

lieu. Alors il existe Co = Co(M, K, \,;d) > 0 et C5 = C3(M, K, \,d) > 0 telles que

d(x,0M)d(xz,0M)
dg(z,y)?

(93) G(z,y) > Cady(z, ¥)2 "™ min {1, } —Csd(z,0M)d(y,0M)

pour tous x,y € M, x # y.

Preuve de la Proposition 14: Par commodité, on note
d(z,0M)d(x,0M) }
dg (iﬂ, y)2

HM(xa y) = dg(xa y)Q—TL min {1,
pour tous x,y € M, x # y. Soit

b 1= (1+4D)
(n —2)wn—1 { min{1, D} /D> 0} > 0.

M, K, )\ d) > 0 tel que

_n=2
Z

Q=

Il suit de la Proposition 12 qu’il existe €

—~

2

G(x’y) 2 n%M(wvy)

2
pour tous z,y € M tels que x # y et dg(x,y) < e(M, K, \, d).

Soient z,y € M tels que x # y.

Cas 1: Supposons que
G(z,y) < %FM(x,y).
On a alors dy(x,y) > €(M, K, \,d). En particulier, on a avec (90)
|G(z,y)| < C(M, K, X\, d)d(x,0M)d(y, 0M)

et
%FM(x, y) < C'(M, K, X\, d)d(xz, 9M)d(y, dM).

Du coup, on obtient

(94)  Glay)— FTule,y) > ~C"(M, K\ dyd(x, 0M)d(y, IM)
Cas 2: Supposons que
G(z,y) > %FM(m,y)-

Alors (94) a lieu.

Dans tous les cas, nous avons montré que (94) a lieu. Ceci prouve (93) et donc la
Proposition 14. [

10. AMELIORATION DE L’ESTIMEE INFERIEURE DANS LE CAS CERCIF

On termine ici la preuve du Théoreme 2 en démontrant qu’on peut prendre
C3 = 0 dans (93) dans le cas d’un opérateur ccercif. Ce résultat repose sur le
principe de comparaison et est spécifique & l'ordre deux (pour les problématiques
aux ordres supérieurs, on renvoie aux références de [5]).
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Proposition 15. Soit a € L>®(M) telle que Ay + a est ceercif. Soient K, > 0
tels que ||al|oo < K et

(95) / (|Vul* + au?) dv, > u/ u? dv,
M M
pour tout u € le,o(M)- Alors il existe C1(M, K, ), Co(M, K, i) > 0 tels que
G
(96) Ol(MvKnu’) < (x’y) SOQ(M7K7M)
dg(z,y)2—" min{l d(z,aM)d(fﬁﬁM)}
g\, Y > 4y (2,y)?

pour tous x,y € M tels que © # y. Autrement dit, on peut prendre C3 = 0 dans
(93).

Preuve de la Proposition 15: Pour K, > 0, on se donne une suite (aq)aen €
L (M) telle que ||aq|lco < K pour tout a € N et (95) a lieu pour tout a = a, pour
tout @ € N. En remarquant que m,, = 0, on obtient alors aisément qu’il existe
A > 0 tel que (47) a lieu pour tout a € N. On note G, est la fonction de Green
de Ay + a, pour tout @ € N. D’apres le Théoréme 1 et d’apres la Proposition 13,
on a existence et unicité de G, avec des controles ponctuels. De plus, d’apres le
Théoreme 3, on a

(97) Go(z,y) > 0 pour tous z,y € M, x # y.

Etape 1: On prouve la Proposition 15 par 'absurde: en utilisant (97), on suppose
donc qu’il existe deux suites (Za)aen, (Ya)aen € M telles que z, # Yo pour tout
a€Net

Ga(Ta,Ya)

(98) lim
a— 400 dg (

= O7

oli . Quitte & extraire, on peut supposer qu'il existe zg,yo € M tels que limg_, o0 T, =
Zo et imy—s 400 Yo = Yo. 1l suit de la Proposition 12 que zp # yo. 1l suit alors de
la Proposition 11 qu'il existe G € C1?(M x M \ Diag(M)) telle que V.G existe et
est O en dehors de la diagonale et

(99) lirf Go = G dans Cllo’f (M x M \ Diag(M))
a—r+00 -
lim V,Ga(x,") = V.G(x,-) dans CLY (M \ {x}),
lim V,V,Go = V, V.G dans C% (M x M \ Diag(MM)).

Il suit de la Proposition 11 et de (98) qu’on est dans 1'un des trois cas suivants:

G(‘/L.()A7 yO) =0 si Zo,Yo g 6M7
(100) 0y, G(z0,y0) =0 si xg &€ OM et yg € OM
OuyOu,xG(x0,y0) =0 st xg,yo € OM.
Par symétrie (G est symétrique car l'opérateur est inversible, voir la Proposition

8), on a éliminé un des quatre cas de la Proposition 11. On va montrer que ces
trois cas sont absurdes, ce qui démontrera (96).

Etape 3: On affirme que
(101) G # 0 pour tout z € M.
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Preuve: Soit x € M. Supposons par 'absurde que G, = 0. En particulier,
limy— 400 Ga(z,) = 0 dans C} (M \ {z}). Soit ¢ € C*(M) tel que p(z) = 1
et pjanr = 0. Il suit de la formule de la définition de la fonction de Green que

(@) = /M G, ) (Bgp + 1) dv.

En faisant tendre a — +o00, en utilisant la borne uniforme (90) et le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, on obtient ¢(z) = 0, ce qui est absurde. Ceci
montre (101).

Si on avait convergence de (aq)a vers ao, € C%%(M) dans C°(M), avec 6 € (0,1),
on obtiendrait immédiatement que G est la fonction de Green de Ay + ax et que
G e C29(M \ {z}). 1l suffirait alors simplement d’utiliser le principe du maximum
sous ses formes faibles et fortes pour nier (100). Dans le cas général, on va appliquer
les principes du maximum a (G, puis passer a la limite en controlant avec précision
les minorants de G,.

Etape 4: On affirme que

A~

(102) G(z,y) > 0 pour tout z,y € M, = # y.
Preuve: Fixons © € M et y € M tel que y # x. Soit w CC M \ {z} tel que y € w.
Comme G (z,-) € CY(M \ {z}) est positive et vérifie A;Go(z,-) + aqGa(z,-) =0

au sens faible en dehors de z, il suit de 'inégalité de Harnack (Théoréme 8.20 de

[3]) que
sup Go(z,-) < C(M, K, \,w) inf G4 (x, )

pour tout o € N. En faisant tendre o — 400 et en utilisant la convergence de G,
vers G dans C?, on obtient

sup Gy < O(M, K, \,w) inf G,.

Comme G, # 0 d’aprés (101) et que G, > 0 comme limite simple de Gq(z, ), on
obtient G, > 0 sur w, et donc G(x,y) > 0 pour tous z,y € M, x # y. Ceci prouve
(102).

Etape 5: On affirme que

(103) Dy Ga(y) < 0 pour tout = € M et y € DM.

Preuve: On applique ici la preuve du Lemme de Hopf du Lemme 3.4 de [3] (voir

aussi le Théoreme 2.5 de [7]). Cette preuve utilise le principe du maximum faible
pour des fonctions C?: comme G, n’est pas C? en général, on utilise dans notre
contexte la coercivité (qui est équivalente au principe du maximum) qui est un outil
plus souple et qui a déja été employée dans la preuve de (40). On montre ainsi que
pour tout x € M et tout y € OM, il existe € > 0 indépendant de « tel que

(104) O0vy(Ga)a(y) < —e(M, K, N\, z,y).

Comme la convergence de G a lieu dans C', en passant & la limite, on obtient
0,G4(y) < 0. Ceci prouve (103).

Etape 6: On affirme que
(105) Dy.20 G (y) > 0 pour tout x,y € IM, = # y.
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Preuve: on ne fait ici qu’esquisser la preuve qui reprend les techniques utilisées plus
haut. Fixons x € M. Sachant que V.G, (x, ) € HY(M \ {z}) N C*?(M \ {z})
pour tout p > 1 et § € (0,1), on a donc 9,,,Go(x,-) € HY(M \ {z}) et il suit de
(51) que

Ag(—=0y:Ga(,-)) + aa(—0,:Ga(z,-)) =0 dans M \ {z}
—0y2Ga(z,-) =0 sur OM. ‘

Comme on a —9, ;G (x,-) > 0 d’apres (103), on applique encore le lemme de Hopf
précédent et on obtient que

OvyOuaGalz,y) = e(M,K,\,z,y) >0

pour tout =,y € OM, x # y et tout « € N. En utilisant la convergence (99), on
obtient (105).

Etape 7: il suit de (102), (103) et (105) que (100) n’a jamais lieu. Ceci montre
(96), et la Proposition 15 est démontrée. O

11. ANNEXE: UNE PREUVE ALTERNATIVE DANS LE CAS A, + a INVERSIBLE

Comme mentionné plus haut, la preuve du Théoreme 3 de 'existence et de la
borne uniforme dans le cas ceercif est spécifique & 'ordre deux et ne s’étend pas
aux ordres supérieurs. La preuve ci-dessous, plus longue, pallie & ce défaut: elle
s’étend sans difficulté aucune au cas des opérateurs d’ordres supérieurs. Elle a été
employée dans Grunau-Robert [5] pour les opérateurs d’ordre quatre.

Théoréme 4. Soit a € L>®(M). On suppose que A + a est inversible. Alors il
existe une fonction de Green, notée G, pour Ay + a. De plus, G, € C’llo’f(M\ {z})
pour tout x € M et il existe C(M, K, \) > 0 telle que

106 G(z,y)| < C(M,K,\N)d,(x,y)*>" " pour tous x,y € M, x # y,
9

ot K et X sont comme dans (2) et (4). De plus, on a G(y) = 0 pour tout y € OM
etz e M.

Prewve du Théoréme 4: En reprenant les notations de la Proposition 1, on pose
I':= H, f:=1let h:=0. Rappelons que Aj+a est inversible, et donc que K, = {0}
et m, = 0. Grace aux résultats de la Proposition 1, on applique la Proposition 3
pour obtenir I'existence de G € L2, (M x M \ Diag(M)) telle que pour tout x € M,
on a

G, € CYO (M \ {z}) N LY (M) pour tout § € (0,1)
et

/M(Aggo + ap)G, dvg = () + /

. (—8,,90@95 + way(?m> do

et il existe C(M, K, \) > 0 tel que
(107) |G(x,y)| < C(M, K, \)dy(x,y)*~™ pour tous z,y € M, x # y.

Etape 1: Comme G, € CH(M \ {z}), il existe un unique V, € C1?(M) tel que

AgVy+aV, =0 dans M
Ve = -G, sur OM.
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Pour Dexistence, on renvoie & [3] (Théoremes 8.6, 8.12, 9.15) et [1] (Théoreme 9.1).
On pose
(108) Gy =Gy + V.

En particulier, on a G, € L*(M)NCY?(M\ {x}) pour tout p > 1 et 6 € (0,1) et Gy
s’annule sur M. De méme que pour (42), on obtient que pour tout ¢ € C?(M),
on a

(109) / Go(Dyp + ag) dvy = o(x) + / £0,G. do.
M oM

Donc G est bien une fonction de Green pour Ay +a. Il suffit maintenant de montrer
(106) pour démontrer le Théoreme 4.

Etape 2: On prouve le lemme suivant:

Lemme 2. Soit a € L™ et soit m, la projection sur K, (on ne suppose pas
nécessairement que A, + a est inversible). Soit u € HE(M) N C°(M) et soit
v € CO°(OM) tels que

Agu+au=0 faiblement dans M
u =" sur OM.

Alors il existe C(M, K, \) > 0 tel que
[ = 7 (u) | Lo (ary < C(M, K, M)l oo a1
ou K, A > 0 sont telles que (2) et (4) ont lieu.

Preuve du Lemme 2: Ce Lemme peut étre démontré via les techniques et résultats
de [1] (voir en particulier le Théoréme 9.1). On donne ici une preuve auto-contenue
spécifique a l'ordre deux. On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe des
suites (a;)ieny € L®(M), (u;) € HZ (M) N C°(M) et (vi); € C°(OM) telles que
lla;lloc < K pour tout ¢ € N,

(110) 1860 + aill3 > AlY — 7a, ()3
pour tout ¢ € H3 (M) N Hf 4(M) et tout i € N,

(111) Agu; + a;u; =0  faiblement dans M
U; =5 sur OM.
et
(112) w; LKq, , |tilloo =1 et lim ||9;]lco = 0.
1— 400

Fixons i € N: soit ; € HY (M) N CH?(M) pour tous p > 1 et 6 € (0,1) telle que
LPZ'J—KM et
Agpi + aip; =u;  faiblement dans M
{ w; =0 sur OM.

Comme u; LK,,, ¢; existe et est unique. De plus, par théorie elliptique standard,
on a @; € HY(M) pour tout p > 1 et

leillmy < C(M, K, p) (uillp + llillp) -
En utilisant (110), des arguments de bootstrap et (112), il vient

(113) leillay < C(M, K, p, M[|uill, < C(M, K, p, A)
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pour tout p > 1. En particulier, pour tout 8§ € (0,1), on a
(114) leillcre < C(M, K, 0, )
pour tout ¢ € N. En multipliant (111) par ¢; et en intégrant par parties, on obtient

/ uf dv, —|—/ Yi0pp; dog =0
M oM

pour tout 7 € N. En utilisant (114) et (112), on obtient donc |lu;|l2 = o(1) quand
i — +o0o. Comme ||u;]|0 = 1, on obtient alors que

(115) i, =0
pour tout p > 1. Soit @; € H{ (M) tel que

Agt; + U; = (1 —a;)u;  faiblement dans M
u; = 0 sur OM.

11 suit de théorie elliptique standard et de (115) que @; € HY (M) pour tout p > 1
et lorsque p > n/2, on a

(116) [dilloe < C(M,p)|ltsl| gz < C(M,p)[[(1 = ai)uillp = o(1)

lorsque ¢ — 400. On obtient donc que
{ Ay(u; —@;) + (u; — ;) =0 faiblement dans M
u; — Uy = y; sur OM.
et donc, d’apres le principe du maximum, on a
l[ui = tilloo < [17illoo

pour tout @ € N. Cette derniere inégalité étant contradictoire avec (112) et (116),
ceci acheve la preuve du Lemme 2. ([

Etape 3: On affirme que
(117) Go(y)] < C(M, K, ) (dg(,y)* ™" + d(a,0M)* ")
pour tout y € M \ {z}.

Preuve: on applique le Lemme 2 avec u := V, et v := —(éz)|3M. Il suit alors
du Lemme 2 et de (107) que ||Vi]e < C(M, K, \)d(z,0M)?>~". Cette derniere

inégalité et (107) impliquent alors (117).
Etape 4: On prouve la proposition suivante qui traite des points pres du bord.

Proposition 16. Soit a € L (M) tel que Ay+a est inversible. Soit G une fonction
de Green de A, + a. On suppose que pour tout x € M, G, € CH9(M \ {x}) pour
tout 6 € (0,1). On suppose de plus que G, s’annule sur OM . Alors pour tout x > 0,
il existe une constante C(M, K, X\, x) > 0 telle que pour tous z,y € M, x # y, on a

Preuve de la Proposition 16: On raisonne par I’absurde et on suppose qu’il ex-
iste (aq) € L>®(M) telle que Ay + a, est inversible pour tout a € N et telle
que (46) et (47) ont lieu pour tout @ € N. On suppose qu’il existe deux suites
(Za)aeN, (Ya)aen € M telles que x4 # Yy, pour tout a € N et

d(x e, OM)

119 lim ———%>=p>0.
( ) a—+oo d(xouya) p=
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et
(120) lim dg(xowya)n_Q‘(Ga)wa (Ya)| = +o0

a——+00

ou G, est une fonction de Green pour A, + a, construite comme plus haut.

Etape 4.1: Soit ¢ € (ﬁ, ﬁ) Alors on affirme que (G,), € L4(M) pour tout

a € Net que tout x € M et on a
(121) [(Ga)allg < C(M, A, KA, q)d(x, OM )"
pour tout o € N et tout x € M.

Preuve de ’étape 4.1: Prouvons cette assertion par dualité. Soit ¢ € C°(M). Soit
pi= q% et soit ¢, € HY (M) I'unique solution de Aypq 4+ aqpa = 1 avec condition
de Dirichlet au bord. 1l suit de théorie elliptique standard et de (4) que

lpallmy < C(M, K, X, p) ¥l

pour tout o« € N. Comme ¢ € (L n ), onaf:=2-2¢€ (0,1) et il suit des

n—1’n—2
plongements de Sobolev que ¢, € C%%(M) et que
(122) [eallcoe < C(M, K, A, p)|[¢]lp

pour tout @ € N. En utilisant la formule de représentation (109) avec v, € HY N
CO(M) (ce qui est licite ici par densité car (Ga), € L"(M) pour r < -5,
I'étape 1 de la preuve de la Proposition 6), (122) et (¢a)joar = 0, on obtient

[ @ava,

voir

|0a(@)] < llpallosd(z, 0M)°

S O(Ma K7/\vp)Hw||Pd('raaM)a
Du coup, par dualité, (G, ), € LI(M) et (121) est vérifiée. Ceci acheéve Pétape 4.1.
Rappelons qu’il suit de (51) que

{ Ay(Ga)zy + 0a(Ga)z, =0 dans M\ {z.}

(123) (Ga)en (y) =0 pour y € OM.

Etape 4.2: Supposons que lima—s 400 dg(Za,Ya) = 20 > 0. Dans ce cas, il suit de
(123) et de (121) qu’il existe C(M, K, X, ) tel que

1(Ga)aollzoe 1\ Bs(wa)) < C(M, K, X, 0)

pour tout a € N. Ainsi, Go(Za, Yo) = O(1) quand oo — +00, ce qui contredit (120).
Ceci acheve I'étape 4.2.

Etape 4.3: Supposons que limy—y 400 dg(Za,yYa) = 0. En particulier, en notant
Too i= liMg s 100 Lo = liMy s 400 Yo, ON & Too € M. Au voisinage de xo, € IM, on
se donne une carte ¢ comme dans le Lemme 1. On pose alors (24,1,25), (Ya,1,Y5) €
Roo x R"! tels que 2o = @(Ta.1,7,) €t Yo = ©(Ya,1,Yh)- En particulier, il suit de
(57) et de (119) que

(124)  |zaa]l =1+ 0(1)d(za,0M) = (p+ 0(1))(dg(Ta)Ya)) quand o — +o00.
On pose 7o = dg(Za,Ya) pour tout o € N et on définit
Ga(z) = TzizGa(xm @((ngz) +7a2))
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pour tout @ € Net z € R™ \ {(r3'24.1,0)}. On pose go := (¢*g)((0,2,) + roz).
En changeant de variable, il suit de (123) que

(125) { Ay, Go +72a0 09((0,20) +74)Go =0  dans R™ \ {(r;'24.1,0)}

Galy) =0 pour y € OR™.
Pour R > 1 > ¢. Avec un changement de variable et en utilisant (121) et (119), on

obtient pour g € ( n_ B )

n—1’n—-2

~ n—2—1n
1GallLa(Bon(—p00\Bs 2(—p.0)rRr) < Cra “[[(Ga)agllLa(ar)
d(2e, OM)\ 2" T4
(126) < C<(%)> =0(1)
dg(xomyoc)

lorsque o« — +o00. Il suit alors de (125), de (126) et de théorie elliptique standard
que

(127) ”éa||LW(BR(—p,O)\Bg(—p,O)ORE) = 0(1) quand o — +o00.

Par ailleurs, posons 04 := 75 (yYa.1,y,, — x,). 1l suit de (124) de dpy = Id et de
(120) que

QEI_EOO 0o — (=p,0)| =1 et agr_{_loo |Ga(ba)| = +oo,
ce qui est contradictoire avec (127). Ceci prouve (118) et la Proposition 16 est
démontrée. g

Etape 5: en combinant (117) et la Proposition 16, on obtient (106). Ceci achéve
la preuve du Théoreme 4. O
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