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Introduction

Le sujet principal de cette these est d’interpréter géométriquement le tenseur
d’impulsion-énergie dans le cadre des feuilletages. Ce tenseur qui est un 2-
tenseur symétrique, défini sur une variété spinorielle, se manifeste dans deux
cadres géométriques, la géométrie spinorielle intrinseque et extrinseque. Dans
un premier temps, on s’intéresse a la question suivante : Quelles informations
obtient-on sur le spectre de 'opérateur de Dirac d’une variété spinorielle M
a courbure scalaire négative ou nulle 7 On cite dans ce cadre, par exemple, les
groupes d’Heisenberg (& courbure scalaire négative) et les variétés a groupe
d’holonomie G5 (a courbure scalaire nulle). Il est surprenant de voir que ce
tenseur donne une réponse partielle a cette question du fait qu’il intervient
dans le spectre de I'opérateur de Dirac. En plus, la géométrie spinorielle ex-
trinseque donne une interprétation naturelle de ce tenseur comme la seconde
forme fondamentale des hypersurfaces et la géométrie transverse va permettre
de le réaliser comme le tenseur d’O’Neill dans le cas des feuilletages. Dans
cette these on suit deux directions qui semblent avoir plusieurs liens.

La premiere direction est la géométrie spinorielle. L’étude du spectre de
I'opérateur de Dirac, qui est défini sur une variété spinorielle M, a fait 'objet
d’investigations intenses, du fait qu’il contient des informations subtiles sur
la topologie et la géométrie de la variété. En effet André Lichnerowicz [Lic63]
a établi une formule de type Weitzenbock qui relie le carré de 'opérateur de
Dirac au laplacien spinoriel, plus précisement

1
D]z\/[ =A+ ZScalM,

ou Scaly; est la courbure scalaire de M. Une conséquence fondamentale de
cette formule est que le noyau de 'opérateur de Dirac est trivial si la variété
M est a courbure scalaire positive. Dans ce cas, son indice analytique, ainsi
que topologique est forcément nul par le théoreme d’Atiyah-Singer. On en
déduit qu’il existe des obstructions topologiques a 'existence de métriques a
courbure scalaire positive.



Des informations plus géométriques étaient obtenues en estimant la premiere
valeur propre. En 1980, Th. Friedrich [Fri80] a minoré le carré de la premiere
valeur propre A; par 'infimum de la courbure scalaire (& une constante pres),
supposée positive. L’idée de la preuve est de modifier la connexion de Levi-
Civita dans la direction de l'identité afin de pouvoir minorer le laplacien
spinoriel par une quantité strictement positive (/:l—%Id, ou n est la dimension
de M). Dans le cas ou I'égalité est atteinte dans l’estimation, une section
spéciale apparait sur le fibré des spineurs, appelée spineur de Killing. La
dérivée covariante de cette section dans la direction d’un champ de vecteurs
est proportionnelle a 'action du champ de vecteurs sur cette méme section
par multiplication de Clifford. Comme conséquence de 'existence de ces spi-
neurs, la variété M est d’Einstein.

Plusieurs directions étaient explorées pour classifier les variétés admettant
ces spineurs. C. Béar [Bér93| a donné une description géométrique des variétés
simplement connexes admettant des spineurs de Killing. En effet il a montré
qu’il y a une équivalence entre les spineurs de Killing sur une variété spino-
rielle M et les spineurs paralleles sur le cone [Gal79] de M, obtenu par le
produit tordu de la variété M par la demi-droite réelle. Ainsi, par la classi-
fication des variétés simplement connexes admettant des spineurs paralleles
[Wan89], il a classifié toutes les variétés spinorielles, simplement connexes,
admettant des spineurs de Killing.

Dans [Hij84], O. Hijazi montre que, sur une variété kahlérienne, I’'ensemble
des spineurs de Killing est réduit a zéro et que I'inégalité de Friedrich ne peut
pas étre atteinte. Ces variétés sont considérées par K. D. Kirchberg [Kir86]
qui estime les valeurs propres suivant la parité de la dimension complexe. La
preuve utilise la décomposition du fibré des spineurs sous ’action de la forme
de Kahler et de la racine quatrieme de 1'unité. Ces estimations améliorent
I'inégalité de Friedrich et dans le cas limite (en dimension complexe impaire)
un spineur particulier apparait, appelé spineur de Killing kdhlérien. Comme
conséquence, la variété est d’Einstein.

Ces spineurs sont étudiés dans [Kir88|, ou il montre qu’en dimension com-
plexe 3, lespace projectif CP? et la variété des drapeaux F(2,2) sont les
seules variétés limites. De plus A. Moroianu [Mor95] établit que l'existence
d’un tel spineur sur M implique 'existence d'un spineur de Killing sur un
certain fibré en cercles UM au-dessus de M, dont le tenseur d’O’Neill de cette
fibration est la structure complexe de M. Ainsi, en utilisant la classification
des spineurs de Killing, il montre que UM admet une structure de 3-Sasaki



réguliere et en dimension complexe particuliere les variétés limites sont les
espaces des twisteurs associés aux variétés Kahler-quaternioniennes a cour-
bure scalaire positive. Le cas de la dimension complexe paire se réduit au cas
impair. En effet, le revétement universel de la variété limite est un produit
riemannien N xR?, ott N est une variété kahlérienne limite de dimension com-
plexe impaire [Mor99], [Lic90]. Finalement, un cadre géométrique important
est considéré, ou la variété M est a groupe d’holonomie Sp, - Sp,,, & courbure
scalaire positive. Dans ce cas, M admet une structure Kahler-quaternionienne
et est une variété d’Einstein. Une meilleure estimation est établie pour la
premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac [HM95b], [KSW99]. Le cas
limite est caractérisé par le fait que la variété limite est I’espace projectif des
quaternions [KSW98b].

L’inconvénient avec les estimations ci-dessus est que 'on perd les informa-
tions sur le spectre de 'opérateur de Dirac et donc sur la géométrie de M dans
le cas ou la courbure scalaire est négative ou nulle. Il est donc assez naturel
d’établir de nouvelles estimations afin de compenser le terme en courbure
scalaire dans la formule de Schrodinger-Lichnerowicz. D’ou I'idée introduite
dans [Hij95] de modifier la connexion de Levi-Civita dans la direction d’un
tenseur symétrique et de minorer le laplacien spinoriel par la norme de ce
tenseur. Ainsi, sur le complémentaire de I’ensemble des zéros d'un spineur
U, il définit un 2-tenseur symétrique T, appelé tenseur d’impulsion-énergie
par
)
@)7

ol X,Y € TM, et VM est la connexion de Levi-Civita associée a M. Il
démontre que pour tout spineur propre W associé a la premiere valeur )\

1
T(X,Y) = 5@)%()( VYU + Y- VT,

+|TY 3. (0.0.1)

Le point important a remarquer est que, pour un spineur propre ¥ de I'opéra-
teur de Dirac, I'ensemble des zéros de ¥ est de dimension de Hausdorff égale
a n — 2 [Bar97] et donc de mesure nulle. Il est facile de voir que dans un
repere local orthonormé {e;};—;.., de TM, le terme TY(e;, ;) n'est autre
que la projection de l'opérateur de Dirac sur chaque composante e;. Par
conséquent, sa trace est égale a \; et lestimation (0.0.1) améliore celle de
Friedrich obtenue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz du fait que [TY|* >

w (tr est la trace). Le cas limite de (0.0.1) est caractérisé par I'existence
d’un spineur ¥ qui satisfait pour tout X € TM, I’équation VY& = —TY(X)-
V. Dans ce cas aucune géométrie particuliere n’est obtenue sur la variété du



fait que la borne inférieure de I'estimation dépend du spineur en question. Si
maintenant on suppose que sur M, il existe un spineur W tel que pour tout
XeTM,

VU = —E(X) -V, (0.0.2)

ou E est un endomorphisme symétrique de T'M, alors, par les propriétés de
la multiplication de Clifford, le tenseur E est égal & TV et on est dans le cas
limite de 'inégalité (0.0.1). Il se trouve que ces spineurs vérifient le cas limite
d’une certaine majoration intrinseque des valeurs propres sur les variétés de

Sasaki [HG].

L’étude de I’équation (0.0.2) en géométrie spinorielle extrinseque est le point
clé pour une interprétation naturelle de ce tenseur. En effet, si la dimension
de M est égale a 2, Th. Friedrich [Fri98] montre que la donnée d’un spineur
V. de norme constante, satisfaisant I’équation Dy, ¥ = fU, ou f est une
fonction de M, est équivalente a la donnée d’un couple (¥, E), ou E est un
tenseur symétrique a trace égale a f satisfaisant (0.0.2). Ceci implique de plus
que le tenseur symétrique E est forcément de Gauss-Codazzi et, dans ce cas,
la variété est localement isométriquement immergée dans R? avec un tenseur
de Weingarten égal a E. D’ou I'observation suivante [Mor02] : si M™ est une
hypersurface d’une variété spinorielle N**! admettant un spineur parallele,
alors le tenseur d’impulsion-énergie peut étre vu comme la seconde forme
fondamentale de I'hypersurface. Ainsi la variété M admet intrinsequement
un spineur qui satisfait (0.0.2). Si, de plus, la courbure moyenne H est une
constante positive, alors on est dans le cas limite de ’estimation extrinseque
établie dans [HMZ01]

n
S
A > 211%fH,

ou X" est une variété compacte bordant un domaine compact, a courbure sca-
laire positive et A; est la premiere valeur propre de I'opérateur de Dirac de X.

Dans le but de classifier les variétés admettant des spineurs qui satisfont
I’équation (0.0.2), B. Morel [Mor02] a construit le cone généralisé Z = 1 x M,
ou I est un intervalle de R, comme une généralisation du cone construit par
C. Bar. Il a montré, que si on modifie la métrique de M dans la direction
de TV supposée parallele, alors la variété Z admet un spineur parallele et
donc elle est Ricci plate. Ce cas est considéré plus tard par A. Moroainu, P.
Gauduchon et C. Bir [BGMO5] dans le cas ou le tenseur TV est un tenseur
de Codazzi.

Le probleme du tenseur d’impulsion-énergie est lié aux problemes de va-



riations du spectre de 'opérateur de Dirac [BG92|. En effet, les auteurs mo-
difient la métrique de M dans la direction d’un tenseur symétrique k, i.e. ils
considerent la famille de métriques g; = gy + tk et ils montrent que, pour
tout spineur ¥ € XM, on a

d 1
E(Dt‘l/t,‘ljt)‘tzo =735 /M(kaT\II)Ung

ot TV = Ty /|¥V|? et W, est le transport parallele de ¥ le long de la courbe
t — t. En s’appuyant sur ce résultat, Th. Friedrich et E. C. Kim [FKO00]
ont montré que les équations d’Einstein-Dirac, i.e.

Scaly, 1

am = _T‘I/7

DyV =AU et Ricy —
M [§ 1Cps 9 B

ou Ricys et Scaly, sont respectivement la courbure de Ricci et la courbure
scalaire de M, sont les équations d’Euler-Lagrange d’une fonctionnelle as-
sociée a W. Une section spéciale du fibré des spineurs, appelée spineur de
Killing faible est une solution des équations ci-dessus.

La deuxieme direction dans cette these est la théorie des feuilletages. Un
premier point de vue des feuilletages est un systeme différentiel dont les so-
lutions apparaissent comme les feuilles du feuilletage. Ce point de vue est
lié au théoreme de Frobenius, ou la condition d’intégrabilité d’'un systeme
de codimension 1 est w A dw = 0,w étant une 1-forme différentielle qui
définit le systeme. Un autre point de vue de la théorie des feuilletages est la
décomposition d’une variété en sous-variétés de méme dimension. Ces sous-
variétés s’appellent les feuilles de F. Ainsi deux différentes structures appa-
raissent dans la théorie des feuilletages : la structure longitudinale, i.e. celles
des feuilles et la structure transverse, i.e. orthogonale aux feuilles.

La théorie des feuilletages a été introduite par H. Hopf en liaison avec la
question de l'existence d’'un champ de 2-plans completement intégrable sur
la 3-sphere. Elle a été développée plus tard par Ehresmann, et al. En 1958,
B. Reinhart [Reib9] a introduit la notion de feuilletage riemannien défini par
la donnée d’une métrique riemannienne gg sur le fibré normal () invariante le
long des feuilles. De plus, il a introduit la notion d’'une métrique quasi-fibrée,
i.e. la métrique sur @) est la métrique induite qu’il a décrite géométriquement :
en effet toute géodésique orthogonale au feuilletage en un point reste ortho-
gonale au feuilletage en tout point.

L’existence d'une telle métrique induit une connexion métrique V sur le



fibré normal a torsion nulle. Cette connexion sera appelée connexion de Leuvi-
Civita transversale. De plus la courbure associée a la connexion V satisfait
une propriété fondamentale dans le sens qu’elle s’annule le long des feuilles.
On peut ainsi lui associer la courbure de Ricci transversale et la courbure
scalaire transversale.

Dans le but d’établir un théoreme de I'indice transversal et d’étudier une ver-
sion du théoreme d’Atiyah-Singer pour un feuilletage riemannien, J. F. Gla-
zebrook et F. W. Kamber [GK91a, GK91b] ont introduit ’opérateur de Dirac
transversal sur le fibré normal, supposé spinoriel. Il se trouve qu'un terme en
courbure moyenne x apparait dans I’expression locale de 'opérateur de Dirac
transversal et que sa restriction aux spineurs basiques (les spineurs constants
le long des feuilles) définit ['opérateur de Dirac basique qui a un spectre dis-
cret [EIK90, EG97] si et seulement si le feuilletage est isoparamétrique, i.e. la
courbure moyenne est constante le long des feuilles. Ils ont établi de plus une
formule de type Schrodinger-Lichnerowicz pour cet opérateur et ont déduit
que son indice analytique transversal est nul sous certaines conditions sur le
feuilletage.

Dans [Jun01, JK03], S. D. Jung étudie le spectre de 'opérateur de Dirac
basique pour différentes structures transverses. Il a montré une inégalité de
type Friedrich pour la premiere valeur propre ainsi qu’une inégalité de type
Kirchberg (en dimension complexe impaire) dans le cas ou le fibré normal
porte une structure kahlérienne. L’importance de ces estimations est qu’elles
n’exigent pas la positivité de la courbure scalaire transversale car la courbure
moyenne « intervient dans la borne inférieure. Le fait que le feuilletage soit
minimal caractérise le cas limite de ces estimations.

Finalement, plusieurs questions restent encore importantes dans le cadre d'un
feuilletage spinoriel. La classification de Berger-Simon du groupe d’holonomie
du fibré normal constitue un premier pas vers la classification des feuilletages
admettant des spineurs paralleles ou Killing basiques. D’ou la question :

Peut-on déduire une géométrie particuliére sur la variété M et sur le feuille-
tage de [’existence de spineurs transversaux particuliers ¢

Présentation des résultats

Dans le premier chapitre, on commence par introduire les feuilletages sur une
variété en illustrant plusieurs exemples. On s’intéresse plus particulierement



aux feuilletages riemanniens et on adapte les définitions considérées par P.
Tondeur [Ton88]. On définit la notion d’une structure spinorielle transversale
comme une généralisation d’une structure spinorielle sur une variété et on
introduit 'opérateur de Dirac transversal et basique. On continue dans la
direction prise par F. W. Kamber et J. F. Glazebrook et on montre une for-
mule de type Schrodinger-Lichnerowicz pour 'opérateur de Dirac transversal.
Une premiere conséquence de cette formule est que le noyau de I'opérateur
de Dirac basique est trivial si le terme Scal¥ + |«|? est positif (Scal¥ est la
courbure scalaire transversale). Finalement, on montre une inégalité de type
Friedrich en utilisant I'opérateur des twisteurs transversal. Le cas limite est
caractérisé par l'existence d'un spineur de Killing basique et le fait que le
feuilletage est minimal. Comme conséquence de 'existence de ces spineurs,
le fibré normal est d’Einstein.

L’étude des submersions riemanniennes va donner une interprétation natu-
relle du tenseur d’impulsion-énergie dans le cadre des feuilletages. Dans le
deuxiéme chapitre, on généralise ’égalité (0.0.2). On suppose que, sur une
variété spinorielle (M™, gpr), il existe un champ de spineurs ¥ qui satisfait
pour tout X € TM, I'équation VYV = —E(X) - ¥, ou E est un endomor-
phisme de T'M. En utilisant les propriétés de la multiplication de Clifford,
on trouve que la partie symétrique de F est le tenseur TV et la partie anti-
symétrique est le tenseur défini sur le complémentaire des zéros de ¥, par

QY(X,Y) = %%(Y VU - XV, %),

ou X,Y € TM. D’ou, si on modifie la connexion de Levi-Civita dans la
direction de TV et QY, on montre que le laplacien scalaire est minoré par la
norme de ces deux tenseurs. Ainsi on obtient une nouvelle estimation de la
premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac de M en faisant intervenir le
tenseur Q¥ et on a

Scal
M T+ QYY) (0.0.3)

A > ijr&f(

ot ¥ est un spineur propre de D3,. De plus on montre que, si en particulier la
variété M porte une structure k&hlérienne, alors I'estimation (0.0.3) améliore
celle de Friedrich.

Il se trouve que la géométrie transverse et plus particulierement celle des flots
riemanniens, qui sont localement donnés par des submersions riemanniennes
a fibres de dimension 1, va permettre de caractériser géométriquement le ten-



seur QY. Il existe en effet un tenseur antisymétrique naturel sur les feuille-
tages riemanniens, appelé tenseur d’O’Neill, défini pour tous X, Y € TM
par

AxY = 7H(Vim(Y)) + n(Vim (Y)),

oum: TM — Q est la projection et 7+ = Id — 7. La géométrie du fibré
normal est completement déterminée par ce tenseur du fait qu’il est relié a la
projection du crochet de Lie sur le fibré normal. Si le tenseur d’O’Neill s’an-
nule, alors le fibré normal est intégrable et si de plus la courbure moyenne est
nulle, la variété est localement un produit de deux variétés riemanniennes. Ce
produit est global si M est simplement connexe et complete. Ainsi, si le fibré
normal d’'un flot riemannien admet un spineur parallele, alors le tenseur Q¥
peut étre interprété comme le tenseur d’O’Neill du flot. On a la proposition
suivante :

Proposition 0.0.1 Soit M une variété riemannienne spinorielle munie d’un
flot riemannien F. Si le fibré normal admet un spineur parallele ¥, alors,
pour tous Z,W € I'(Q), on a

1
QY (Z,W) = _§QM<AZ€7 W),
ou A est le tenseur d’O’Neill et € est le champ unitaire qui définit le flot.

Le groupe d’Heisenberg qui est une fibration riemannienne sur le tore plat
est un exemple de la proposition précédente. Un cas particulier des flots
riemanniens est celui des variétés de Sasaki. Le flot défini par le champ de
Killing ¢ est riemannien a fibres totalement géodésiques et le fibré normal
porte une structure de Kahler. D’ou le fait qu'une structure géométrique
particuliere apparaisse sur le fibré normal dans le cas ou 1’égalité dans (0.0.3)
est atteinte. On trouve

Théoréme 0.0.2 Soit (M, gyr) une variété de Sasaki simplement connexe
spinorielle de dimension 2m+1 et (§,h,n) sa structure de Sasaki. Si le fibré
normal Q) admet un spineur parallele V. alors M est n-Einstein. De plus,
si le cas limite de l'inégalité (0.0.3) est atteint, alors Q) porte une structure
hyperkdhlérienne de rang n = 2m = 8k. Dans ce cas le spineur ¥ est harmo-
nique pour 'opérateur de Dirac de M.

On relie le tenseur d’impulsion-énergie aux problemes de la variation du
spectre de l'opérateur de Dirac. Plus précisément, si on varie la métrique
de M dans la direction du flot, i.e. on considere la famille de métriques
gt = t2g¢ + go. Alors on montre que

d

Z (D, W)y = ~Ty(£,6),



ou Dy est 'opérateur de Dirac associé a g;. Si, de plus, la variété M est com-
pacte, alors le spectre de D, tend vers celui de 'opérateur de Dirac basique.

On termine ce chapitre en traitant le cas des petites dimensions. On com-
mence par considérer plusieurs exemples en dimension 3. On montre en parti-
culier que le fibré hyperbolique T% = T? x R/(z,y) ~ (B(x),y+1), out B est
une matrice de SLy(Z) vue comme un difféomorphisme du tore plat, n’admet
de spineurs paralléles transversaux que si B est l'identité, i.e. si T% est le tore
plat T3. De plus, il vérifie intrinséquement, ainsi que le groupe d’Heisenberg,
le cas d’égalité dans (0.0.1). L’existence, sur un flot riemannien, d’un spineur
parallele basique va donner une géométrie particuliere en dimension 3. On
montre en effet que le revétement universel de M, supposée compacte, est R?
et la variété M est une fibration de Seifert a fibres totalement géodésiques.
De plus on a

Théoréme 0.0.3 Soit (M3, gy, F) une variété riemannienne compacte mu-
nie d’un flot riemannien harmonique F. Alors les données suivantes sont
équivalentes :

1. le fibré normal admet un spineur paralléle V;

2. la courbure scalaire transversale est nulle et U est une solution de

b
Dy = 20,

avec |¥| = 1.

On obtient ainsi 'analogue de la caractérisation des surfaces établie par
Th. Friedrich. Les variétés Nils et Sols sont des exemples de variétés de di-
mension 3 admettant des spineurs paralleles transversaux.

Les submersions riemanniennes étaient le point clé dans la classification des
variétés kahlériennes admettant des spineurs de Killing kdhlériens. C’est ainsi
que les feuilletages kahlériens et Kéahler-quaternioniens apparaissent dans ce
cadre et le probleme de généraliser les estimations connues s’impose naturel-
lement. Pour cela, on considere le cas ou le fibré normal porte une struc-
ture kahlérienne [Hab05] et Kéahler-quaternionienne [Habal. On introduit
les ingrédients basiques sur ces feuilletages pour établir les estimations. On
montre que les inégalités de Kirchberg restent vraies pour n’importe quelle
dimension complexe. La preuve que nous présentons est basée sur 1'utilisation
de 'opérateur des twisteurs kahlérien transversal comme dans le cas d’une
variété kahlérienne. On a alors



Théoreme 0.0.4 Soient M une variété compacte munie d’un feuilletage
kahlérien spinoriel F de codimension ¢ = 2m et d’une métrique quasi-fibrée
gunr- Alors la premiére valeur propre X de 'opérateur de Dirac basique satisfait

)\QZm__H

Ky st m est impair, (0.0.4)
et
PE—_

> 4(m——1)K0v st m est pair, (0.0.5)

oty Ky = infy(Scal¥ + |x|?). Le cas limite de (0.0.4) est caractérisé par le
fait que le feuilletage est minimal et par l’existence d’un spineur de Killing
kdhlérien basique. Un spineur qui vérifie une équation plus compliquée ca-
ractérise le cas limite de (0.0.5). Dans ce cas, la courbure scalaire transversale
est constante.

De meéme si le fibré normal porte une structure Kéahler-quaternion, a cour-
bure scalaire transversale positive (ces feuilletages sont d’Einstein), alors on
montre une estimation qui améliore les inégalités de Kirchberg et on a le

Théoreme 0.0.5 Sous les hypothéses du théoréme précédent, et si le feuille-
tage F est Kahler-quaternionien spinoriel de codimension q = 4m, alors le
feuilletage est minimal et la premiere valeur propre X de l'opérateur de Dirac
basique satisfait

32> m—+ 3

MEO o v
) Scal”. (0.0.6)

La preuve de linégalité (0.0.6) est une adaptation de celle de [KSW99,
KSW98b, BHMM]. Le point clé est de montrer que le feuilletage est mi-
nimal du fait que le premier groupe de cohomologie basique soit nulle. C’est
une une conséquence de la positivité de la courbure de Ricci transversale. Le
cas limite de (0.0.6) est caractérisé par l'existence d'un spineur de Killing
Kahler-quaternionien basique.



Chapitre 1

Introduction a la géométrie
spinorielle des feuilletages

“Nul ne peut atteindre [’aube
sans passer par le chemin de la nuit”

Khalil Gebran

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit la notion de feuilletage spinoriel sur une variété
M. On commence par définir un feuilletage comme étant une décomposition
de M en sous-variétés de méme dimension localement données par les images
inverses de submersions. Plus précisement, un feuilletage de codimension g sur
M est la donnée dun recouvrement {U;}tie;, de submersions
fi: Ui — N (ou N est une variété de dimension ¢) et de difféomorphismes
locaux ~;; @ fi(U; NU;) — f;(U; NU;) tels que f; = 7,5 o f;. Les feuilles
sont données sur 'ouvert U; par les images inverses par f; des points de N et
la structure transverse du feuilletage est déterminée par la variété N et les
difféomorphismes ;;.

Théoreme 1.1.1 Soit M une variété compacte munie d’un feuilletage spi-
noriel F et d’une métrique riemannienne quasi-fibrée gyr. On suppose que la
1-forme Kk de courbure moyenne est basique et harmonique. Alors la premiere
valeur propre A de l'opérateur de Dirac basique satisfait
q
N>
A q—1)
otr Ky = infy(ScalY + |s[?) et Scal¥ est la courbure scalaire transversale
associée a V.

Ky, (1.1.1)
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Le cas limite de (1.1.1) est caractérisé par le fait que le feuilletage soit minimal
et par l'existence d’'un spineur de Killing basique.

1.2 Préliminaires

On se donne une variété différentielle M de dimension p+¢q, supposée connexe
et orientée.

Définition 1.2.1 Un feuilletage F de M de codimension q est la donnée
d’un recouvrement ouvert {U; }ie; de M et de submersions f; : U; — N ou N
est une wvariété différentielle de dimension q, et tels que pour
i,j € I,U,NU; # 0, on ait un difféomorphisme ~;; = fi(U;NU;) — f;(U:NU;)
qui satisfait

fi="ijo fi (1.2.1)

Autrement dit, un feuilletage est une décomposition de M en une famille de
sous-variétés connexes de dimension p. Chaque sous-variété s’appelle feuille
de F et localement chaque feuille est I'image inverse par f; d'un point de
N. La condition (1.2.1) montre que, sur U; N Uj;, les feuilles définies par les
submersions f; et f; coincident.

Définition 1.2.2 Une structure transverse a F est la donnée d’une structure
géométrique sur la variété N invariante par les difféomorphismes locauz ;.

Exemples

1. Un feuilletage F est dit riemannien [Reib9], s’il existe une métrique
riemannienne sur NV telle que les 7;; préservent la métrique de N, c’est-
a-dire les 7;; sont des isométries.

2. Un feuilletage F est dit transversalement spinoriel [EIK01], si la variété
N est spinorielle et si la structure spinorielle est préservée par les v;;.

3. Un feuilletage F est dit transversalement kihlérien (resp. transversa-
lement Kdhler-quaternionien) [TN88], si la variété N est kihlérienne
(resp. Kéhler-quaternionienne) et si les +;; préservent la structure
kéhlérienne (resp. Kahler-quaternionienne).

Soient maintenant (M, gar, F) une variété riemannienne de dimension p + ¢
et F un feuilletage de codimension ¢q. On note L le sous-fibré vectoriel de
T M tangent aux feuilles et on considere la suite exacte :

0—L-TM-"5Q—0,

ou ) désigne le fibré quotient TM/L. L’existence d’une métrique rieman-
nienne sur M décompose orthogonalement ’espace tangent de M en L et
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L+, et on a un isomorphisme o : Q — L*. La métrique g5; se décompose
ainsi en

Im = gL D grL.
Ainsi I'image réciproque de gy par o induit une métrique sur le fibré @

faisant de 'isomorphisme o une isométrie. Dans la suite, on identifiera () a
L+ en tant que fibrés vectoriels.

Revenons aux cas des feuilletages riemanniens. L’image réciproque de la
métrique sur N par les submersions f; induit une métrique g¢ sur le fibré @
invariante le long des feuilles. Elle vérifie [Rei59]

Lxgo=0, VX eT(L), (1.2.2)

ou Ly désigne la dérivée de Lie dans la direction de X. Cette condition
s’appelle la condition d’invariance d’holonomie. 1’égalité (1.2.2) assure 'exis-
tence d'une connexion de Levi-Civita transversale sur le fibré normal [Ton88].
On a la proposition suivante :

Proposition 1.2.3 Soit go une métrique définie sur le fibré normal Q) qut
vérifie (1.2.2). Alors il existe une unique connexion métrique V a torsion
nulle.
La preuve de cette proposition se fait de la méme maniere que dans le cas
riemannien. La connexion V peut étre vue comme l'image réciproque de la
connexion de Levi-Civita de N par les submersions qui définissent F. La
torsion sur () est définie pour tous X,Y € T'M par

TV(X7 Y) = vXﬂ-(Y) - Vy?T(X) - W[Xa Y]7
olt m: TM — Q est la projection. La courbure RV agit sur I['(Q) par

RV<X, Y) =VxVy —VyVx — V[X,Y]7

ot X,Y € TM. Une propriété fondamentale de RV dans le cas des feuilletages
riemanniens est la suivante,

Proposition 1.2.4 Pour tout X € T'(L), on a
X_.RY =0,

ou L désigne le produit intérieur.
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Preuve Le fait que la torsion sur () soit nulle implique que pour tous
Xel'(L)etY e TM,onaVxn(Y)=n[X,Y]. Dot pour X, X’ € I'(L) et
Y € I'(Q), on calcule
RY(X,X")Y = VxVxY —VxVxY —VixxY
= Vxr[ X, Y] - Vx7[X, Y] —7[[X, X'],Y]
= 7[X,[X" Y]] - n[X, [X,Y]] — 7[[X, X], Y] = 0.
La derniere égalité est une conséquence de l'identité de Jacobi. Il reste a

montrer que RV (X,Y)Z = 0 pour Y, Z € T'(Q). Pour cela, on commence par
montrer le lemme suivant,

Lemme 1.2.5 Pour toute connexion ¥V sur le fibré normal a torsion nulle,
on a

RY(X,Y)Z = RY(X, 2)Y,
ou X el'(L) etY, Z e I'(Q).
Preuve La torsion de V étant nulle, on a pour tous X € I'(L) et Y, Z € I'(Q),
RY(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
= VxVyZ = Vyn[X,Z] = V7 X,Y]| - 7[[X,Y], Z]
= VxWWZ — VgV —alY,[X, Z]] - V,VxY — x[[X,Y], Z]
= VxVyZ - RY(Z,X)Y —VxV,Y —xlY,[X, Z]]

—7[[X,Y], Z]
= RY(X,2)Y +VxnlY,Z] — nlY,[X, Z]] — n[[X,Y], Z]
= RY(X,2)Y +7[X,[Y,Z]] — [V, [X, Z]] — 7[[X, Y], Z]
= RY(X,2)Y.

Si la connexion V est métrique, alors la 4-forme go(RY (X,Y)Z, W) est an-
tisymétrique en Z et W. En effet,

9o(RV(X,Y)Z,Z) = go(VxVyZ —VyVxZ —VixyvZ,Z)
= X(9o(VvZ,Z)) — 9o(VvZ,VxZ) =Y (9q(VxZ,Z))

+90(VyZ,VxZ) — 5X,V)(9(Z, 2))

1 1

= 5X(Y(90(Z,2))) - 5Y(X(90(Z, 2)))

~5 X Y)(90(2, 2))

= 0.
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La connexion de Levi-Civita transversale étant métrique a torsion nulle, on
obtient alors par ce lemme que pour Y, Z € I'(Q),

0= gQ(RV(X’ 2)Y)Y) = gQ(RV(X7 Y)Z,)Y) = _gQ(RV(X> Y)Y, Z).

On en déduit que RV(X,Y)Y = 0. En utilisant de nouveau le lemme, on
trouve

0 = RVY(X,Y+2)Y +2)

RV(X,Y)Y + RY(X,Y)Z + RY(X,Z)Y + RY(X,2)Z
2RV (X,Y)Z.

On a alors le résultat demandé. O

On peut déduire de la proposition précédente que, pour tous Y, Z € I'(Q),
lopérateur RV (Y, Z) : T'(Q) — T'(Q) est un endomorphisme bien défini.
De plus, il vérifie la premiere identité de Bianchi. En effet, pour tous

X,)Y,Z €T'(Q), on a

Y RYX.Y)Z = Y (VxVWZ-VyVxZ - VxyZ)
cyclique cyclique
= Y (VzVxY = V,VyX = Vixy1Z)
cyclique

= Z (Vz(n[X,Y]) = VixyvZ)

cyclique

= Y «lZ[X)Y]]=0.

cyclique

La derniere égalité est une conséquence de l'identité de Jacobi. L’équation
(1.2.2) amene a la définition suivante :

Définition 1.2.6 Une métrique gy sur M est dite quasi-fibrée si la métrique
induite gg sur @ vérifie la condition d’invariance d’holonomie.

Dans ce cas, la connexion de Levi-Civita transversale est donnée pour tout
Y € I'(Q) par [Ton8§]

7[X,Y], VX e (L),
VxY = (1.2.3)
T(VYY), VX e(Q) .

ot VM désigne la connexion de Levi-Civita associée a M. On vérifie facile-
ment que la connexion V définie par (1.2.3) est métrique a torsion nulle. Un
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exemple de feuilletage riemannien est donné par un champ de Killing £ non
singulier sur M. Le feuilletage défini par les orbites de ¢ est riemannien et la
métrique induite sur @) est quasi-fibrée.

Dans la suite, on considérera un feuilletage riemannien avec une métrique
quasi-fibrée.

Définition 1.2.7 On définit la courbure de Ricci transversale par

RicY : T(Q) — T(Q)
Y o RicVY =37, RY(Y, e)ei,

ot {e;}iz1... 4 est un repére local orthonormé de I'(Q). De méme, on définit
la courbure scalaire transversale Scal¥ comme étant la trace de la courbure
de Ricci transversale. Un feuilletage F est dit transversalement d’FEinstein si
la courbure de Ricci transversale est proportionelle a gg.

La seconde forme fondamentale /I du fibré L est définie comme étant la
seconde forme fondamentale de chaque feuille de F. Ainsi, on a

IT: T(L)x (L) — T(Q)
(X,Y) +— II(X,Y)=n(V¥Y).

D’ou 11 est symétrique par I'intégrabilité de L. La courbure moyenne s de F
est donnée pour tout Y € I'(Q)) par k(Y) = go(7,Y), ot 7 est la trace de la
seconde forme fondamentale. Un feuilletage est dit minimal si chaque feuille
est minimale, c’est-a-dire si la courbure moyenne est nulle. Ainsi, un feuille-
tage est dit totalement géodésique si chaque feuille est totalement géodésique
ce qui revient a dire que la seconde forme fondamentale est nulle.

On définit I'espace des r-formes basiques par :
Qp(F)={ae N'T"M| Xea=0 et Lxa=0, VX eI(L)}

ot XL est le produit intérieur. Dans une carte locale {z1,- -, Zp, y1,- -, Ys}
de M, les r-formes basiques s’écrivent

Z 5]'1,'“ 7j7‘dyj1 JARRRNA dyjry

1<j1<-<gr<q

ol %ﬁjh...,jr =0, VI=1,---,p. On note Qp(F) = &L Q1 (F) l'algebre
tensorielle des formes basiques. La restriction dp = d|q, () est bien définie
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du fait que la dérivée extérieure préserve les formes basiques. En effet, pour
tous X € I'(L) et a une forme basique, on a

Xida =Lxa —d(XLa).

Un feuilletage est dit isoparamétrique si la 1-forme k de courbure moyenne
est basique. Si la variété est en plus compacte, x est fermée [TK83]. La
cohomologie basique de F est I’homologie du complexe (Q25(F), dp), elle est
notée Hj(F). Elle joue le role de la cohomologie de De Rham de Iespace des
feuilles de F. Soit 05 'adjoint de dp pour le produit scalaire induit de celui
de A"T*M. Si le feuilletage est isoparamétrique, alors on a [AL92]

q q
dp = Ze;/\vq et Op= —Zeﬂ_vei + KL, (1.2.4)
i=1

=1

ou {e;}i=1,.. 4 est un repere local orthonormé de I'(Q). La démonstration
de (1.2.4) se fait de la méme maniere que le cas ordinaire. Le terme en
dans I'expression de dp est une conséquence de la formule de Green sur un
feuilletage riemannien qu’on va rappeler dans le théoreme suivant [YT90] :

Théoreme 1.2.8 Soit M une variété compacte munie d’un feuilletage rie-
mannien F de codimension q et d’une métrique riemannienne quasi-fibrée
gu- Pour tout Y € I'(Q), on a

/dinY:/ gu (K, Y),
M M

ot la divergence d’une section Y € I'(Q) est définie pour tout repére local
orthonormé {e;}i—1 ... o de I'(Q) par divgY =>"1  go(V.,Y, ).

La preuve de ce théoreme est basée sur le fait que, pour tout Y € I'(Q)), on a
divyY = —gu (Y, k) + divgY.

Ainsi l'intégrale sur M donne le résultat demandé. Finalement, on termine
cette section en définissant le laplacien basique comme étant

AB:dBO(SB—F(SBOdB.

1.3 L’opérateur de Dirac transversal

Dans cette section, on va introduire I'opérateur de Dirac transversal sur un
feuilletage riemannien et on va établir une formule de type Schrodinger-
Lichnerowicz pour cet opérateur. Pour cela, on considere une variété M munie
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d’un feuilletage F et une connexion métrique V définie sur le fibré normal
(). On suppose que F est transversalement orienté et on note par SOQ le
fibré au dessus de M des reperes orthonormés de I'(@Q)). On a [LM89]

Définition 1.3.1 Une structure spinorielle transversale est la donnée d’un
couple (SpinQ,n) ou SpinQ est un Spin,-fibré principal sur M et n est un
revétement a deux feuillets tel que le diagramme suivant commute

Spin@ x Spin, —— Spin@ M
n®Ad n
SOQ x SO, SOQ

Les applications
Spin@ x Spin, — Spin@
et
SOQ x SO, — SOQ

sont respectivement les actions de Spin, et SO, sur les fibrés principauz
Spin@ et SOQ. L’application Ad : Spin, — SO, est définie pour tous
u € Spin, et v € RY par Ad,(z) = u - - uw™. Dans ce cas, le feuilletage
F est dit spinoriel.

Cette définition est équivalente au fait que les fonctions de transition ¢;; de
SOQ se relevent a des fonctions de transition ¢;; de Spin@), i.e. le diagramme

y

U,nU; c M 22 S0,

Spin,,

Ad

commute et les ¢;; satisfont la condition de cocycle
PijPik = Pik-
On définit le fibré spinoriel complexe par
S(F) := Spin@Q %, 3,

ol
p : Spin, — Aut(%,)
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est la représentation spinorielle complexe et X, est un C-espace vectoriel de
dimension 2[%], ou [ ] désignant la partie entiere. Une section W de S(F) est

définie localement par :
\II|U = [gv Oz] )

ou § € I'y(SpinQ), U C M et a: U — 3, est une fonction.

La multiplication de Clifford M agit sur I'(S(F)) par :
M T(@Q) xT(S(F)) — T(S(F))
(Y, ) — Y- V= [5,p(0)al,
ouY = [3,0] et ¥ =[5, . Le fibré @) est vu via l'isomorphisme
['(Q) ~ Spin@ xaq RY.

Connexion sur le fibré spinoriel

Considérons un ouvert simplement connexe U de M et une section locale

s € I'ySOQ), c’est-a-dire en tout point x € U, on a s(x) = (e1(z), -+ ,e,(x))
ou {e;}i=1.... 4 est une base orthonormée directe de I'(Q). Soit w : TSOQ —
s0, la 1-forme de connexion définie localement sur le fibré principal SOQ

par :
stw = E wijei N ej,
i<j

ou les w;; sont donnés par
q
Vxei = E wij(X)ej,
j=1

pour tout X € I'(T'M). Comme U est simplement connexe et comme 7 est un
revetement, alors la section s se releve en une section § de Spin@). On définit
alors la 1-forme de connexion w sur le fibré principal Spin¢) comme étant
I'unique 1-forme de connexion rendant le diagramme suivant commutatif :

TSpinQ —>— spin,

T Ad,

w

TU ¢ TM —2—+ TSOQ

50,

La dérivée covariante sur I'(S(F)) est alors définie par

ViU =[5 X (o) + pu(@ 0 5,(X))],
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on ¥ = [5a], X € TU et X(«a) désigne la dérivée de Lie de o dans la
direction du vecteur X.

Proposition 1.3.2 1. La 1-forme de connexion © wvérifie pour tout
X eI(TU)

2(5,(X)) = %Zwij()()ei e

2. Pour tout spineur ¥ € I'(S(F)), on a localement

1
VX\I/ = X(\If) + 5 ZQ(VX@, ej)ei “ejt \I/,
<]
ou X € I(TM).
Ainsi on définit la courbure spinorielle transversale pour tous X,Y € T'(T'M)
et U e I'(S(F)) par
RY(X,Y)U =VxVy¥ — VyVxVU — Vixy V.

Par D’écriture locale de la dérivée covariante, on a, pour tout repere local
orthonormé {e;},—; .. , de I'(Q),

1 q
RY(X,Y)U = 1 ; 9o(RY(X,Y)ei, ej)e; - ej - U,
ou X,Y € I'(TM). Comme dans le cas d’une variété spinorielle, on vérifie
qu'il existe un produit hermitien naturel sur I'(S(F)) défini par

<> T(S(F) xT(S(F)) — C=(M,C)
(U, ) — < U, 0 >
ou < U, @ > (x) =< V¥(x),P(x) > est le produit hermitien dans 3, [LM89].

Ce produit hermitien ainsi défini est I'unique produit hermitien tel que les
propriétés suivantes soient vérifiées pour Y € I'(Q) et X € T'(T'M),

<Y U d> = —<UY P>,
X<V, d>) = <VxU, &>+ <P Vxd >,
ou ¥, ® € I'(S(F)).

Dans la suite, on va supposer que M est une variété munie d'un feuille-
tage spinoriel F et d’une métrique quasi-fibrée g;. Le fibré normal () de
F muni de la connexion (1.2.3) est un F-fibré au sens de [EIK90] (i.e.
XLRY =0, VX € I'(L)). En particulier, le fibré spinoriel complexe S(F) est
un F-fibré. Egalement pour les variétés spinorielles, on peut établir I'identité
de Ricci transversale. D’ou, la proposition
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Proposition 1.3.3 Pour tous Y € I'(Q) et W € I'(S(F)), on a
: 1
Z R(Y,e;)¥ = —§Rich~\If,

ou {e;}j=1,.. 4 est un repére local orthonormé de I'(Q).

L’expression locale de RY et la premiere identité de Bianchi permettent de
démontrer la proposition 1.3.3. En posant Y = ¢; et en tragant sur ¢, on

obtient
q

Z €€ RS(SZ‘, €j>\If = %SC&IV\IJ. (131)
ij=1

Sur une variété spinorielle, il existe un opérateur différentiel elliptique d’ordre
un agissant sur le fibré des spineurs appelé ['opérateur de Dirac. 11 est défini
comme étant la composée de la dérivée covariante avec la multiplication de
Clifford. Si la variété est compacte, cet opérateur est essentiellement auto-
adjoint ayant un spectre discret.

On va transporter cette définition au cas des feuilletages riemanniens. Pour
cela, on définit l'opérateur de Dirac transversal D [BK| comme la composée

de
M(S(F) Y= T @SF) 2%  T(SF)

U YL eeVl o Y6V,

olt {€;}i=1.... 4 est un repere local orthonormé de I'(Q)) et V' est la projection
de la connexion V. L’opérateur D ainsi défini est transversalement elliptique.
De plus, pour tous ¥, ® € T'(S(F)), on a

(DV, ®) = (T, D) — div,Y,

ouY € I'(Q) est défini par go (Y, e;) = (¥, e;- ®). Alors, en tenant compte de
la formule de Green, on remarque que cet opérateur n’est pas formellement

auto-adjoint pour le produit scalaire L?. Pour cela, on considere pour tout
U e I'(S(F)), Vopérateur Dy, défini par [GK91a, GK91b]

q
1
DyU =Y eV, - A2 (1.3.2)

i=1

Cet opérateur défini dans (1.3.2) est essentiellement auto-adjoint ayant un
spectre non discret. Pour rendre son spectre discret, on va rappeler un résultat
démontré dans [EIK90, EG97].
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Soit M une variété munie d'un feuilletage F. Un F-fibré E, muni d’une
connexion V, est dit hermitien s’il admet un produit hermitien défini positif
basique, (i.e. parallele le long des feuilles). Soit alors E un F-fibré hermitien
sur M, supposée compacte. On définit I’ensemble des sections basiques

['g(E)={sel(F)|Vxs=0, VX e T'(L)}.
On a le théoréme suivant

Théoréme 1.3.4 Soit A un opérateur différentiel basique transversalement
elliptique A : T'p(E) — I'p(FE). Alors

1. Le noyau KerA est de dimension finie.
2. On a une décomposition orthogonale, I'g(E) = KerA & ImA*.

Si de plus Uopérateur A est auto-adjoint, alors il admet une base hilbertienne
de L*(E) formée de sections basiques et son spectre est discret.

Sur un feuilletage spinoriel F de M munie d'une métrique quasi-fibrée g,
le fibré S(F) est un F-fibré hermitien. D’ou, on définit l'opérateur de Di-
rac basique D, comme la restriction de D, a I'ensemble des sections ba-
siques, noté I'g(S(F)). L’image de cet opérateur est incluse dans I'g(S(F))
si et seulement si le feuilletage est isoparamétrique. En effet, on considere un
repere local orthonormé {e;};—; .. , de I'(Q) tel qu'en un point = de M, on
ait Ve;|, = 0. Soit ¥ un spineur basique. Alors pour tout X € I'(L), on a en
x

q
1
VDU = VX<Z€Z-'V€Z.‘II—§/£-\I/)

q
1 1
= Zei~VXVei\If — évxm-\p - §/§~VX\II

=1

q
1
= ) e (R3(X,e) ¥ + V, Vx ¥ + Viy o ¥) - 5Vt .

i=1

Puisque X € T'(L), alors le premier terme s’annule. D’apres la définition de
la connexion V, on a que [X, ¢, € L,, d’ou Vixe ¥ = 0. Ainsi D,V est ba-
sique si et seulement si la courbure moyenne est constante le long des feuilles.
Ceci est équivalent a dire que le feuilletage est isoparamétrique. 0

Ainsi le théoreme 1.3.4, appliqué & E = S(F), donne que le spectre de
I'opérateur de Dirac basique est discret si le feuilletage est isoparamétrique
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et la variété M est compacte. Les questions naturelles qu’on peut mainte-
nant se poser : a-t-on des estimations des valeurs propres de 'opérateur de
Dirac basique d’un feuilletage riemannien analogues a celles d’une variété
spinorielle 7 Si ces estimations existent, quelles interprétations géométriques
obtient-on sur le feuilletage et sur la variété ambiante ?

Les valeurs propres de l'opérateur de Dirac sur une variété riemannienne
spinorielle sont estimées grace a la formule de Schrodinger-Lichnerowicz.
Cette formule relie le carré de l'opérateur de Dirac au laplacien spinoriel
a un terme d’ordre zéro pres. On va établir une formule de Schrodinger-

Lichnerowicz pour 'opérateur de Dirac transversal. Pour cela, on note pour
tous X,Y € I'(Q),

Viy = VxVy — Vg,

Alors sur un feuilletage riemannien, on a [GK91a, GK91b|

Proposition 1.3.5 Soit M une variété munie d’un feuilletage spinoriel F
de codimension q et d’une métrique quasi-fibrée gy. On suppose que la 1-
forme Kk de courbure moyenne est basique fermée et cofermée. Alors pour
tout ¥ € I'(S(F)), on a la formule de Schrédinger-Lichnerowicz :

1 1 Z"
2 o *y7tr \Y
DtT\II =V*V"¥ + Z_]:K v+ 5 €€ vﬂ.J_([ei’ej])\I/,

1,j=1

oty KV = Scal¥ + |k|? avec 7+ : TM — L est la projection et

€i,€4

q
VIV ==Y V2L A+ Ve,
=1

ot {e;}iz1,.. 4 st un repére local orthonormé de I'(Q)). St de plus le spineur
U est basique, alors pour l'opérateur de Dirac basique on obtient

1
D}V = V*VU + ZKW.
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Preuve On considere en un point x de M un repere local orthonormé
{e;}iz1,.. 4 de T(Q) tel que Ve;|, = 0. Alors

q

1
D}V = Dy() Ve, ¥ — k- 1)

’ 2
7j=1
q q 1 1 q 1
iy ei-Vei(' ej-Vej\I/—éﬁ-\If)—?{-(' ej-Vej\I/—ﬁl-f-\I/)
i=1 7j=1 j=1
q 1 1
= MZ:lei-efveivejxD—5;@-%%-@—5;@--5-%@

q
—%Zmej-vej\lf—i—%mm\lf
j=1
: 1
= — Zveivei\lf + Zei € Ve, Ve, U — §(dB/£ + dpk — |K|*)¥
i=1 i#j
+VL - i|ﬁ|2xp.

La derniere égalité est une conséquence des égalités (1.2.4) et du fait que
pour tous v,w € R? et p € CI(Q), on a

veo=vAp—vp et v-w+w-v=—-2¢9(v,w)ld.

La courbure moyenne « étant fermée et cofermée, alors par (1.3.1) on obtient

1
DV = VV"U+Y eie; (R9(es, )T + Vi o) V) + me
i<j
*7tr 1 v 1 -
= V'V oKV D i€ Vi)l
ij=1
D’ou, en utilisant que [e;, e;], € L, par la nullité de la torsion, on déduit le
résultat cherché. O

Les conditions imposées sur la courbure moyenne de la proposition précédente
sont naturelles dans le cas ou la variété M est compacte. En effet, sur un
feuilletage riemannien (M, gpr, F) avec M supposée compacte, on peut mo-
difier la métrique quasi-fibrée gp; en une métrique quasi-fibrée ¢}, tel que
la courbure moyenne est une 1-forme basique et harmonique [MMOROG6,
Mas00]. Dans la suite, on considérera la métrique quasi-fibrée ¢}, que ’on no-
tera par gy;. On termine cette section en donnant un corollaire de la formule
de Schrodinger-Lichnerowicz.
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Corollaire 1.3.6 Soit M une variété compacte munie d’un feuilletage spi-
noriel F et d’une métrique riemannienne quasi-fibrée gyr. Supposons que KV
est positive, alors on a Ker Dy, = 0.

Preuve Par la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et pour tout spineur
basique ¥, on a

1
/M | Dy *v, = /M Vv, + 1 /MKV|\IJ|2vg. (1.3.3)
20 =0
Donc D,V ne peut pas étre nulle. Il

1.4 Estimations des valeurs propres

On se propose dans cette section d’établir des estimations pour la premiere
valeur propre de l'opérateur de Dirac basique. On démontre comme dans
le cas spinoriel une estimation de type Friedrich [Fri80] sur une variété
compacte. Ces estimations n’exigent pas la positivité de la courbure sca-
laire transversale et ceci est une conséquence de la formule de Schrodinger-
Lichnerowicz.

Proposition 1.4.1 Sous les mémes hypothéses que le corollaire précédent,
la premiere valeur propre \ de l'opérateur de Dirac basique satisfait

1
>\2>Z 0

ou Ky =infy KV.

Preuve L’inégalité découle directement de I’égalité (1.3.3). Le cas limite ne
peut pas étre atteint car sinon ¥ est parallele et

1
Dyl = —2r- U =AU, (1.4.1)

Or pour tout spineur ¢, on a que (®,x-P) = —(k - D, P) = —(D,x- D).
Donc le produit scalaire (®, s - @) est imaginaire pur. Le produit scalaire de
I'égalité (1.4.1) par ¥ donne qu’il est harmonique, ce qui contredit le corol-
laire précédent. O

On va donner une inégalité de type Friedrich. Une démonstration est établie
dans [JunO1] en modifiant la connexion transversale. On propose ici une
démonstration plus naturelle en utilisant I'opérateur des twisteurs transver-
sal comme dans le cas spinoriel [BFGK91, Hij94b].
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Définition 1.4.2 On définit 'opérateur des twisteurs transversal sur un
feuilletage spinoriel comme la composée de

P:T(S(F)) T5 T(Q" @ S(F)) — T(KerM),

ot la deuxieme application est la projection orthogonale sur le noyau de la
multiplication de Clifford M.

Proposition 1.4.3 Dans un repeére local, on écrit

q
. 1 1
PU=) e @ (V. T+ il Dy, U + 5a% o), (1.4.2)

i=1
pour tout ¥ € T'(S(F)).

On vérifie facilement que pour tout spineur ¥, on a

q
e+ P U =0. (1.4.3)

=1

Théoréme 1.4.4 [Jun01, Hab05] On se met sous les mémes hypotheses que
dans le corollaire 1.3.6. Si X est la premiere valeur propre de l'opérateur de
Dirac basique, alors on a une inégalité de type Friedrich,

q
>4 gV
“4(g—-1) "

Preuve Pour tout spineur basique ¥ € I'g(S(F)), on a par (1.4.2) et (1.4.3)

q q
PO = D [PV =)D (P, U, V., T)
=1 =1
g 1 1
- Z(Vei\p‘f'—ei'Db\IJ+2—€i'f€-\I/,vei\I/)
: q q
=1
1 q q

1
= |VU]?— EZ(DI,\I/,@- Ve, ) — 5% D (kT V).
i=1 i=1

D’ou par 'égalité (1.3.2), on déduit

1 1 1 1
PP = VU] - 5(Db‘1’, Dy + 3h U) — 2—q(/<a U, Dy + 3t W)

1 1 1
= |VU]? - 5|Db\11|2 — E9'1%(Dbxlf, K-U) — 4—q|/{|2|\11|2.
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Soit ¥ un spineur propre pour 'opérateur de Dirac basique associé a la valeur
propre A. Alors ’égalité précédente devient

1 1 1
PY? = |VU|? — aA2|\Ir|2 — 5)\%(\1!, K-W) — 4—q\,f|2|\142.

Le produit scalaire (¥, x - ¥) étant imaginaire pur, on obtient

1 1
[PUP + |6 = [VI[ — N[ (1.4.4)
4(] q

En intégrant sur M, en utilisant la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et
en tenant compte du fait que le terme de gauche est positif, on obtient

q
>4 gv
~4(g-1)""°

D’ou le résultat demandé. O

Cas limite. Dans le cas ou 1’égalité dans (1.1.1) est atteinte, alors d’apres
(1.4.4) la courbure moyenne x est nulle et W est un spineur twisteur, i.e.
PU = 0. D’ou il vérifie un systeme différentiel dit surdéterminé et donné
pour tous Y € I'(Q) et X € I'(L) par

_ Ay,
{VY\P_ R (1.4.5)

VxV¥ =0.

Ce systeme est une conséquence directe de (1.4.2). Ainsi tout champ de spi-
neurs transversal qui vérifie (1.4.5) s’appelle un spineur de Killing basique.
En calculant la courbure spinorielle et en utilisant l'identité de Ricci transver-
sale, on déduit comme dans le cas des variétés spinorielles que le feuilletage
est transversalement d’Einstein.

On sait que, sur une variété spinorielle (M™, gys), l'existence d’un champ
de spineurs de Killing ¥ permet de lui associer un champ de vecteurs Xy
défini par

X\p = ZZ(\I/, €; ‘P)@j,
j=1

ol {e;};=1,.. n est un repere local orthonormé de T'M. Ce champ ainsi défini
est un champ de Killing, i.e. Lxgy = 0, d’ott le nom de spineurs de Killing.

Donc, on est amené a la définition suivante : sur un feuilletage quelconque de
M, un champ de vecteurs Y € T'M est dit feuilleté si pour tout X € I'(L), on



38 Introduction a la géométrie spinorielle des feuilletages

a [X,Y] € I'(L). On peut facilement voir que I’ensemble des champs feuilletés
X (M, F) est une algebre de Lie et un C;°(M)-module, ou Cy° (M) est I'en-
semble des fonctions basiques. Le quotient x(M/F) = x(M,F)/T'(L) est
appelé l'algebre de Lie des champs de vecteurs basiques. Un champ feuilleté
Y est dit métrique si Ly gg = 0. Dans ce cas m(Y') est dit un champ de Killing
transverse [TK82].

L’existence d’un spineur de Killing basique sur un feuilletage riemannien
permet de lui associer un champ de Killing transverse.



Chapitre 2

Tenseur d’impulsion-énergie sur
les feuilletages !

“La théorie, c’est quand on sait tout

et que rien ne fonctionne.

La pratique, c’est quand tout fonctionne

et que personne ne sait pourquoi.

Ici, nous avons réuni théorie et pratique :

Rien ne fonctionne... et personne ne sait pourquoi!”

Albert Einstein

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va aborder la question du tenseur d’impulsion-énergie
dans le cas d'un feuilletage. Sur une variété riemannienne spinorielle (M™, ga/),
O. Hijazi [Hij95] a défini sur le complémentaire de ’ensemble des zéros d'un
spineur ¥ un 2-tenseur symétrique, dit tenseur dtmpulsion-énergie, par

Y

1
TY(X,Y) = 5@)%()( VAU 4+ Y- VYT, W)’

(2.1.1)

pour tous X,Y € T'M. Il a montré que si M est compacte et ¥ est un spineur
propre associé a la premiere valeur propre de I'opérateur de Dirac, alors on a

+ (T3, (2.1.2)

1Ce chapitre est la traduction d'un article soumis [Habb].
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ou Scalys est la courbure scalaire de M. La modification de la connexion de
Levi-Civita dans la direction de T est I'idée principale de la preuve. Cette es-
timation améliore celle de Friedrich, du fait de 'inégalité de Cauchy-Schwarz
TY? > W (tr est la trace). De plus, elle donne des informations au
cas ou la courbure scalaire est négative. L’existence d’un champ de spineurs
satisfaisant, pour tout X € TM Déquation VMU = —TY(X) - U, caractérise
le cas limite. Ainsi, on a ’observation suivante : supposons qu’il existe un
champ de spineurs ¥ tel que pour tout X € T'M,

VYU = —E(X) -V, (2.1.3)

ou F est un 2-tenseur symétrique défini sur T'M. Alors par les propriétés de
la multiplication de Clifford, on montre facilement que E = T et on est dans
le cas limite de 'estimation (2.1.2). Dans ce chapitre, on généralise 1’égalité
(2.1.3). On suppose que sur une variété riemanienne spinorielle (M, gy;), il
existe un champ de spineurs ¥ qui satisfait, pour tout X € T'M, I’équation

VHU = —E(X) -V, (2.1.4)

ou F est un endomorphisme de T'M. L’existence d’un tel spineur implique
que la partie symétrique de E est TV et la partie antisymétrique est le tenseur
QY défini pour tous X,Y € TM par,

1 v
QY(X,Y) = SR VU - X - VYU, @). (2.1.5)
(Voir Section 2.2 pour le calcul). Ainsi, si on modifie la connexion de Levi-
Civita de XM dans la direction de ces deux tenseurs, on peut estimer les
valeurs propres de 'opérateur de Dirac en fonction de TV et Q¥. On démontre
alors le théoreme suivant

Théoréme 2.1.1 Soit (M, gy) une variété riemannienne compacte spino-
rielle. Alors la premiere valeur propre de ['opérateur de Dirac Dy, satisfait

Scals
4

A? > inf( + TV 4+ Q%) (2.1.6)

ou U est un spineur propre associé a D3,

Afin d’interpréter géométriquement les deux tenseurs 7% et Q¥, on considere
une variété riemannienne spinorielle M feuilletée par des hypersurfaces. On
montre que, si M admet un spineur parallele, alors TV est la seconde forme
fondamentale [Mor02] des hypersurfaces ainsi que la dérivée de Lie dans la di-
rection du vecteur normal v. Pour interpréter Q¥ on considere un cas spécial
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de feuilletages, les flots (les feuilles sont de dimension 1). On démontre alors
que QY joue le role du tenseur d’O’Neill [O’N66] si le fibré normal @ d’un flot
riemannien admet un spineur parallele. De plus, si le cas limite de (2.1.6) est
atteint, alors on prouve que () admet une structure hyperkahlérienne dans le
cas ou M est une variété de Sasaki [BGOO].

Le probleme de variation du spectre de I'opérateur de Dirac d’'un flot rie-
mannien va caractériser le role du tenseur d’impulsion-énergie. En effet, si
on fait varier la métrique dans la direction du flot, i.e. on considere la famille
de métriques g; = t*ge + gg sur M, alors on montre que pour tout ¥ € XM,

d
_(thja \D)‘t=1 = _T\II(575>7

dt
ot Ty = TY/|V|? et & est le champ de vecteurs qui définit le flot. D’olt la
remarque suivante : Le tenseur d’impulsion-énergie d'un champ de vecteurs
associé a un spineur n’est autre que la variation de 'opérateur de Dirac de
ce spineur pour la métrique définie le long de ce champ.

Finalement, on cite un résultat important dans [BA98| dans le cadre des
variations des métriques. L’action de S' sur une variété spinorielle M, sup-
posée libre et isométrique, décompose son fibré des spineurs en des sous-
espaces propres de 'action de la dérivée de Lie dans la direction des fibres de
Y M. Ainsi, dans le cas ot la structure spinorielle de M est projetable [Mor95]
sur M /S, alors le spectre de I'opérateur de Dirac tend vers celui de M/S!, si
la dérivée de Lie est nulle, et tend vers I'infini sinon, quand la longueur des
fibres tend vers zéro. Dans le cas ou elle n’est pas projetable, alors le spectre
tend vers l'infini. On va généraliser ce travail au cas des flots riemanniens.
D’abord on prouve que la dérivée de Lie d'un spineur basique est nulle si le
flot est harmonique. De plus on montre que le spectre de I'opérateur de Dirac
de M tend vers celui de D, sans 'hypothese de minimalité du flot.

Le cas des petites dimensions est considéré dans la derniere partie. Dans
[Fri98], Th. Friedrich caractérise les surfaces de R® par une solution ¢ de
I’équation de Dirac

Dy = Ho, (2.1.7)

ou H désigne la courbure moyenne du surface. En effet, en munissant la sur-
face de la structure spinorielle induite de celle de R?, une solution de (2.1.7)
n’est autre que la restriction a la surface d’un spineur parallele de R3. Inver-
sement, une solution ¢ de I’équation de Dirac sur une surface orientée M?
implique l'existence d'un tenseur symétrique F a trace égale a H, tel que
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pour tout X € TM, on ait V¥¢ = —FE(X) - ¢ et on est dans le cas d’égalité
de (2.1.2). De plus, le tenseur F vérifie les équations de Gauss-Codazzi et
donc la surface est localement immergée dans R3 de tenseur de Weingarten
égal a F.

On va alors établir ’analogue du résultat de Friedrich pour les flots rie-
manniens en dimension 3. On montre d’abord que le groupe d’Heisenberg
et le groupe Soly admettent des spineurs paralleles transversaux. De plus,
on montre que, dans un flot riemannien, 'existence d’un spineur parallele
basique implique que le revétement universel de M est R3. Donc, en utilisant
la classification des flots riemanniens, M est soit le tore plat T® soit une
fibration de Seifert dont les fibres sont des cercles.

2.2 Estimation

Dans cette section, on donne une nouvelle estimation pour la premiére valeur
)
propre de 'opérateur de Dirac.

Soient (M™, gys) une variété riemannienne spinorielle et VM la connexion
de Levi-Civita associée a gj;. On note par ¥ M son fibré des spineurs et on
suppose qu’il existe un champ de spineurs ¥ tel que,

VX e T(TM), VYU =-EX)-V,

ou F est un endomorphisme de T'M. Une premiere conséquence de l'exis-
tence d’'un tel spineur est que sa norme est constante. De plus, pour tous
ZW eTM et VeXM, ona

R(Z-U,W-U) = gy (Z,W)|T*
Alors pour tous X,Y € TM, on déduit que
)

R(X - VYT +Y - VYT, w) = gu(X, E(Y)) + gu (Y, E(X)).

Ainsi, on trouve que la partie symétrique de E est égale a TV défini par
(2.1.1). De méme, on a

Y
R(Y - VYT - X - VY0, W) = gu (Y, E(X)) — gu (X, E(Y)).
Donc la partie antisymétrique de E n’est autre que le tenseur Q¥ défini par
(2.1.5). Plusieurs questions se posent alors : quelle inégalité dont le cas limite
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peut étre caractérisé par (2.1.4) ? Dans quelle contexte, le tenseur Q¥ a-t-il
une interprétation géométrique? Pour répondre a la premiere question, on
modifie la connexion de Levi-Civita sur M dans la direction de ces deux
tenseurs pour obtenir le :

Théoréme 2.2.1 Soit (M", gpr) une variété spinorielle compacte. Alors la
premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac Dy; satisfait

Scals

4

ou U est un spineur propre associé o D3,.

+TY) + QY ),

A2 > inf(
M

Preuve Pour tout spineur ¥ € XM et tout X € T'M, on considere sur XM
la connexion modifiée VxV¥ = V¥ + FY(X) - U, ot EY =TY + QY. Pour
tout repere local orthonormé {e;};—; ... , de TM, on calcule

VU = [VYOP 4 BRI —2) (BY(e) - VI, D)
i=1
= ’vM\DF + |E\Ij‘2|\p|2 -2 Z gM(E\I’(ei),ej)(ej : Vé\f,qj, \I’)
ij=1
Du fait que pour tous X, Y € TM,on a E¥(X,Y) = R(Y - V¥, %) Alors
on obtient

VO = [VYOP+[EYP[9 =2 (B (e, )W = VMO = |EY [P 0],

ij=1

L’inégalité est ainsi prouvée par la formule de Schrédinger-Lichnerowicz. [

Une question naturelle qu’on peut se poser : Est-ce que 'estimation (2.1.6)
améliore celle de Friedrich ? Il se trouve que la réponse a cette question est
oui si la variété est kéhlérienne. En effet, soient (M™, gy, J) une variété
kahlérienne et J sa structure complexe. Il est connu qu'il existe un opérateur
naturel défini pour tout W € XM, par Dy = Y7, J(e;)- V2. Cet opérateur

est auto-adjoint pour le produit scalaire L? et on a que D2, = D2, [Kir86].
Du théoreme précédent, on déduit

Corollaire 2.2.2 Soit (M, gyr) une variété kihlérienne spinorielle compacte.
Alors la premiére valeur propre de Dy, satisfait

Scals

YR QY %), (2.2.1)

A > inf(
M

ou W est un spineur propre associé a Dy pour la valeur propre \.
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Ce corollaire est une conséquence directe du théoreme précédent, du fait
qu'un spineur propre de D), correspond & un spineur propre de D%,. Afin de
montrer que 'inégalité (2.2.1) améliore celle de Friedrich, on écrit pour tout
U e XM,

Dy¥ = ZJei ) - VMY = ZgM i VM
4,j=1
= ZgM e - VEU Y " gu(J(e;) ei)e; - VI
1<j 1<J
= > gulJ(e),e)(e;- VYU — ;- VW),
1<J

Alors, d’'une part le produit scalaire par un spineur propre ¥ de Dy donne

A2 = (Dy ¥, 0) —2ZgM e:),¢;)Q" (e, )| V[P = (Q¥, J)|¥[*.

(2.2.2)

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
(@Y, 1) <|QYP|IPP =nlQ" .
Ainsi, par (2.2.2), on déduit que |Q¥|*> > A?/n et on obtient le résultat.

Dans ce qui suit, on donne une interprétation géométrique des deux ten-
seurs TV et QY. On va démontrer que le tenseur TV est la seconde forme
fondamentale des hypersurfaces qui feuilletent une variété et que le tenseur
QY est le tenseur d’O’Neill dans le cas des flots riemanniens.

2.3 Cas des hypersurfaces

Dans cette section, on étend le résultat trouvé dans [Mor02] au cas d'une
variété feuilletée par des hypersurfaces. Pour cela, on considere une variété
riemannienne spinorielle (M, gys, F) de dimension n+1 et un feuilletage F de
dimension n, i.e. le fibré vectoriel L sur M des vecteurs tangents aux feuilles
est de rang n. Soit g; la métrique induite sur le fibré L par gy, et pour tous
X e€TM etY € T(L), on pose VxY = 7 (VHY) ott VM est la connexion
de Levi-Civita de M et 7+ : TM — L est la projection orthogonale. On
suppose que le fibré normal est trivial (c’est-a-dire qu’il est engendré par
un champ de vecteur unitaire v). La structure spinorielle définie sur M se
restreint naturellement & L [Bar96, Mor02]. Pour y parvenir, a tout repeére
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local orthonormé (e, --- ,e,) de I'(L), on associe le repere local orthonormé
(e1,++ ,en,v) de TM et le SO,-fibré principal SOL des reperes orthonormés
de I'(L) s’identifie & un sous-fibré de SOM. Soit « I'isomorphisme

o: Cl, — CI,

€ = &l

ott Cl,, désigne lalgebre de Clifford complexe et CI° est sa partie paire.
L’isomorphisme o induit une inclusion naturelle entre Spin,, et Spin, ; que
I’on note aussi par a de maniere que le diagramme suivant soit commutatif

Spin,, —%— Spin, 4
Ad Ad

SO, —=— SO, 41

ou Ad : Spin, — SO,, est I'application définie pour tous n € Spin, et
x € R™ par Ad,(z) =n-x-n~'. Ainsi une structure spinorielle sur L, notée
SpinL, sera définie par I'image réciproque d’une structure spinorielle sur M
et on trouve

Spin, —— SpinM ——— M

I

Le fibré des spineurs de M est défini par XM = SpinM X, Y11 OU prgq -
Spin,,,; — End(3,41) est la représentation spinorielle complexe et ¥, 4

est 'espace des spineurs de dimension 231, On rappelle que, si n + 1 est
impair, p,.1 est choisie de maniere qu’elle agisse par l'identité sur >,.;. Si
U est un spineur de XM, alors sur un ouvert U de M on a

Uy = [3,0] = (89, pusa(g~")o],

ou § € I'|ly(SpinM), g € Spin,, ., et 0 : U — X,41 est une fonction. Donc,
on peut toujours supposer que 7(§) est une base orthonormée de T'M ayant
v pour dernier vecteur de base. Dans ce cas, il sera identifié a une section
de SOL et tout spineur de M sera identifié & un spineur de L ou le fibré des
spineurs de L est défini par S := SpinL X, . cq 2n41. Par 'isomorphisme a,
la multiplication de Clifford de S est donnée pour tous Y € I'(L) et ¥ € I'(5)
par Y - ;U =Y. -v-U¥ ou “-” désigne la multiplication de Clifford sur X M.
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Il existe un autre fibré des spineurs pour L, le fibré des spineurs intrinseques
donné par XL := Spinl X, 3,. Pour comparer les deux fibrés, on distingue
deux cas. D’abord, si n = 2m est pair, les espaces des spineurs X, et >,
ont méme dimension et du fait que Cly,, ~ C(2™), alors p,4+1 0 a =~ p, et
les deux espaces s’identifient. Maintenant, si n = 2m + 1 est impair, alors
n + 1 est pair et on a la décomposition en partie positive et partie négative
XM = XMt @XM Dans ce cas, les deux représentations po, 41 et p3,,,,00
sont irréductibles de Cly,, 1 et de méme dimension et agissant par 'identité.
On déduit alors que X M™ et XL peuvent étre identifiés. Si on note U* le
champ de spineurs de ¥ L associé a ¥ par I'isomorphisme des fibrés XL et S,
la multiplication de Clifford est donnée pour tout Y € I'(L), par

Y LU= (Y v 0)

Formule de Gauss spinorielle La connexion définie dans le paragraphe
précédent permet d’établir la formule de Gauss spinorielle. Pour cela, pour
tout X € TM, on pose h(X) = V¥ v. La restriction de h sur L est I'applica-
tion de Weingarten qui est symétrique et on a

VY = VxY — gu(h(X),Y)v, (2.3.1)

ounY € I'(L). D’ou dans le repere {ej,--- ,e,,v}, on a pour tous X € TM
et U € SM [Bir96, Biros),

1 1o
ViU = X(\I/)—i-EZgM(V)]\f—[ei,ej)ei-ej-W+§ZlgM(V%ei,y)ei~u-\I/

1<j

1 1 o
= X(\If)—I—EZ:gM(VXeZ,e])e,e]\I/—§Z;gM(h(X),ez)ezl/\I/
i<J i=

VU %h(X).y.xy.

Maintenant, on généralise le résultat contenu dans [Mor02]. On donne une
condition spinorielle pour ’existence d'un feuilletage riemannien de codimen-
sion 1. Pour cela, on rappelle que le tenseur d’impulsion-énergie est donné
pour tous X,Y € T'M par

)

1
T*(X,Y) = 5%(7%()() L Vy® +75(Y) L Vx®, @),

ol ¢ est un spineur de ¥ L. On a la proposition suivante :
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Proposition 2.3.1 Soit M une variété riemannienne spinorielle munie d’un
feuilletage F de codimension 1. Si M admet un spineur paralléle ¥, alors pour
tous X, Y € I'(L), on a

T*(X,Y) = —5ou(hX,Y) = (Loga)(X,Y),

ou ® = U* et L, est la dérivée de Lie dans la direction de v. De plus,
le feuilletage F est riemannien si et seulement si T*(v, X) = 0 pour tout

X e(L).
Preuve De la formule de Gauss spinorielle, on a pour tout X € T'M que
1
Vx® = §h(X) - .

Donc d’une part, pour tous X,Y € I'(L), on calcule
o

TP(X,Y) — %m(x LYy B Y 1 Vx®, )
1 )
_ g—gM(X, h(Y)) = gar(Y, h(X))

= —Sou(h(X).Y).

D’autre part, on sait que
(‘CVgM)(X7 Y) = gM(vé\gV’ Y) + gM(V]\Y/Iya X) = 29M(h(X>’ Y)?

d’ou la premiere partie de la proposition. Pour la deuxieme partie, on calcule
pour tout X € I'(L)
) 1 d

1
¢ — J— . —_— — — . . —_
T'(X,v) = FR(X LV, @!2) TRX L h(v) - @, |<1>|2)

1
= _ZgM(X’ h(v)).
Or le feuilletage est riemannien si et seulement si h(r) = 0 [Ton88], d’ou le

résultat. O

On déduit de la proposition 2.3.1 que le tenseur d’impulsion-énergie peut
étre vu comme la seconde forme fondamentale des hypersurfaces. Une ques-
tion naturelle se pose : peut-on lier le tenseur d’impulsion-énergie au tenseur
de Ricci? On donne une réponse partielle dans la proposition suivante :
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Proposition 2.3.2 Soit M une variété riemannienne spinorielle munie d’un
feuilletage riemannien F de codimension 1 qui n’est pas minimal. St la variété
M admet un spineur paralléle U, alors pour tous Y, Z € T'(L) on a

(Y, 2) =~z ou(RieY — (VIR)(Y), 2),

ou ® =" et H désigne la trace de h.

Preuve Pour tous Y, Z € TM, la courbure agit sur I'(L) par
R(Y,Z)=VyVz—=V;Vy = Vi,
En utilisant I’équation (2.3.1), on écrit pour tous Y, Z, W € I'(L)

VyVW = VUVW + gu(h(Y), VW)
= VY (VIW 4 gu(h(2), W)v) + gu(h(Y), V5 W)v
= VYVIW + Y (gu(W(Z), W)v + gar (h(Z), W)h(Y)
+ g (W(Y), VYW ).

De méme en permutant Y et Z, on obtient

VoVyW = VIVIW + Z(gp(WY), W))v + gar(R(Y), W)h(Z)
+g0 (R(Z), VMW ).

De plus, on a
V[yz}W = V%Z}W + gM(h([Y, Z]), W)V
Donc la courbure sera donnée par

RY,Z)W = R™(Y,Z)W + gu(VY(Z),W)v + gu(h(Z), Vi W)v

+9u (h(Z), W)W(Y) + gar (W(Y), VW) — g (V5 (YY), W)v
—gu (MY ), VIW)v — gu(W(Y), W)h(Z) — gu(W(Z), Vy' W)v
—gu(h([Y; Z]), W)

= RM(Y,2)W + g (V¥R Z W) + g (R(VHZ), W)
+au (M(Z), W)WY ) = gu (V5 R)Y, W)v — gu(W(VY), W)v
—gu(h(Y), W)h(Z) — gu(R([Y, Z]), W)v

= RM(Y, Z)W + gu (VYD) Z,W)v + g (h(Z), W)(Y)
—gu(VZR)Y, W) — ga(h(Y), W)h(Z).

v

La derniere égalité est une conséquence du fait que la torsion sur M soit
nulle. La courbure de Ricci sur L est définie pour tout repere local orthonormé
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{ei}iz1,.. npar Ric Y =>"" | R(Y,e;)e;. De la relation précédente, on déduit
alors

RictY = Y R™(Y.e))e; + gu((Vi h)es, e)v + gar(h(es), e)h(Y)
i=1
—gu (VY. ei)v — grr(h(Y), ei)h(e;)
= RicyY — RM(Y,v)v + g (V¥ R)es, ei)v + HR(Y)
—gM((Vth)Y, e))v — h*(Y).
D’autre part,
RM(Y,v)v = VIVMy - VvYVYy — V[]‘éy]y
= VWV)v = VIR(Y) = h([Y,v])
= VYV)'v = (V)'h)(Y) = M(V)'Y) + (v, Y])
= WVr = (V)'h)(Y) = (Y.
D’ou 'on déduit que
Ric,Y = RicyY — VYVYy + (VMR)(Y) 4+ gm (VY h)es, ei)v + HA(Y)
—gu((VYR)Y, e;)v.
Or le feuilletage est riemannien, i.e. VM = 0, et la variété M est Ricci plate

comme conséquence de 'existence d’un spineur parallele. Alors le produit
scalaire par Z € I'(L) donne

gu(RicLY, Z) = Hgu(h(Y), Z) + gu (V' D)(Y), Z).
La démonstration est ainsi achevée par I'utilisation de la proposition 2.3.1. [J

On voit que, si h est parallele dans la direction de v, alors le tenseur d’impulsion-
énergie peut étre vu comme la courbure de Ricci. Si le tenseur h est de
Codazzi, alors on a

(VoI h)(Y) = (Vi h)(v) = Vi'h(v) — h(Vy'v) = —h*(Y).
Do, T*(Y, Z) = —5gu(RicY + h*(Y), Z).
On termine cette section en donnant un exemple [Ton88|.

Exemple On note M 'espace euclidien R"*'\ {0} muni de la métrique eucli-
dienne. On désigne par F le feuilletage de M par ’application
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1 . .
fl@) =1Lz =LiY" a2 ote = (z1,-+ ,2p41) € R"M e les feuilles de
M sont des spheres concentriques. Le vecteur normal unitaire est v(x) = %x,
ou r = |z|. Donc

n+1

Za: 0x; = —df.

Or df = rdr, donc v = dr est fermee et le feuilletage est riemannien. Le
tenseur de Weingarten h est donné pour tout X € I'(L) par

n+1 n+1

1
h(X) :v%:Zv%(;xiaxz Z ~“X(z 8%—
=1

On note que X(r) = 0 car X est tangent a la spheére de rayon constant
r = |z|. On peut facilement vérifier que 'application h est de Codazzi. La
courbure moyenne s est le champ de vecteurs donné pour tout repere local
orthonormé {e; };—1.... ,, de I'(L) par la formule

K= ZQM V eV ZgM eZ,VM —;1/.

On déduit alors que le feuilletage n’est pas minimal. Du fait que la variété M
admet un spineur parallele, alors les hypotheses de la proposition 2.3.2 sont
vérifiées. De la proposition 2.3.1, on a d’une part que pour tous Y, Z € I'(L)
T*(Y,Z) = —5=9m(Y, Z) et d’autre part que les sphéres de rayon r sont des
variétés d’ Emsteln de courbure de Ricci égale a "5 1 . Alors, on calcule

1 r n—1 1 1
RicY + h*(Y),2) = —— —Y+ =Y. Z)=——gu(Y,Z2).
U

Remarque 2.3.3 Si le feuilletage est donné par une fonction f : M — R,
alors le tenseur d’impulsion-énergie peut étre vu comme la hessienne de f
a un nombre réel prés. Il suffit de calculer dans ce cas la seconde forme
fondamentale en fonction de f et on en déduit facilement [’argument.

Maintenant, on va donner une interprétation géométrique du tenseur Q¥. Le
cas naturel a considerer est le cas des flots, i.e. le cas ou les feuilles sont les
courbes intégrales d'un champ de vecteurs défini sur la variété. Dans ce cas,
le fibré L des vecteurs tangents est trivial, donc le fibré normal () va jouer le
role de L. Les submersions vont donc étre étudiées a la place des immersions
et plus précisément 1'étude des submersions riemanniennes dans le cas des
flots riemanniens. Ainsi le tenseur naturel a considérer est le tenseur d’O’Neill
qui est un 2-tenseur antisymétrique. On démontre dans la section suivante
que, dans le cas d’'un flot riemannien, le tenseur Q¥ joue le role du tenseur
d’O’Neill dans le cas ou le fibré normal admet un spineur parallele.
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2.4 Cas des flots riemanniens

Dans cette section, on étudie la structure transverse et on donne une in-
terprétation des deux tenseurs 7Y et QY. Pour les notations, on note X,Y
des champs de vecteurs de T'M et Z,W des sections de @ et £ le champ
de vecteurs unitaire sur T'M qui définit le feuilletage. On munit le fibré
) de la métrique induite de M et on définit sur () une connexion par
VxZ = a(V¥Z) ot X € TM,Z € T(Q) et # : TM — Q est la pro-
jection. Alors pour tous X € TM et Z € I'(Q)), on a

VXZ =VxZ - gu(h(X), Z)E,
avec h(X) = V¢

Théoreme 2.4.1 Soit M wune variété riemannienne spinorielle de dimen-
ston n+ 1 munie d’un flot F. Le fibré normal est alors spinoriel et pour tout
Vel (XM), ona

1
\S) :VX\IJ+§§-h(X)-\II, (2.4.1)

pour tout X € T'M. De plus, st le fibré normal admet un spineur parallele ¥,
alors, pour tous Z,W € I'(Q), on a

TUZW) =~ (Legu)(ZW) et QUZW) = 1ou((ZW),6),

ot L¢ désigne la dérivée de Lie dans la direction de &.

Preuve La premiere partie de la proposition se démontre de la méme maniere
que le cas des hypersurfaces. Pour la deuxieme partie, en utilisant 1’égalité
(2.4.1) on obtient pour tout X € TM, que VYU = 2£-h(X)-¥. Alors, pour
tous X, Y € T'M, on déduit

T™(X,Y) = %é)%(@x-v%yﬁ-%v%m,%)
1 1 1 v
= 53%(5.)(.ég.h(y).qurg.y.ég.h()().\y’mj_P)

- i(—gM(X, MY)) = gu (Y, (X))
_ _i(zggM)(X, Y).

En particulier si X = ¢ et Z € I'(Q)), on trouve que

TY(E 2) = —0(Z,h(8) = —0u(w. 2),
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oll kK = Vé” & est la courbure moyenne de F. Ainsi le feuilletage est minimal
si et seulement si TV (¢, Z) = 0 pour tout Z € I'(Q). De méme, on a

QYX,Y) = %%(g-rvgqf—g-x-qug%)
1 1 1 v
- 55]%(5-Y-§£-h(X)-\I/—€-X'§§'h(y)"1’vW)
= LoV h(X)) + gar (X, h(Y)))
= Lou(VYY.0) — g (VX 0) = Jou(1X,V].6)

La derniere égalité est une conséquence du fait que la torsion sur M est nulle.
Comme dans le cas précédent F est minimal si et seulement si Q¥ (£, 7) = 0
pour tout Z € I'(Q). O

On considere maintenant un cas particulier de flots. Un flot est dit rie-
mannien si la métrique gp; est une métrique quasi-fibrée [Car81, Car84].
Cette définition est équivalente au fait que 'application h est antisymétrique.
On rappelle que dans ce cas, il existe une unique connexion métrique a
torsion nulle donnée par (1.2.3). De plus pour tous Z,W € I'(Q), on a
VUIW =V W — gu(h(Z),W)E et

V¥Z = VyE+1¢ 7]
= h(Z)+ ([, Z]) + gu([€, 2], €)§
= WZ)+VeZ+gu(VIZ -V EEE
= VeZ+h(2) - k(Z)E, (2.4.2)

En utilisant ces égalités, on va trouver la relation entre la courbure de Ricci
transversale et la courbure de Ricci de M ainsi qu’entre les courbures sca-
laires. Pour cela, on considere en un point x de M un repere local orthonormé
{e;}iz1,. n de T(Q) tel que Ve;|, = 0. Alors, en z, on a

RY (e ej)e; = Ve Vee;— Ve Vee; =VIV, e, — VIV, e
= Vo Ve, —Vi(Vile; + gu(h(e), e;)¢)
= Ve Vie —ViVele; —ejlgu(h(e), ;)
—gm(h(ei), e;)h(e;)
= RM(ei,e5)e; + Vig o6 — eilgm(hlen), )€
—gu(h(ei), e5)h(e;).
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La torsion de @) étant nulle, on déduit que [e;, €], € L, et on écrit

leies] = gulleie], )6 = gu(Vie; — Viles, €)¢
= (—gum(h(ei),e;) + gurlei, h(e)))E = 2gn(h(e;), €:)§.

La courbure de Ricci transversale est obtenue en tracant la courbure sur j.
Donc on obtient

RicVe; = Ricye; — RM (e, €)€ +2 Zg(h(ej), ei)Véwej
j=1
—263 gur(h(ei), ;)€ — h2(61)
= Ricye; — RM(ei, £)E+2 ZQM(h(ej)a ei)(h(ej) — K(e;)§)
j=1

—Z@W (er), €3))€ — h*(e).

Ainsi la courbure de Ricci transversale sera égale a

n

Ricare; — RM (e, €)6 = 3h°(e3) — 2gm (h(w). )€ = D es(gn(hle), ;)€

j=1
Puisque Ve;|, = 0, on déduit que [¢,¢;], € L,. D’ou

(€ e = gu([€, e, )6 = gu(Ve'es = VEIE, €)€ = —r(ei)€.
L’égalité précédente permet de calculer le terme de courbure suivant

RM(ei )¢ = Ve~ VEIVIE- Vi g
= VM- Véw(h(ei)) — k(&)K.

Finalement en remplacant dans I’expression de la courbure de Ricci, on trouve

RicVe; = Ricye; — VMK + Vel (h(e:)) + rlei)r — 3h*(e5) — 2gu(h(k), €:)€

=D eslon(h(es), )¢ (2.4.3)

Pour établir maintenant la relation entre la courbure scalaire transversale
et celle de M, il suffit de prendre la trace sur i de I’équation (2.4.3) et on
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obtient,

n

Scal¥ = Scaly — gar(Ricp€, &) — ZgM(Vé\f/i, e;) + ZQM(VéV[(h(eZ-)), )

i=1 i=1

+Hrl? =3 gu(hP(e:), &)

i=1

= Scaly — gu(Ricy€, &) — divgr — ZgM(h(e,-), Vele) + |k[* + 3|h|?
i=1

= Scalys — gur(Ricy&, &) — divgr + |k|* + 2|h)%.

Or gu(Ricy&, &) = >0 gu(RM (e, )€, €;) = divgr + |h|? — |k|?. On déduit
finalement que

Scal¥ = Scaly, — 2divgk + 2|k|* + || (2.4.4)

On définit maintenant le tenseur d’O’Neill [O’N66] pour tous X,Y € TM
par
AxY = (Vi m(Y)) + m(Viinm (V).

Alors, si Z € T'(Q) et Y = & on a AzE = 7(VHE) = h(Z). Ainsi si
Z,W e T'(Q), alors

AW = 7 (VEW) = gu(VI W, €€ = —gu(h(Z), W)E. (2.4.5)
D’ou puisque h est antisymétrique, A 1'est aussi. Donc
A W = a-(VYW) = 7H(VNZ + [Z,W]) = Aw Z + n+[2Z, W],

et on déduit que AzW = In+[Z, W]. Le fibré Q est involutif si et seulement
si le tenseur A est nul. Dans ce cas, et si le feuilletage est minimal, alors
d’apres la décomposition de De Rham la variété est localement isométrique a
un produit riemannien de deux variétés et ce produit est global si la variété
est complete et simplement connexe.

On suppose maintenant que la variété M est spinorielle. Dans ce cas, le
fibré normal est spinoriel et son fibré des spineurs intrinseques S(F) s’identi-
fie au fibré extrinseque X.Q (resp. ¥1Q) dans le cas ou n est pair (resp. n est
impair). Si on note par U* le spineur de S(F) associé a ¥ par I'identification,
alors on a

Z-qU* = (£ Z-0), (2.4.6)
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pour tout Z € I'(Q). De plus, pour tout ¥ € XM, on a

VI =V 4150 ei-hie) U436 k-0,
(2.4.7)
VYU =V, U + L n(Z) 0,

ouZ € I'(Q) et {e; }i=1.... » est un repere local orthonormé de I'(Q)). La preuve
de la deuxieme égalité est similaire a celle de la section précédente. Pour la
premiére, en utilisant 1’égalité (2.4.2), on écrit dans le repere {£, e, - ,e,},

1 « 1
Vé\/[\lf = 5(\11) + 5 E gM(VéV[f, ej)f . 6]- . \If + 5 E gM(Vé\/IGi,Gj)ei . ej . ‘1’
j=1 1<j

1 1
= W)+ m Vg Y gu(Veei + hie:) ej)e; - e -

i<j
—V\IJ+1§ \If+12n: hie;) - ¥
= V¢ 58K 1 2 e; - hie; :
En utilisant les équations (2.4.7), on démontre facilement que pour tous
X el(TM) et Vel'(XM),ona
Vx(E-V)=¢-VxU et Dy(£-V)=—&- Dy V. (2.4.8)

Ainsi les équations (2.4.8) impliquent que si ¥ est un spineur basique, alors
& - U est basique. De plus, si ¥ est un spineur propre de l'opérateur de Dirac
basique associé a la valeur propre A, alors £ - ¥ est un spineur propre associé
a la valeur propre —\ et le spectre de D, est symétrique.

Maintenant on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.4.2 Soit M une variété riemannienne spinorielle munie d’un
flot riemannien F. Si le fibré normal admet un spineur paralléle ¥, alors,
pour tous Z,W € I'(Q), on a

1 1
QY(Z,W) = §9M(AZW, §) = —§9M(AZ§} W),
ot A est le tenseur d’O’Neill.

Preuve Du théoreme 2.4.1, on a pour tous Z, W € I'(Q),

QU(Z,W) = 302, W),€) = Sm(AzW,€).
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Corollaire 2.4.3 Sous les mémes hypothéses que dans la proposition précéd-
ente et si de plus le tenseur Q¥ est nul, alors le fibré normal est involutif et la
variété M est localement isométrique a un produit de variétés riemanniennes.
Ce produit est global si M est complete et simplement connexe.

I1 est intéressant de considérer un exemple de flot riemannien. On va discuter
le cas ou le fibré normal de ce flot admet un spineur parallele et on va en
donner une interprétation géométrique. Pour cela, on va rappeler la définition
des variétés de Sasaki [BG00, BGO1].

Définition 2.4.4 Une variété riemannienne (M, gnr) de dimension 2m + 1

est dite de Sasaki, s’il existe un champ de Killing unitaire & tel que le tenseur

h défini pour tout X € TM par h(X) = V& vérifie les propriétés suivantes :
2. (VER)(Y) =n(Y)X — gu(X, Y)S,

ot X,Y sont des champs de vecteurs de TM et n(X) = gm (&, X).

Remarque 2.4.5 On déduit facilement de la définition que pour tous
XY € TM, on a gn(h(X),h(Y)) = gu(X,Y) = n(X)n(Y).

Soit (M, gpr) une variété de Sasaki de dimension 2m+1 et notons par (h, &, n)
sa structure de Sasaki, alors le champ de Killing ¢ définit un flot riemannien.
Puisque ¢ est unitaire, les feuilles sont totalement géodésiques et on a la
proposition suivante :

Proposition 2.4.6 Le fibré normal Q) est de rang 2m et posséde une struc-
ture de Kahler. De plus, la courbure de Ricci transversale est liée a la courbure
de Ricci de M par

RicVZ = Ricy Z + 27, (2.4.9)

pour tout Z € T'(Q).

Preuve Pour tout Z € T'(Q), on considere J(Z) = h(Z) = V£ ot VM est
la connexion de Levi-Civita de M. Alors J est une structure de Kahler par
rapport a la métrique induite. En effet, par le point 1 de la définition 2.4.4,
on a pour tout Z € ['(Q)

JNZ2)=h2)=-Z+n(Z)E=-2Z.
D’ou J est une structure complexe. De plus pour tous Z, W € I'(Q), on a

gu(J(2), JW)) = gu(M(Z), h(W)) = n(Z)n(W) = gu (2, W).
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Ainsi J est hermitienne pour la métrique induite. Il reste a montrer que J est
parallele pour la connexion V. Pour cela, on considere en un point x € M,
un repeére orthonormé {e;};—1 ... 2m de I'(Q) tel que Ve;|, = 0. Alors, pour
tout Z € I'(Q), on a

(VzJ)(er) = Vz(J(er)) = 7(VZ (h(e:)) = 7 (VZR)(es) + h(VZ er)) .

D’apres les équations (2.4.2), on a V¥e; colinéaire a &, d’ott h(V¥#e;) = 0.
Alors, en utilisant le point 2 de la définition 2.4.4, on obtient que (VzJ)(e;) =
m(n(e;)Z) = 0. Il reste a calculer la dérivée de J dans la direction de £. Pour
cela, on écrit

(Ved)(e:) = Ve(J(er)) = ml€, hlei)] = m (VE' (hler)) = Vien€) -
On obtient alors
(Ved)(ei) = (V' (h(e))) — m(h*(e;)) = w((Ve'h)(ei) + h(Ve'er)) + e
Finalement en utilisant les équations (2.4.2), on trouve
(VeT)(er) = m(h(Ve'en)) + ei = m(h*(e:)) + e = 0.

Pour établir la formule reliant les courbures de Ricci, on écrit 1’équation
(2.4.3) avec une courbure moyenne nulle

RicVe; = Ricyre; + V¥ (h(er)) +3e; — Y _ejlgu(hle:).e)E.  (24.10)

j=1
Donc, d'une part par le point 2 de la définition 2.4.4, on a
Véw(h(ei)) = (Vé\/[h)(ei) + h(Véwei) = h%(e;) = —e.

D’autre part, par le fait que Vé‘f e; est colinéaire a &, on obtient

Z ej(gmr(h(ei). e5)) = Z gu (Ve (hler)), e5)

— Z(QM((Vﬁfh)ei, e;) + gM(h(Vé‘fei), ej)) = 0.

j=1

Ainsi en remplacant les termes par leurs valeurs, on trouve la formule de-
mandée pour Y = e;. O
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Corollaire 2.4.7 La courbure scalaire transversale est liée a la courbure sca-
laire de M par
Scal¥ = Scaly + 2m. (2.4.11)

Le corollaire précédent est une conséquence directe de (2.4.9) et du fait que
sur une variété de Sasaki, on a Ricy& = 2mé&. Un cas important des variétés
de Sasaki est la structure des variétés n-Einstein [BGO1, BGM06]. On a la
définition suivante

Définition 2.4.8 Une variété de Sasaki (M, gyr) de dimension 2m + 1 est
dite n-Einstein s’il existe des fonctions 3 et v de M tel que

Ricyr = Bgm +yn @ n.

Dans ce cas, les fonctions 3 et v sont constantes et satisfont 3+~ = 2m. La
courbure scalaire est constante et égale a 2m(5 + 1).

On a la proposition suivante :

Théoréme 2.4.9 Soit (M, gp) une variété de Sasaki simplement connexe
spinorielle de dimension 2m+1 et (£, h,n) sa structure de Sasaki. Si le fibré
normal Q) admet un spineur parallele V, alors M est n-Einstein. De plus,
si le cas limite de l'inégalité (2.1.6) est atteint, alors Q) porte une structure
hyperkahlérienne et de rang n = 2m = 8k. Dans ce cas, le spineur ¥ est
harmonique pour ['opérateur de Dirac de M.

Preuve Le fibré normal est Kéahler et Ricci plat avec un groupe d’holonomie
SU,,, du fait qu’il porte un spineur parallele et la variété M est de Sasaki.
On déduit donc de I'équation (2.4.11) que Scaly, = —2m et de la proposition
(2.4.9) que

Ricy Z = —27 et Ricy€ = 2mé,

pour tout Z € I'(Q). Ainsi la variété M est n-Einstein et par (2.4.7) elle
admet un spineur ¥ qui satisfait

VW =107,
(2.4.12)
VYU =38-h(2) 0,
ou 2 est la forme de Kihler du fibré Q. Dans ce cas, Q¥(Z) = —1h(2)
pour tout Z € I'(Q)) et on est dans le cas limite de I'inégalité (2.1.6) si et

seulement si €2 - ¥ = 0. De la décomposition du fibré des spineurs de @, la
condition 2 - ¥ = 0 donne que ¥ € Y@ et m = 2[ est pair (Voir chapitre
3). Ayant un groupe d’holonomie SU,,, alors les seuls fibrés contenant des
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spineurs paralleles en dimension complexe paire sont 3y@Q et X,,Q [Wan89),
d’olt une contradiction. Donc le groupe d’holonomie est réduit a Sp;, dans ce
cas le fibré normal admet une structure hyperkahlérienne et les fibrés conte-
nant des spineurs paralleles sont de la forme () avec s pair. O

La classification des variétés spinorielles (M, gps) admettant un spineur de
Killing généralisé W, i.e. satisfaisant pour tout X € TM, I'équation
VT = —TY(X) - ¥, a été commencée par B. Morel [Mor(02]. L’idée de
la classification repose sur la construction d'un cone généralisé au-dessus de
M en modifiant la métrique de M dans la direction de T, supposé parallele.
Le cone ainsi construit admet un spineur parallele et donc il est Ricci plat.
Dans [BGMO5], les auteurs ont construit le cylindre sur la variété, Z = I x M
muni de la métrique dt? + g, avec g, une famille de métriques sur M, et t € I,
un intervalle de R. Ils ont montré que si le tenseur T est de Codazzi, alors le
cylindre avec la métrique g,(X,Y) = gp ((id+2tTY)?X,Y) admet un spineur
parallele. De plus, ils ont prouvé le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.10 Soient (M", g;) une variété spinorielle avec une famille
de métriques g; et D, l'opérateur de Dirac associ€ a g;,. On note M, la paire
(M, g;). Alors, pour tout champ de spineurs W de My, to € I, on a

d 1 1 ) 1. )

Elt=to7— 1Dy = _éggtoqj + Zgratho (trg,, (Gt0)) 1o ¥ — ZleMtO (9t0) 10 ¥,
(2.4.13)

ou ¥, = TttO‘I/ est le transport parallele le long de la courbe t — t et

BJ\Djt\If =i j=1 Gileis ej)e; o Vi W pour tout repere orthonormé {e;}izi,.. n de
t-

La preuve de ce théoreme est basée sur le calcul du commutateur de la dérivée
covariante et de 'opérateur de Dirac. Ce théoreme généralise celui établi par
J.-P. Bourguignon et P. Gauduchon [BG92] pour g; = gas + tk, ou k est un
champ de 2-tenseurs symétriques défini sur M. On va montrer maintenant
I’équivalent du théoreme 2.4.10 pour le tenseur QY. On a alors :

Théoréme 2.4.11 Soit M™ une variété riemannienne spinorielle munie

d’un flot riemannien harmonique F. Alors, pour tout champ de spineurs
UeXM, ona

1
VY, D]V = =D, ¥ + 3¢ divoh - ¥, (2.4.14)

ot Dy = Y71 1 &€ - Ve, et divgh = >°7" (Ve h)(e;) est la projection de
la divergence de h et {e;}i=1... n est un repére local orthonormé de T'(Q).
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Preuve Du fait que le flot est minimal, i.e. Vé‘/f & = 0 alors on peut toujours
trouver un repeére local orthonormé {e;}i—;... , de I'(Q) tel que Vé”ei = 0.
Ainsi, pour tout spineur ¥ € XM, on a

VY, D,V = VY¥(D, V) — D, (VD)

n

= D (VH(E e VW) — e V., VW)
=1

= Y (€ e (VHVLU -V, VHD)).

i=1

En utilisant les équations (2.4.7), on trouve

n

VDY = S e (VXYY - 6 hle) W)

i=1
(VY € h(en) - VW)

= i(g e (VIVID — %g -V (h(e) - ¥ — VYVIW))
i=1

D (RM(E )V + VI — SV (h(e) - 9).
i=1

Le fait que la torsion sur M est nulle, donne [, e;] = —h(e;). Alors par les

équations (2.4.7) et 'identité de Ricci, on obtient

[Véw, Dtr}qj =

Ainsi, on calcule

—15 . RICMf - — 2(6 € (vh(ei)qj + %6 . hz(ei) -0

2
=1

o€ T (h(e)) - W)

—%g -Ricyé - W — D0 — %i(ei - (R*(e;) - ¥

=1

+V¢' (h(es)) - D).

Vel (he:) = V' Vel € = RY(€, e)€ + Vige € = RY(§,e)€ — 1¥(e).



2.4 Cas des flots riemanniens 61

Et le commutateur devient égal a

1, 1<
V. Dy]¥ = —Dy¥ — € Riey€ W =23 e RY(E en)g - @

i=1

1 o 1
= —DpVv — 3 ZRiCM(f,Gi)f cei - U4 §RiCM(faf)\I’

=1

_% Z(RM(& 61‘)5, ej)ei B v

ij=1

Comme, pour i # j, le produit e;-¢; est antisymétrique en 4, j et (RM (€, ¢;)¢, €;)
est symétrique, alors le dernier terme de 1’égalité ci-dessus est nul pour ¢ # j.
Donc on obtient

I 1.
[Vé\/la Dtr‘]qj = _Dhqj - 5 Z Rch(f? ez)f T v+ §R1CM(£7€)\IJ

i=1

1 n
‘|‘§ ;(RM(ga ei)ga el)\If
= D 3 3 Riew(€ e)e e 0.
i=1

Or on a

(Verh)(ey) = (VER)(er) = VI (h(ey) = h(Vile;) = VI (h(e) +h(Vie:)
= VIV - VUV~ h(les, e5]) = R (e, ¢))E.

D’ou 'on déduit

n n

Ricy(€,e;) = Z(RM(ei, ej)e;, &) = — Z(RM<€i,€j)£,€j>
- Z((vgh)(ej) — (V¥h)(ei), e5)
— Z((Vﬁ;jh)(el% ej) = —(diVQh, ei).

La derniere égalité est une conséquence du fait que h est antisymétrique et
on a ce qu’on voulait. O
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Si de plus Vé‘/f\lf = 0, alors le produit scalaire de (2.4.14) par ¥, donne
d’une part

R(VY, Dy, W) = R(VY D, W, W) = E(R(Dyy ¥, W) = E(R(Dyy®, )

ou ® = U* et d’autre part, on a

R(Dp®, d) = Zé}% ei 9 Vi(en®, ®) ZgM JR(e; @ Ve, @, )
2,7=1
= ZgM YR(e; @ Ve, ® , D)
1<j
_ZQM JR(ej @ Ve, 0, P)
1<j
= 2) gu(h(e),e;)Q% (e, €)@ = —(Q", h)| @[,
i<j
Ainsi on déduit que £(R(Dy-®, ®)) = (QF, h)|P|2. O

2.5 Variation de la métrique

Dans cette section, on consideére une variété riemannienne (M, gys, F) avec
F un flot riemannien de champ unitaire £&. On montre que si le flot est har-
monique, alors la dérivée de Lie d'un spineur basique dans la direction de
¢ est nulle. Ainsi, si on fait varier la métrique g, dans la direction du flot,
alors le spectre de 'opérateur de Dirac de M tend vers celui du Dirac basique.

Calcul de la dérivée de Lie

Calculons la dérivée de Lie d'un champ de spineurs ¥ dans la direction de &.
Remarquons d’abord que, la dérivée de Lie est liée a la dérivée covariante par
la formule Vé‘” V=LV }ldfb'\lf [BG92]. Alors, comme h est antisymétrique,
on a pour tout repere local orthonormé {e;},—1 .. , € I'(Q),
¢’ (ei, ;) = —gu (€, [ei, €5]) = 2gn(h(es), €;).
D’ou,
1
Véw‘lf = Eg\p + Z Zdﬁb(ei, 6]')6@' c €5 \

1<j

1 1 —
= Eg\IJ + 5 ZgM(h<€i>7ej)ei c €5 U = Es‘l’ + Zzlel . h(e,) -,

i<j
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Ainsi, on tire de la premiere équation de (2.4.7) que LV = VU + %f ‘K-,
On en déduit alors que les spineurs basiques sont caractérisés par le fait que
leur dérivée de Lie est nulle si le feuilletage est minimal. U

Pour tout ¢t € I, ou I désigne un intervalle de R, on considere sur M la
famille de métriques g, = tg¢ + gg et on note (M, g;) par M;. On voit faci-
lement que le flot F reste toujours riemannien pour M;, de champ unitaire
%5 . Ainsi a tout repére orthonormé {ey,--- ,e,} de I'(Q)), on associe le repere
orthonormé {%5, e1, -+ ,ent de M;. Dans ce cas, ’équation (2.4.13) appliquée
a la métrique g, donne g, = 2tge et pour t = 1,

Dy = 20¢(€, )6 - VW =26 - VI

Le produit scalaire par W permet de déduire que
d
Sl R(DY, W) = —R(E VIO W) = ~Ty(€0). (25.)

On va maintenant étudier de pres le spectre de D, et le comparer a celui du
Dirac basique (voir [BA98] pour les S'-fibrés). Pour cela, on note par (p;) en
les valeurs propres de l'opérateur de Dirac basique Dy. On a le théoreme
suivant :

Théoreme 2.5.1 Soit M une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n + 1 munie d'un flot riemannien F. Alors on peut toujours
numéroter les valeurs propres (\;(t))jen de lopérateur de Dirac D, de M,
de maniére qu’on ait quand t — 0 :

1. Sin est pair, alors

Aj(t) = 1y

2. Sin est impair, alors

)\2]'71(?5) — My,
Agj(t) — —pu;.

Preuve On pose Q@ = £ 3" ¢, - h(e;) pour tout repere local orthonormé
{e;}iz1,.. n de T'(Q). Donc en utilisant les équations (2.4.7), on calcule D,V
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pour tout spineur basique W et on obtient,

1 n
DV = &4 Vi U+ Z e VLW

1 1 u 1
= zf (2256 ke VA Qt “t )4‘;61' “t (Vei\lj+2_t€ -+ he(e;) -+ U)
R \1/+§n: VoW — 160,40
= 2/ftt o R i:1ezt e; ; t Aot t
- _lelo \1/+§n: Vol — Sgy W (2.5.2)
= 2 IRV €it Ve, 2f€tt , -9.

i=1

ou k¢, hy et €, sont associées a M;. Afin de démontrer que le premier terme
a droite de ’équation tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro, on va exprimer
(); en fonction de ). Pour cela, on écrit

Zel -+ he(e;) = Z gi(he(ei), ej)e; -1 e;. (2.5.3)

i,j=1

A Taide de la formule de Koszul et comme h est antisymétrique, on vérifie
facilement que g.(h¢(e;), e;) = tgm(h(e;), e;) et ky = k. L’équation (2.5.3) se
réduit a

ZgM (€i),ej)e; - e; = th.

,j=1

Il faut remarquer d’apres (2.4.6) que e;-re; et e;-e; se projettent intrinsequem-
ent en e; - e; sur S(F) et donc ils sont égaux. Ainsi I’équation (2.5.2) peut
étre écrite comme

t 1 - 1
DW= _§(¥§) ‘tQ't‘I"i‘;@i t veiq}_iﬁ't v (2.5.4)

L’opérateur B = (1€) + Q : L*(XM) — L*(XM) est un opérateur borné et
donc tB tend vers zéro quand t tend vers zéro. Le spectre de I'opérateur de
Dirac basique est symétrique et il coincide avec celui de I'opérateur D= &-Dy,.
En effet, si # est une valeur propre de Dy, alors d’apres les équations (2.4.8),
on a que 8 ou —f est une valeur propre de D et inversement. Ainsi on a
la preuve du théoreme dans le cas pair. Le cas impair se fait de la méme
maniere mais il faut remarquer que le fibré des spineurs de M se décompose
en partie positive et partie négative. Dans ce cas, le spectre est symétrique.
Ce qui acheve la preuve du théoreme. 0
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2.6 Spineurs paralleles basiques en petites di-
mensions

Dans cette partie, on va considérer le cas ou M est de dimension 3 munie
d’un flot riemannien F et on va montrer que 'existence d’un spineur parallele
basique est caractérisée par une solution de I’équation de Dirac et de plus
que la variété M est une fibration de Seifert. Pour cela, on considere une
variété riemannienne orientée M? munie d'un flot riemannien F défini par
un champ de vecteurs unitaire £&. On rappelle que la forme volume complexe

W3:—f'€1'€2,

agit par I'identité sur le fibré des spineurs, ou {&, e1,e2} est un repere local
orthonormé orienté de T'M. Du fait que le rang de () est pair, alors les fibrés
des spineurs intrinseque et extrinseque S(F) et 3@ s’identifient. Si on note
U* le spineur de S(F) associé & ¥ par cet isomorphisme, alors pour tout
Z e€T(Q), on a

*

Z U= (£-Z-0) et (£-0) =il (2.6.1)

ot U = wy - U* et wy est la forme volume complexe du fibré S(F) définie
par wy = 1€y g €.

On commence d’abord par traiter plusieurs exemples :

Exemple 1 [Dan05] Soit (M, gas) une variété simplement connexe homogene
de dimension 3 avec un groupe d’isométries de dimension 4. On sait que M est
une fibration sur une variété simplement connexe de dimension 2 & courbure
constante égale a K et a fibres totalement géodésiques. Elle admet locale-
ment un repere orthonormé direct {e1, es, e3}, ot e3 = £ désigne le champ de
Killing le long des fibres qui satisfait

K K
[e1, €2] = 27es, [ea, €3] = 2 b e, e1] = ——eo,

2T

ou 7 est un nombre réel non nul. Les symboles de Christoffel Ffj =g M(Vﬁf e;,ex)
sont donnés par

F?2 = 1—%3 = _1—%1 = _F%?, =T,
K

M= -Th=r- .
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Les autres symboles sont nuls. La courbure de Ricci de M est donnée par la
matrice

22+ K 0 0
Ricy = 0 212+ K 0
0 0 272

La courbure scalaire de M est égale & —272 4+ 2K. On calcule la courbure de
Ricci de e; et les autres se font de la méme maniere. Ainsi, on a

M _ M~x—M M~x—M M
R (61,62)62 = V61V6262—v@veleg—V[ehQ](EQ

M M
= —TV,e3— 27V _ e

K
= —1?e; —27(7 — 2—)61 = (=37* + K)ey.
T

De plus,
RM(€1, 63)63 = Vé\fvgeg - ngé\{ei’» - vf‘e/ll,eg}e3
K K K
= 7V¥ey+ nge?, =7(T— 5)61 + S T = ’er.

D’olt on déduit que Ricyre; = (=272 + K)e;. Le flot défini par ez est rieman-
nien et harmonique. En effet le tenseur h(Y) := V¥ ez est donné par

h(e1) = —Teq, h(ey) =Tey, h(es) =0.
La courbure de Ricci transversale est calculée dans le repere {ej, e} et on a
RicVe; = RY(ei, es)es = Ve, Ve,es — Ve, Ve, €9 — Viey,e2)€2

= —27V ey = —277[es, €3] = —27‘(—2—)61 = Ke;.
T
De méme on a RicVes = Key. On déduit done que Scal¥ = 2K. De plus, on
peut facilement démontrer I'existence d’un spineur ¥ sur le fibré des spineurs
de M qui vérifie

1 1
Vé\f\lf = §gM(V£f62,63)62 ce3- U= gTer v,

ainsi que VMU = Z7ey - U et VMU = (£ — 7)e; - ¥. Donc on a

Dy = —%(T + %)\If Afin de montrer que I’égalité dans 'estimation (2.1.2)
est atteinte, on calcule

1 1 1 K
T\p(elael) = _§T’ T\p(ezaez) = —57'7 T\p(es,e:s) = —5(— - T)-
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Alors on déduit

924 2K 2 1K 1 K
U2y e T A e 2 Az
+IT7) 4 to g =0t

Scalys

1]r\14f (

En utilisant les équations (2.4.7), le spineur ¥ se projette sur S(F) en un
spineur ® = U* tel que

K —
V=V, =0 et V.,&=——id.

4T
En effet, on calcule pour e; (de méme pour es)
1 1 1 T
Vel\I’:57’61'\11—563‘h(€1)'qj:5761'\P+§€3'€2'\I’:O.
Ainsi, comme Q- ¥ = —7e; - e5 - ¥, on a pour e3
1, K 1 1 K T K
VES\P:5(;-7’)63'\1/—59'\1/:é(Z—T)Gg'\I/—f—i@g'\I/:Eeg'qf.

Alors, dans le cas ou K est positive, la variété M est la sphere de Berger qui
est gl\e/ﬁbration sur une sphere S2. Si la courbure K est négative, alors M
est PSLy(R) et se projette sur 'espace hyperbolique. Si K est nulle, alors M
est le groupe d'Heisenberg et se projette sur l'espace euclidien R2. Dans ce
cas, le fibré normal admet un spineur parallele. De plus, on peut facilement
vérifier la proposition 2.4.2,

1 v
Q\P(ela@) = 53%(63 c€g - fo\lf —e€e3-e1- Vé\f\lf, @)
1 1 G
— 5%(63-62-57—61-\11—63.61.5762.\1]’@)
T v T 1
= 5?]%(63 €y €1 \117 ’\I]_|2) = 5 = _§gM(h(€1)’ 62).

Exemple 2 [Mey77] Soit B une matrice de SLy(Z). Elle peut étre vue comme
un difféomorphisme du tore plat T? et admet deux valeurs propres A et %
Soit la variété T% = T? x R/(x,y) ~ (B(z),y+1) et notons par b la pente du
vecteur propre associé a la valeur propre % Ainsi, la variété T% est compacte
de revétement universel R?. On considere le repere {ey, es, €3} par

er = A7 (=b0x + Jy), es = X*(0x + bdy), e3 = 0z.
On peut facilement vérifier que

le1,e2] = 0, [e1,e3] = In(N)eq, [e2,e3] = —In(A)es.
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On définit sur M une métrique de maniere que le repere {eq, ey, ez} soit
orthonormé. Ainsi, par rapport a cette métrique, les symboles de Christoffel
sont donnés par

F?l = F§3 = _F%:’) = _F§2 = —In(A).

Les autres symboles sont nuls. La courbure de Ricci de M est donnée par la
matrice

0 0 0
Ricyy = [0 0 0
0 0 —2(In()\))?

En effet, on calcule la courbure de Ricci de e; et les autres se font de la méme
maniere. On a Ricyre; = RM(eq,ep)es + RM (e, e3)es. Ainsi d'une part on
calcule

RM(eq,es)es = VYV e, = VUV e, — Vf‘g[heﬂeg =In(A\)VYe; = (In(N))%e;.
D’autre part, on a

M _ Mx—M M~x—~M M
R <€1763)63 - ve1ve3e3_vesveleg’_v[€1»63]€3

= —In(A\)V¥e; —In(\)VYe5 = —(In(N))%e;.

D’ou Ricyre; = 0. Le flot défini par e; est riemannien et il n’est pas harmo-
nique. Le tenseur h(Y) = V¥ e, satisfait

h(es) = hlez) =0 et k=V¥e = —In(N)es.

On peut facilement vérifier la formule de Green en calculant la divergence de
la courbure moyenne

divgr = gu(Ve, b, €2)+gn(Vey ki, e3) = —1H<>\)9M(vg63,€2) = (ln()\))2 = ]/@']2.

En utilisant la définition de la connexion transversale, on calcule la courbure
de Ricci transversale et on trouve

RiCVBQ = RV(GQ, 63)63 = V62ve363 — ve3V62€3 - v[62,63]63
= In(A)Veer + In(A)Ve,e3 = —(In(A))?es.

De méme, on a RicVes = —(In()\))%e3. Comme dans I'exemple précédent, il
existe sur XM un spineur ¥ qui vérifie

1 1
v = gg(Vé\fel, es)er ez - ¥ = 5 In(A)ey - 0.
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De méme, on a VXU = 2In(A)e; - U et VMU = 0 et on peut vérifier que
I'égalité dans (2.1.2) est atteinte. Le spineur W se projette en un spineur @
de S(F) qui satisfait

Vo d =V, =0 et V, &= —% In(\)3.

En utilisant (2.4.7), on a
e 1 1 1
Ve, U=V, ¥ — Ser K- = 5111()\)62 U+ §ln()\)el ez - ¥ =0.

Les autres sont vérifiés de la méme maniere. Le spineur ® ainsi trouvé est
un spineur basique et si A = 1 il est parallele. Dans ce cas, la variété M est
le tore plat T3.

Exemple 3 [FK00] Soit M le groupe Sols. La variété M est le produit semi-
direct RxR?, ottt € R agit sur R? via la transformation (z,y) — (e'z, e~ y).
On identifie Sols avec R? et la multiplication du groupe est donnée par
(@,y,2) - («,y,2) = (@ + e 72",y + ey, 2+ 7).
Le repere
e1 =e “0x, e = €°0y, e3 =0z

est un repere orthonormé associé a la métrique invariante a gauche
ds* = e**da® + e **dy* + dz*.
On vérifie facilement que le repere ainsi défini satisfait
le1,e9] =0, [e1,e3] = €1, [ea, €3] = —ea.

Ainsi on a le méme calcul que dans 'Exemple 2 pour A = e. Il existe sur M
un spineur ¥ qui satisfait

Vi = %eQ-xp, VI = %el-\lf, Vv =0.

Le flot défini par ez est harmonique mais il n’est pas riemannien. En effet, le
tenseur h(Y) = V¥ e satisfait

h(e1) = ey, h(es) = —eq, h(ez) = 0.

Dans ce cas on est dans la situation du théoreme 2.4.1 et on a pour tout
XeTM

1
VY = ViU + 568 h(X) - .
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D’ou on tire Vo, ¥ = ey ¥ — 23+ e; - ¥ = 0. De méme, on déduit que
Ve, U =V, =0 et on trouve ainsi un spineur parallele sur le fibré normal.
Alors, d’une part on calcule

\J 1 \VJ 1
v _ M _ _
T%(e1,e1) = R(ez-e1 -V, ¥, @) = 5%(63 e1-ey- U, W) =5
D’autre part, on a —+(Le,gnr)(e1,€1) = —%gM(Vé‘feg, e1) = —%. De plus, on
écrit
Q" (e1,62) = 5%(@3 €2V W —eg-e1-V,V, ‘\IJ_P)

1 U 1
= Z%(Gg *€g - €g \I’ —€3-€1-€1 - \Ij, W) = 0 = ZgM([Gl,GQ],Gg).

0

Maintenant, on va montrer que I’existence d’un spineur parallele sur le fibré
normal d’'un flot riemannien d’une variété compacte M implique que M est
le tore plat ou une fibration de Seifert et de plus est caractérisé par une so-
lution de I’équation de Dirac. Dans [Car84], Y. Carriere a démontré que les
adhérences des feuilles d’un flot riemannien sur une variété compacte sont
des tores et que, restreint a chaque tore, le flot est conjugué a un flot linéaire.
Il a ainsi classifié tous les flots riemanniens en dimension 3 sur une variété
compacte et a montré le théoréeme suivant

Proposition 2.6.1 Soit M3 une variété riemannienne compacte munie d’un
flot riemannien F. Alors, si

1. les orbites de F sont denses, la variété M est difféomorphe a T3 et le
flot est conjugué a un flot linéaire sur T3;

2. les orbites de F sont ni fermées, ni denses, alors deux cas sont pos-
sibles :

(a) la variété M est difféomorphe a T? et le flot est conjugué a un flot
linéaire sur T3,
(b) la variété M est difféeomorphe au fibré hyperbolique T% et le flot
est conjugué au flot défini dans I’Exemple 2;
3. le flot possede deux orbites fermées, alors deux cas sont possibles :
(a) la variété M est difféomorphe a un espace lenticulaire Ly ,;
(b) la variété M est difféomorphe a S* x S;
4. le flot a toutes ses orbites fermées, la variété M est un fibré de Seifert
dont les fibres sont les orbites de F.
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L’espace lenticulaire L, , est défini comme le quotient de S* par le groupe
engendré par lisométrie : (z1,2) — (e2™/Pzy,e?™/92,). Lexistence d’un
spineur parallele implique que le fibré normal est Ricci plat comme une
conséquence de la formule de Ricci transversale. Donc en codimension 2,
il est plat. On rappelle alors le théoréme suivant [Blu81]

Théoréme 2.6.2 Soit (M, F) une variété munie d’un feuilletage F de codi-
mension q et d’une connexion basique plate et compleéte. Alors le revétement
universel M de M est un produit L x RY, ou L est le revétement universel

des feuilles de F. Les feuilles de M sont identifides ¢ L x {z},z € RY.

Ce théoreme généralise le fait que le revetement universel d'une variété de
dimension n admettant une connexion linéaire plate et complete est R”. Le
corollaire suivant est une conséquence du théoreme précédent

Corollaire 2.6.3 Si M"™ admet un flot avec une connexion basique plate et
complete, alors le revétement universel de M est R".

Soit M? est une variété compacte orientée munie d'un flot riemannien F
admettant un spineur parallele sur le fibré normal. Alors on peut déduire
du corollaire 2.6.3 que le revétement universel de M est R? et il s’agit une
fibration triviale sur R%. Donc il ne peut pas y avoir deux orbites du flot
qui sont fermées. De plus, le calcul fait dans I’'Exemple 2 montre que le fibré
hyperbolique T% n’admet de spineurs paralleles transversaux que si A = 1,
i.e. le tore plat T3. Ainsi, de la classification des flots riemanniens, on déduit
que M est soit le tore plat T3, soit un fibré de Seifert dont les fibres sont des
cercles. Si de plus M/F est une variété, alors M est une fibration sur le tore
plat T?. Les groupes d’Heisenberg sont des exemples d'un tel cas.

De plus l'application h(Z) = V¥ étant antisymétrique, alors elle peut étre
représentée par la matrice
0 —b
()

ou b: M — R est une fonction. D’ou le théoreme suivant :
Théoréme 2.6.4 Soit M3 une variété riemannienne compacte munie d’un
flot riemannien harmonique F. Alors les données suivantes sont équivalentes :
1. le fibré normal admet un spineur paralléle V;
2. la courbure scalaire transversale est nulle et W est une solution de
b

Dy =¥, (2.6.2)

avec |¥| = 1.
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Preuve Pour 1 = 2, la premiere est évidente du fait que le fibré normal est
Ricci plat. De plus, on a

1
Q.U = 5(61'h(61)'@+€2'h(62)"1’)
1

= §(b61-eg-\lf—beg-el-\lf)

= b61~62-\If:b£-\Il.

D’ou, si on calcule 'opérateur de Dirac de ¥, on trouve

b 1 1
DM\I/ = —5\11—|—§€1€h<€1)‘I/+§€2§h(62)\1l
b b b
= —5\11—1-561‘5'62“1’—562'5'61"1/
b b
= U bEere U= oW

Pour 2 = 1, on calcule d’abord
Dy = &-V@U+4e VYU 46, VU
b b
= 5'(V§\I’+§f'q’)+€1'(Vel\I"f‘ﬁf'eT‘I’)

b
e (Ve = 56 ey W)

b
= £'V§\IJ—§\Il+el~V61\I/+62~V62‘I'—b§'61-62~\11
b
= £-V£\I/+e1‘V€1\11+e2-V62\IJ+§\IJ. (2.6.3)

Puisque W vérifie (2.6.2), on trouve par (2.6.1) que D, ® = VP ot & = ¥*.
Alors d’une part on a

R(Dy@,®) = R(VeD,®) = Se(|0f),

la norme de ® étant constante, R(D;, P, @) = 0. D’autre part, par le fait que
pour tout Z € T'(Q), on obtient RV (¢, Z)® = 0, donc

D;® = Dy(Ve®)
= €1- Velvqu + é2 - VCQV§CD
= €1 (vﬁvmq) + V[Eh'ﬂ@) + ez (vawcb + V[emﬂq))'
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Si on choisit un repere {ej, ey} de maniere qu’en un point x de M, on ait
Ve;l. = 0 pour i = 1,2, alors le crochet [€, e;], est nul du fait que le feuilletage
est totalement géodésique. Donc D2 ® = VD, ®. Ainsi, on tire que

R(D;.®, D) = R(VeDy,®, @) = —(Dy,®, V@) = —| Dy, @

L’intégrale sur M donne Dy, ® = V¢ ® = 0. Le spineur ® est donc parallele
comme conséquence de la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et le fait que
la courbure scalaire transversale est nulle. O
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Chapitre 3

Valeurs propres de 'opérateur
de Dirac basique sur les
feuilletages kahlériens et
Kihler-quaternioniens 1

“La science a eu de merveilleuses applications,

mais la science qui n’aurait en vue que les applications
ne serait plus de la science,

elle ne serait plus que de la cuisine”

Henri Poincaré

3.1 Introduction

Dans [Lic87], A. Lichnerowicz a montré que, sur une variété spinorielle M de
dimension n > 2 admettant des spineurs de Killing, il n’existe pas de k-formes
paralleles (k # 0,n) non triviales sur M. En particulier de telles variétés sont
nécessairement irréductibles et non kahlériennes. Il est donc naturel d’établir
de nouvelles estimations dans le cas ou la variété M est Kéahler. Dans [Kir86],
K.D. Kirchberg établit que sur une telle variété de dimension complexe m,
la premiere valeur propre A de 'opérateur de Dirac satisfait

erl . . .
“=Scalg si m est impair,
A\ >

ﬁSCalo si m est pair,

1Ce chapitre a fait I'objet de deux publications [Hab05] et [Haba].
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ou Scalp est I'infimum de la courbure scalaire. La preuve est basée sur la
décomposition du fibré des spineurs sous l'action de la forme 2 et 'utilisa-
tion de la racine quatrieme de I'unité. Dans [Hij94a], O. Hijazi propose une
démonstration plus naturelle en modifiant la connexion de Levi-Civita dans
la direction de 'opérateur Dy = S0 J(e;) -V, ot J est la structure com-
plexe de M. Ainsi le cas limite est caractérisé par l'existence d’'un spineur
de Killing kahlérien. Dans ce chapitre, on va montrer que les inégalités de
Kirchberg restent vraies sur un feuilletage riemannien. On a alors le théoreme
suivant

Théoreme 3.1.1 Soit M une variété riemannienne compacte munie d’un
feuilletage kdhlérien spinoriel F de codimension q = 2m et d’une métrique
quasi-fibrée gyr. Alors la premiére valeur propre A de lopérateur de Dirac
basique satisfait

> mrl

KY si-m est impair, (3.1.1)

et
P —L

> m[{ov st m est pair. (3.1.2)

Le cas limite de (3.1.1) est caractérisé par le fait que le feuilletage est minimal
et par l'existence d'un spineur de Killing kdhlérien basique (voir théoréme
3.3.4). On se refere au théoreme 3.3.5 pour le cas limite de (3.1.2). On note
que l'inégalité (3.1.1) est démontrée dans [JK03] avec I'hypothese que la cour-
bure moyenne k est transversalement holomorphe.

Un autre cas important est celui des variétés compactes a courbure sca-
laire positives et de groupe d’holonomie Sp; - Sp,,. Ces variétés sont appelées
Kahler-quaternion et sont de dimension 4m. Elles sont caractérisées par ’exis-
tence d’une certaine 4-forme parallele. J.-L. Milhorat [Mil92] a calculé le
spectre de 'opérateur de Dirac de 'espace projecif HP™. Dans [HM95b], O.
Hijazi et J.-L.. Milhorat ont conjecturé que toute valeur propre de I'opérateur

de Dirac satisfait
m—+ 3

A2 > —4(m 9 Scalyy. (3.1.3)
La courbure scalaire est constante du fait que ces variétés sont d’Einstein
[Bes87]. Tls ont démontré que la conjecture est vraie pour m = 2 et m = 3.
Pour cela, ils ont introduit un opérateur des twisteurs [HM97], comme dans
le cas kahlérien, sur chaque espace propre associé aux valeurs propres de la
4-forme fondamentale 2 [HM95a]. En utilisant la théorie des représentations,
I'inégalité (3.1.3) a été établie par W. Kramer, U. Semmelmann et G. Wein-
gart [KSW99| pour toute dimension et la seule variété limite est Iespace
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projectif des quaternions. Leur démonstration utilise la décomposition du
fibré TM ® TM ® XM en des sous-fibrés paralleles sous 'action du groupe
Sp; X Sp,,,- On propose de démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.2 On prend les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.1.1
et on suppose que le feuilletage F est spinoriel Kahler-quaternionien de codi-
mension q = 4m. Alors le feuilletage est minimal et la premiére valeur propre
A de l'opérateur de Dirac basique satisfait
A2 > m+ 3
4(m + 2)
Notre approche est une adaptation de [BHMM] et [KSW98b] au cas des
feuilletages riemanniens. Le point clé est de démontrer que la courbure moye-
nne est nulle du fait que la courbure scalaire transverse est strictement po-
sitive. Le cas limite est caractérisé par l'existence d'un spineur de Killing
Kahler-quaternionien basique (Voir Section 3.6 pour les détails).

ScalV . (3.1.4)

3.2 Feuilletage kahlérien

Dans cette section, on considere une variété riemannienne (M, gps) munie
d’un feuilletage F de codimension ¢ pour lequel g); est quasi-fibrée. On se
refere & [TN88, Kirg6, Kir90, Kir92, Hijoda, BHMM].

Définition 3.2.1 Un feuilletage riemannien F est dit kahlérien s’il existe
une structure compleze J : T(Q) — T'(Q) (¢ = 2m) telle que J soit paralléle
pour la connexion V définie en (1.2.3) et hermitienne pour g, i.e. pour tous
X, Y € T(Q), on ait

9Q(J(X), J(Y)) = go(X,Y).
Soit € la forme de Kéhler associée a J définie pour tous X,Y € I'(Q), par

L’élément de volume définissant ’orientation de () est lié a la forme de Kahler
par

1
w:%QA~-/\Q.

mfois
Dans la suite, on supposera que le fibré () est spinoriel. La forme €2 étant une
2-forme antisymétrique, on peut la voir comme un endomorphisme du fibré
des spineurs de Q. Elle agit donc sur S(F) par

1< 1<



78 Feuilletages kahlériens et Kahler-quaternioniens

pour tout repere local orthonormé {e;};—; .. , de I'(Q)). En effet, en utilisant
la définition de €2, on écrit

1 q
Q= ZQ(@Z-, e;)e; - ej = ZgQ(J(ei),ej)ei e =3 Zei - J(e;).
i<j i<j i=1

Une conséquence de 'écriture locale de € est que pour tout X € I'(Q), on a
Q,X]=2J(X)- et [QJ(X)]=-2X-. (3.2.2)

La deuxieme égalité se déduit directement de la premiere en remplagant X
par J(X).

Proposition 3.2.2 Sous l'action de la forme de Kdhler, le fibré des spineurs
S(F) de Q se décompose en une somme orthogonale

ot S,(F) est l’espace propre de rang T associé a la valeur propre

i = i(2r —m) de la forme de Kdhler €.

De plus, le fibré des spineurs porte un endomorphisme anti-linéaire parallele
J qui satisfait, pour tout X € I'(Q)), les relations

m(m+1)

2 = (=1)" =z 1Id,
[X,j] = 0,
¥, j®) = (2,9).

Le fait que [X, j] = 0 permet de déduire que [€2, j] = 0 par I’équation (3.2.1).
Ainsi, pour tout spineur ¥, € I'(S,(F)), on a

Q- 5, = ](Q ’ \I/T) = j(iﬂr\llr) = =iy Vs = il —rJ Vs
D'ou j¥, € I'(Sy—r(F)).
Lemme 3.2.3 Pour tout X € T'(Q), on a

P+(X) - 5 (F) C Spa(F) et p_(X) - Su(F) C S (F),

oil pa(X) = XEL.
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Le fait que, pour tous X € I'(Q) et ¥, € T'(S,(F))), on ait
XU, :p_(X) -, —|—p+(X) -,

implique par ce lemme que I'image de la multiplication de Clifford est incluse

dans I'(S,—1(F)) & ['(Sr11(F)).

Un opérateur naturel ﬁtr qui apparait sur le fibré des spineurs défini par
~ a 1
D,V = ; J(en) Ve ¥ = S J (k) - 0.

L’opérateur ainsi défini est transversalement elliptique et essentiellement
auto-adjoint par la formule de Green. De plus, le spectre de I'opérateur
D, = Dtr|pB(5(;)) est discret si le feuilletage est isoparamétrique comme
conséquence du théoreme 1.3.4.

Lemme 3.2.4 Les opérateurs Dy et 5;, satisfont les relations suivantes :

[Q.Dy)] = 2D, (3.2.3)
QD)) = -2D, (3.2.4)
[Q,D}] = 0, (3.2.5)
DyDy+ DyDy = 0, (3.2.6)
Dj = Dji. (32.7)

Les équations (3.2.3), (3.2.4) sont démontrées en utilisant ’expression locale
de Q et les équations (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) sont vraies sous la condition

que la 1-forme x de courbure moyenne soit basique fermée et cofermée. On
définit maintenant les deux opérateurs D, et D_ par

1 ~ 1 ~
DJr = i(DtT — iDtr) et D_ = i(DtT + ’iDtr>. (328)

L’opérateur Dy, se décompose en D, et D_, et on a les deux suites

D_ D_ D_

D(S(F) 2 TS (F)) 25 DS (F) 25 D(Se(F)), (3.2.9)

D(So(F)) 25 .. DS (F)) 25 T(Sa(F)) 25 . T(Sm(F)). (3.2.10)
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3.3 Valeurs propres de ’opérateur de Dirac
basique

Dans cette section, on démontre des inégalités de type Kirchberg en utilisant
les opérateurs des twisteurs kahlériens sur un feuilletage kahlérien spinoriel
[Kir86, Kir90, Hij94a, BHMM, Hab05].

Définition 3.3.1 Sur un feuilletage kdahlérien spinoriel, on définit les opérat-

eurs des twisteurs kahlériens par

PO T(S,(F)) Lo T(Q* @ S,(F)) = T(KerM,),
ou M, est la multiplication de Clifford définie par

M, : T(Q*® S (F)) — T(S,_1(F)) & L(S,11(F))
XoU,  +— p(X) U &py(X)- T

Proposition 3.3.2 Pour tous r € {0,...,m} et ¥, € I'(S,(F)), on a

q
POW, = e @ (Ve, U + arp_(e;) - D4V, + bopi(e;) - D_U,),  (3.3.1)
=1

1
2(m—r+1)"

ou Dy =Dy + %pi(m) avec G, = s——— et b, =

Les constantes a, et b, sont calculées a partir des deux traces

q q

Zei'pf(ei) et Zei~p+(ei),

i=1 i=1

agissant respectivement sur I'(S, 41 (F)) et I'(S,_1(F)). Ainsi, pour tout champ
de spineurs ¥, € I'(S,.(F)), on peut facilement vérifier que

q q
Y e POU, =0 et > J(e;)- P, =0. (3.3.2)
i=1 =1

Remarque 3.3.3 Si la 1-forme k de courbure moyenne est basique fermée
et cofermée, alors, pour toute valeur propre \ de Dy, il existe un champ
de spineurs W € I'g(S(F)), dit de type (r,r + 1), tel que DyW = AV et
U =W, + V., avecr € {0,---,m — 1}. En utilisant (3.2.8), (3.2.9) et
(3.2.10), on déduit que DV, = D, V,.y = 0, DV, ., = AU,
DU, =AW,y et | W] r2 = [[ W] 22
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Preuve Soit ¢ un spineur propre de Dy, associé a la valeur propre A. Alors, par
la proposition 3.2.2, on a la décomposition ¢ = > """ [ ¢,, ott ¢, € T'g(S,(F)).
Il existe donc r tel que ¢, ne s’annule pas. D’ot1, si on considere le spineur
U = %D_D_A'_SOT + D, ., on peut facilement vérifier que ¥ est un spineur
basique et D, ¥ = AU comme conséquence de D3 = D? = 0. O

Maintenant, on a tous les éléments pour établir les estimations :

Théoréme 3.3.4 Soit M une variété compacte munie d’un feuilletage kdhlé-
rien spinoriel F de codimension ¢ = 2m et d’une métrique riemannienne
quasi-fibrée gyr. Alors la premiere valeur propre X de l'opérateur de Dirac

basique satisfait

By o
m

Si U est un spineur propre de type (r,r + 1) associé a la valeur propre \
satisfaisant le cas limite de (3.1.1), alors r = mT’l De plus, le feuilletage F
est minimal et, pour tout X € I'(Q), le spineur ¥ satisfait

A . .
Vil + 2<m—+1)(X U —ieJ(X) - T) =0, (3.3.3)

\ m=1 T . .
one=(—1)"7z ,etV:=(-1)(V, -V, 1). Comme conséquence, m est im-
pair et F est transversalement d’Finstein avec une courbure scalaire trans-
versale constante positive.

Preuve Pour tout ®, € I'g(S,(F)), en utilisant les identités (3.3.1) et (3.3.2),
on a

q q
PO P = Y PP, 2 =Y (PDe,, V., 2,)
i=1 =1
q
- Z(veiq)T +arp- (61) D2, + berr(ei) -D_2,, veiq)r)
=1
q

= VP, —a, ) (Di®,pi(e:) - Ve, D)

i=1

q
—b, > (D_®p,p_(e;) - Ve, ,).

i=1
Finalement, on obtient

PN, 2= |VD,|? — a,| Dy, |* — b, |D_D, |2 (3.3.4)
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Soient A une valeur propre de D, et U un spineur propre de type (r,r + 1).
L’égalité (3.3.4) appliquée a W, donne

1 b,
|,P(T)\IJ7“|2 - |V\I}T|2 - CL7"|/\\IJ7“+1 + §p+(l€) : qu|2 - Z|p—(/{> : \117’"2
= |V\I/r|2 - ar)‘2|\1/r+1|2 — a, ARV, py (k) - W)
r br
—lps (1) - [P = Fp-() - 0,

Par la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et par le fait que ¥, et W, ont
les mémes normes-L?, on obtient

a, b,
[ Ponp e [ wp % [ - -
/((1—ar))\2—1Kv)|\I/r|2—ar)\/ R(Wrorpe(k)- ). (3.3.5)
M 4 M

De méme, en appliquant I’égalité (3.3.4) a ¥,,4, on a

a, by
/ PUIw, |2+ 4+1 / P (k) - U] + il / p-(K) Trna” =
M M M

1
/ ((1 — b7'+1))\2 — ZKV)|\I’T+1|2 -+ br+1)\/ %(\Ilr+1,p+(/£) . \Ilr) (336)
M M

Afin de controler le terme A [, R(V,,1, p, (x)-V,), on divise 'équation (3.3.5)
par a, et '’équation (3.3.6) par b,,; et puis on les somme. Ainsi, en tenant
compte que les termes a gauche des deux équations sont positifs, on obtient

1 1 1 1
< — — DN = —KV)|¥,|? /
0 [ (=02 = KM E+ [ T

Q. M br+1

— 1A - KV, 4.

et comme V¥, et ¥, ont les mémes normes-L? en remplacant a, et b, par
leurs valeurs, 'inégalité précédente se réduit a

0<2(r+1)+2(m—r)—2]\ - i[Z(r +1) 4+ 2(m — 1)Ky .

On en déduit alors que \? > "i—janov . Maintenant, on va discuter le cas limite
de 'inégalité (3.1.1). En divisant comme avant, (3.3.5) par a, et (3.3.6) par
b,41 et en remplacant a,, by, et A2 par leurs valeurs apres les avoir sommés,
on déduit que x = 0, PV, = 0 et PUTUY, ., = 0. Alors par (3.3.5)

et (3.3.6), on ar = mT_l et m est impair. Il reste a montrer que U satisfait

(3.3.3). Pour r = mT_l, et par définition de 'opérateur des twisteurs kahlérien,

on obtient pour tout j € {1,--- ¢},

Ve]-\I}T + p—<€j) : \Ilr—&-l = 07

m—+1



3.3 Valeurs propres de ’opérateur de Dirac basique 83

et
vej qu+1 +

p+(ej) - ¥, = 0.

En additionnant les deux équations, on obtient (3.3.3) pour X = e;. En uti-
lisant I'identité de Ricci, on démontre facilement que F est transversalement
d’Einstein. U

m+1

Théoreme 3.3.5 Sous les mémes hypotheses que le théoréme 3.3.4 pour m
pair, la premiére valeur propre A de l'opérateur de Dirac basique satisfait

2> " gy
~4(m—1)"°

Si W est un spineur propre de type (r,r + 1) associé a la valeur propre \
vérifiant l'égalité (3.1.2), alors r = %, le feuilletage F est minimal et W
satisfait, pour X € I'(Q),

A
Vaclyir = =0 (X = iJX) - 0. (3.3.7)

Preuve Soit ¥ un spineur propre de type (r,7 + 1) associé a une valeur
propre \. En écrivant les égalités (3.3.5) et (3.3.6), on a

OS/M((l—aT))\2—iKv)|\IJT|2—ar)\/]\/[%(\I/TJrl,er(fi)-‘IIT), (3.3.8)

et

1
Og/((1—bT+1))\2——Kv)\\IIT+1|2+bT+1/\/ RV, 11, pe (k) - T,). (3.3.9)
M M

4
L’endomorphisme j envoie S,(F) sur Sy,,—.(F). Ainsi le spineur j¥ est de
type (m — (r+1),m —r). L’équation (3.3.4) appliquée au spineur j¥, donne
les mémes inégalités que (3.3.8) et (3.3.9). D’une part, si A [, R(¥,11,p4 (k)
¥, ) <0, alors par (3.3.9)

1
N> — KY.
- 4(1 - br—i—l) 0

L’isomorphisme j permet de choisir j, positive (i.e. r > %) ol p, est une va-
leur propre de 2 associée a ¥,.. Ainsi I’étude du graphe de la fonction

donne (3.1.2).

1
1_b7'+1

D’autre part, si A [,, R(¥, 1, py(k) - ¥,) >0, on a

1KY

A2 > :
l—a, 4
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Par Iisomorphisme j, on peut supposer r < % — 1. L’étude du graphe de

la fonction =— donne I'inégalité (3.1.2). Maintenant, on va discuter le cas

limite de (3.1.2). Comme on a vu que I’égalité ne peut pas étre atteinte si

A fy R(Wri1, py(k) - ¥,) > 0, alors I'autre cas doit étre considéré. Du fait
m

. 1 . _m
que —" = Tglé T, on tire que r = . Par (3.3.6), on a

fM |P(r+1)\IjT+1’2 + (MZ»I fM \p+(/£) ) \I;rJrl‘Z
+%T+1 fM ’p*('%) ’ \I]T+1|2 - br‘+1>\fM 8:E(\IJT‘+17p+(’L€) ' \Ijr) =

(1= br1) [y G K0 = aamny B W]

Le terme & gauche de 1'égalité est positif, donc k = 0 et P"H1W, ., = 0. Il reste
a établir I'équation (3.3.7). Pour r = %, et par définition de l'opérateur des
twisteurs kéhlérien, on obtient pour tout repere local orthonormé {e;};—1.... 4

de T'(Q) \
Vej\lfr-i-l + 5(6]' - iJ@j) : \Ifr =0.

O

Exemple Soient (M, gy) une variété de Sasaki spinorielle de dimension
n = 2m+ 1 et (h,& n) sa structure de Sasaki. Puisque le rang de @) est
pair, l'identification entre les fibrés intrinseque et extrinseque est choisie de
maniére a ce qu’on ait pour tout ¥* € I'(S(F))

*

Z U= (Z-0)* et (£-0)"=—i¥, (3.3.10)

pour tout Z € I'(Q)). On suppose maintenant que la variété M admet un
spineur de Killing réel ¥ de norme constante supposée égale a 1. Pour tout
Z eT(Q), on a

3 €
Vé\/[\IJ:§5-\IJ et v”;quﬁz-qf,

olt e = (—1)"2". Ainsi, en utilisant les équations (2.4.7), on obtient
e _ 1

V=700 —1J(Z) 0,

2

ou & = U*. Donc @ est un spineur de Killing kahlérien basique si et seule-
ment si -9 & = —ied. Par la décomposition du fibré des spineurs, ceci est
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équivalent a dire que ¢ = (DmT—l + mi1 . Dans ce cas, le cone sur M porte
une structure de Kahler de dimension complexe m + 1 = 2k paire et admet
un spineur parallele qui se trouve dans le noyau de la forme de courbure du
cone [Mor95]. Or de la classification des spineurs de Killing [Bar93], on sait
que le groupe d’holonomie restreint du cone est I'un des groupes suivants :
SUsgk, Spy, et 0. Les spineurs paralleles dans le cas de SUg se trouvent dans
Yo et Xor [Wan89], d’ott une contradiction. Alors son groupe d’holonomie
restreint se réduit a Sp,, ou a 0. Dans ce cas, le revétement universel du cone
admet une structure hyperkihlérienne avec k = 2I pair ou est égal a R**!
avec k = 2l + 1 impair. Ainsi le revétement universel de M est 3-Sasaki de
dimension n = 8/ — 1 ou est la sphere S8+3. Dans la suite, on considere M de
dimension n = 8] — 1. Alors ® est un spineur propre de 'opérateur de Dirac
basique associé a la valeur propre "T“

On considere sur M la métrique g; = t%g¢ + g et soit V* la connexion de
Levi-Civita associée a g;. De I'équation (2.5.4) et de l'identification établie
en (3.3.10), on a

n—1
t
DV = —§B-w+;ei-tveiqf
t - 1 1
= —§B-\I/+izlei-(—§ei-\lf—l—§(](e,-)-5-\11)
t —1
- —QB-\I/+n2 U4E-Q-0.

Le spineur £ -2 - ¥ se projette en —if2 -QE = —i(i®) = ®, donc il n’est autre
que W. Ainsi on obtient D,V = —%B U+ ”T“\I/, et la premiere valeur propre
tend vers "T“ quand t tend vers zéro. De plus, on peut vérifier I’équation
établie en (2.5.1). Alors d’une part on calcule

Ty(6,) = R(E VW, W) = —SR(E €W, 0) =

D’autre part le spineur %f -+ 2+ U se projette en P, et est donc égal a W.
D’ou
n+l &t n+1

t.. 1
DWW, U) = ——R(-€+Q U, U —— ,
(t? ) 2§R(t§t t ) )+ 2 2+ 2

Ainsi, L(DyW¥, U)[,y = —1. O



86 Feuilletages kahlériens et Kahler-quaternioniens

3.4 Feuilletage Kahler-quaternionien

Dans cette section, on rappelle quelques propriétés fondamentales d'un feuille-
tage Kahler-quaternionien spinoriel [HM95b] pour établir I'estimation [BHMM].

Définition 3.4.1 Un feuilletage riemannien F de codimension q = 4m est
dit Kahler-quaternionien si son fibré principal des reperes orthonormés di-
rects  SOQ admet  une  réduction P av  sous-groupe
Sp; - Sp,, = Sp; Xz, Sp,, € SOy compatible avec la connexion V (i.e.
la connexion V se réduit a P).

Cette définition est équivalente a l'existence d'un sous-fibré F de End(Q)
de rang 3 qui admet une base locale {J, }a=123 tel que la métrique g¢ soit
hermitienne pour J,,a = 1,2, 3 et vérifie

{ S e (3.4.1)

3 aBy
Vo = Zﬂ:l wiJs,

123

oy = 1 si (a, 3,7) est une per-

ott w? sont des 1-formes locales sur M et ¢
mutation paire ou impaire de (1,2, 3).

Remarquons qu’un feuilletage Kéhler-quaternionien est transversalement
d’Einstein [Bes87]. Il admet donc une courbure scalaire transversale constante,
supposée positive. On rappelle le théoreme suivant démontré dans [Heb86,

MORT91].

Théoreme 3.4.2 Soit F un feuilletage riemannien sur une variété M munie
d’une métrique quasi-fibrée compléte gyr. Si la courbure de Ricci transversale
est strictement positive, alors H5(F) = 0.

Le fait que, sur un feuilletage riemannien (M, gy, F), ou M est supposée
compacte, la métrique quasi-fibrée est choisie de maniere a ce que k soit
une 1-forme basique et harmonique, donne que [k] € HE(F). Du théoréme
précédent, on déduit que si la courbure de Ricci transversale est positive,
alors la courbure moyenne est nulle.

Une conséquence de la définition 3.4.1 est I'existence d’une 4-forme parallele
) définie par 2 = Zizl Qo A Qq, ou les Q, sont les 2-formes de Kéahler
associées a J,. La 4-forme 2 peut étre écrite

3
Q=) Qo Q- +6mld. (3.4.2)

a=1
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Sous l'action de €, le fibré des spineurs S(F) se décompose en une somme
orthogonale [HM95a]

L(S(F)) = & T(S,(F)),

r=0
ou S,(F) est l'espace propre associé a la valeur propre p, = 6m — 4r(r + 2)
de Q. De plus, I'action du groupe Sp, x Sp,,, décompose le fibré Q€ ® S,.(F)
en

QC ® Sr(f) = WT+1,F(F) S Wr—lf(f) ® Wr—i-l,r—l(«/f) ¥ Wr—17r+1(F)
EW, 1, 1(F) & Wyiro1(F), (3.4.3)

ou W, s(F) désigne l'espace des représentations irréductibles du groupe
Sp; X Sp,,, avec un poids dominant

(Ta]-a"' 7]-707"' 70)7

et W, 5(F) est I'espace des représentations irréductibles du groupe Spy X Sp,,
avec un poids dominant

(7”,2,1,"' 71707"' 70)
——’

s

Les deux derniers fibrés dans (3.4.3) sont respectivement isomorphes a S, _1 (F)
et Sy41(F). On note par m, la restriction de la multiplication de Clifford a
Q° ® S,(F). Le noyau de m, se décompose en une somme orthogonale

Kerm, = Wr+1,r~(-7:) NP Wr—1,f(-7:) SP) Wr+1,r—1(-7:) N7 Wr—l,r+1(F)-

Ceci est une conséquence du calcul de I'image par m, d’un vecteur maximal
de chaque composante de (3.4.3). La restriction de m, a W,_y,_1(F) (resp.
Wyi1,4+1(F)) est un isomorphisme sur S,_1(F) (resp. Sy4+1(F)). Soit (.,.) le
produit hermitien usuel sur Q¢ ® S(F). Puisque (m.(.),m,(.)) et (.,.) sont
des produits scalaires (Sp; X Sp,,,)-invariants sur W,_q ,_1(F) et Wi4q ,41(F),
on déduit du lemme de Schur que

2 1 — 1
Vw € Wy 1o a(F), |ma(w)? = 20 F Wf "D (344

et

2(r+1)(m+r+3) .

2 _
Vw € Wip1 1 (F), |[me(w)]” = )

(3.4.5)
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Afin d’obtenir un résultat similaire pour les autres termes dans (3.4.3), on
définit localement l'opérateur m : I'(Q® ® S(F)) — I'(E® @ S(F)) par
3
X @) =) Jo @ (Ju(X) - D), (3.4.6)
a=1

pour tous X € I'(Q) et ¥ € I'(S(F)). On note m, la restriction de m a
Qt®S,(F). Comme avant, en calculant I'image par m, d’un vecteur maximal
sur chaque composante de (3.4.3), le noyau de m, se décompose en

Kerm, = W,11:(F) & W,_1 #(F).

En utilisant le méme argument que dans (3.4.4) et (3.4.5), on déduit du
lemme de Schur que

( d(m—r+1)|wf?, Vw € Wy ,1(F),
4(m+ 1+ 3)|w]?, Vw € Wi_1,41(F)
) (3.4.7)
whﬂp’ Yw € Wr—l,r—1<f)7
| D € W)

3.5 Résultat principal

Dans cette section, on démontre (3.1.4) en utilisant la décomposition du fibré
Q¢ ® S,(F) donnée dans la section précédente. On se refere & [KSW98a,
KSW99, BHMM].

Théoreme 3.5.1 On se met dans les hypothéses du théoréme 3.4.2 avec l’hy-
pothése que le feuilletage F a une structure Kahler-quaternionienne spino-
rielle de codimension ¢ = 4m. La courbure moyenne k s’annule et la premiére
valeur propre X de l'opérateur de Dirac basique satisfait

2> m——i_?’scalv
4(m +2)

Preuve La positivité de la courbure scalaire implique que la courbure de
Ricci transversale est positive, du fait que le feuilletage est d’Einstein et la
courbure moyenne est donc nulle. Pour la deuxieme partie du théoreme, pour
tout U € I'p(S,(F)), la dérivée covariante V¥ se décompose par (3.4.3) en

VU = (V\I])er,? + (V\Ij)rflf + (vqj>r+1,r71 + (V\D)rfl,r+l
(3.5.1)
+(V\Ij>r—1,'r—1 + (V\Ij)r—i—l,r—s—l-



3.5 Résultat principal 89

Afin de calculer la norme de VV, les deux derniers termes de 1’équation
(3.5.1) sont respectivement des sections des sous-fibrés S,_1(F) et S,11(F).
On obtient alors de (3.4.4) et (3.4.5)

,
V), 1, 4% = D_U|? 3.5.2
A T L (352)
et
r 42
(VD)1 [ = D WP, (3.5.3)

2(r+1)(m+r+3)

ou D_V = (DyV),_y et DW= (Dy¥), ;. Des résultats similaires peuvent

étre obtenus pour les autres termes dans (3.5.1), en utilisant la définition

de 'opérateur m dans (3.4.6). Pour cela, on consideére pour tout spineur W

Popérateur D,W défini localement par Y277 Ju(e;) - V., ¥. Do
(V) =32 _ J,® D, et on obtient

|m(VT)] Z |D, 0|2,

De plus, par (3.4.7), on a

Mm(VO)1,-1)? = 4lm =71+ D|(VE)pr 1,
M((VO),—1,4)? = 4(m+743)(VE), 141,
2r—H)(m—r+1)

A(T), )P = ’ (V)2
- 20+ 3)(m+r+ 3
(T )P = I gy

Donc, des équations ci-dessus et de (3.5.2) et (3.5.3), on déduit pour tout
U e I'p(S.(F)) que

3
D IDLTP = A(m =71+ D(VE)ryr,ma [+ 4Am 41+ 3)| (VT ]

7“—1—3

D, wp

(3.5.4)

Ainsi, en utilisant les equatlons (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4) et (3.5.1), on écrit la
norme de V¥ comme

2(r+1)
U = V), F2 \Ijrff2 Y V), r72
VY] (VD) rsr ol (VO™ + = (V) ]
1 ’ 1
- DU+ — D, V[?
+4(m—|—r+3);| |+4(m—|—r—|—3)‘ +¥
1
mt St |D_W[?, (3.5.5)

dm—r+1)(m+r+3)
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Soit A la premiere valeur propre de l'opérateur de Dirac basique. Alors il
existe un spineur propre ¥, de type (r,r + 1) tel que

Dy =AU et UV=U.4+T, .4,

avec r € {0,--- ,m — 1}. Pour tout spineur ¥ € I'g(S(F)), on a [HMI5b]

3 2 2 ScalV
/M;u)a\lfl :S/M(Db\ll?qj)—i_m/]\/[((ﬂ_fim)'\Ij’\lj)'

Donc, en appliquant ’équation (3.5.5) a W,,; et en intégrant sur M, on
obtient le fait que D_WV,,y = AU, et D, WV, =0

0 < |[VPallfe = arX*[[Crpa|[Z2 + brScal ||| [72 — e N[0 ][,

ou
( _ 3
ar = 4(m+r+4)’
b, — (r4+1)(r+3)
T dm(m+2)(mtr+4)?
c. = m—+3r+4
. 7 4(m—r)(m+r+4) "

Finalement avec la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et le fait que V¥, et
U, 1 ont les mémes normes-L?, on obtient (3.1.4). O

3.6 Cas limite

Soient A la premiere valeur propre satisfaisant le cas limite de (3.1.4) et W
un spineur propre de type (r,7 + 1) associé a A. De la preuve du théoreme
précédent, on obtient r = 0 et les équations suivantes [BHMM]

VT[2 = L2 DTy ?,

(3.6.1)
VU2 = 5Dy + gty Yoy [Da |
De plus le spineur W, satisfait
S Q0 DU, =0,
(3.6.2)

Z,@,'y 8;{253795 . DW\Ifl = 8Da\1117 Va = 17 2, 3.
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Pour tout X € I'(Q), on a les équations des champs de Killing Kdihler-
quaternioniens basiques [BHMM, KSW98a, KSWI8b]

Uy = — X)) U 3.6.3
Vx¥y m+3p1( ) 15 ( )
et
A 1 5
UV=—X -¥Vg—-— — X)- D, ¥ 6.4
Vit = g XY g 2 B0 P e

ou pour tout X € I'(Q), 'opérateur p; est défini par (voir [HM97])
J(X) = [0, X].

Pour démontrer (3.6.3), on définit 'opérateur des twisteurs Kéhler-quaterni-
oniens basiques, noté¢ P°, sur le fibré Sy(F) tel que son image soit & valeurs
dans le fibré Q* ® Sy(F) (voir [HMIT7]). Pour tout spineur ¢y € I'g(Sy(F))

on écrit
4m

Plho =Y €} @ (Ve +

i=1

i) " D )
— 3171(6 )+ Dyibo)
ol {e;}iz1,... 4m est un repere local orthonormé de I'(Q). De la définition de p;
on déduit facilement que Z?;"l €; -Pgiwg = 0. L’image de P est donc dans le
noyau de la multiplication de Clifford mg. Or PY 1 est une section de So(F),
on déduit de la définition de J que 3" J(e;) - P21y = 0. Ainsi

4m

[PYol? = Z(Pgﬁbo,P&%)
=1
4m

= ) (P24, Ve,tbo)
=1

4m

= IVl + g Do) Put V). (69

La multiplication de Clifford par J étant symétrique, on vérifie que
(Ve o, p1(€:) + Dytbg) = —(e; - Ve, 100, Dyibo). Donce, pour tout spineur
Yo € T'g(So(F)), 'équation (3.6.5) se réduit a

1
1P9o|? = [Vabo|* — m—+3|Db¢0|2,
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qui s’annule par (3.6.1) pour le spineur Wq. L’équation (3.6.3) est donc satis-
faite pour X = e;. O

Maintenant on va démontrer I’équation (3.6.4). La preuve consiste a calculer
la somme

S Ve U+ feei s DyUs + 1ok S0 e Dol [ =
4m 3
VUL P+ 25D + e it | et Jaci - DoVl
(3.6.6)
+ o i (Ve U, e - DyWh) + 50k 000 (Ve Uy, Joes - Do W)

+m Z?;nl(el . Db\Ifl, Jaei . Da\Ifl).
Comme les multiplications de Clifford par e; et par J,(e;) sont antisymétriques,
les trois derniers termes sont facilement calculés et il reste a calculer le
troisieme terme de (3.6.6). Pour cela, en utilisant un repere local orthonormé
{Ja€i}iz1... am €t (3.4.1), on trouve

4dm 3
ST Jai DU = Y (Jaei - DaWy, Jge; - Dyly)
i=1 a=1

i,a,,3
= ) (DaVy, e JgJaei - Dgly)
i,
3
= Am+4)) DTy (3.6.7)

a=1
La derniere égalité de (3.6.7) est une conséquence (3.4.1) et (3.6.2). Finale-
ment, en substituant (3.6.7), 'équation (3.6.6) se réduit a

Z?;nl |V€i\111 + ﬁei - Dy + m Zi:l Jot; - Dcu\‘1j1|2 -

MR A RSB 1% S5

qui s’annule par (3.6.1). O

Exemple 1 On considere la variété compacte N = M x HP™, ou M est une
variété riemannienne compacte de dimension p et HP™ est I'espace projectif
quaternionique avec sa métrique standard. Soit gy la métrique produit sur

N. On définit un feuilletage F sur N par les feuilles M x {y} ou y € HP™. On
a ainsi un feuilletage riemannien sur N et gy est une métrique quasi-fibrée
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avec des fibres totalement géodésiques. Puisque les fibres du fibré normal
sont isomorphes a l'espace tangent de HP™, alors l'opérateur de Dirac ba-
sique coincide avec celui de HP™ dont les valeurs propres sont calculées dans
[Mil92]. Le cas limite de (3.1.4) est donc atteint.

Exemple 2 Soient M une variété 3-sasakienne et F un feuilletage sur M
défini par ces champs de Killing. C’est un feuilletage riemannien avec une
métrique quasi-fibrée et les fibres sont totalement géodésiques et difféomorphes
a T\ S? ou I est un sous-groupe fini de Sp; [BGM94]. 1l induit une structure
Kahler-quaternionienne spinorielle sur le fibré normal avec une courbure sca-
laire transversale positive. Si M est S%*3 ou RP**3  alors il se projette sur
HP™ (fibration de Hopf) et 1'égalité dans (3.1.4) est atteinte.
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Le sujet principal de cette these est d’interpréter géométriquement le tenseur
d’impulsion-énergie dans le cadre des feuilletages. On s’intéresse dans un pre-
mier temps a la géométrie spinorielle transverse, i.e. celle du fibré normal. On
définit 'opérateur de Dirac basique sur un feuilletage riemannien et on établit une
formule de type Schrédinger-Lichnerowicz. On donne ainsi des inégalités de type
Friedrich et de type Kirchberg dans le cas d’un feuilletage kidhlérien et une estima-
tion dans le cas d’un feuilletage Kahler-quaternionien. Le cas des flots riemanniens
va permettre de mieux comprendre le tenseur d’impulsion-énergie dans le cadre
des feuilletages. Il apparait comme un tenseur naturel antisymétrique permettant
de le voir comme le tenseur d’O’Neill du flot. Finalement, on caractérise le cas de
dimension 3 par une solution de 1’équation de Dirac.

Energy-Momentum tensor and Foliations :

The main subject of this thesis is to understand the energy-momentum tensor in
the case of foliations. We first investigate the transverse spin geometry. We define
the basic Dirac operator on Riemannian foliations and we establish a Schrodinger-
Lichnerowicz formula. We then give inequalities of Friedrich type and Kirchberg
type in the case of Kahler foliations and an estimate in the case of Quaternion-
Kahler foliations. The case of Riemannian flows allows us for a better understand
of the energy-momentum tensor in the case of foliations. It turns out that a natural
skew-symmetric tensor appears that can be identified with the O’Neill tensor of
the flow. Finally, we characterize the 3-dimensional case by a solution of the Dirac
equation.
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