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Exercice 1

Soit S et T deux temps d'arrêt pour une �ltration (Ft)t≥0, tels que S ≤ T presque

sûrement. Montrer que FS ⊂ FT .

Exercice 2

Le but de cette exercice est de prouver la proposition suivante, utilisée en cours pour

donner une condition nécessaire et su�sante de non-explosion d'une chaîne de Markov :

Proposition 0.1 Soit (Xt)t≥0 une chaîne de Markov à temps continu sur un espace dé-
nombrable I, de matrice de taux de sauts Q et soit ζ son temps d'explosion. Pour i ∈ I,
on pose zi = Ei(e

−ζ). Alors

(i) Pour tout i ∈ I, |zi| ≤ 1 ;

(ii) Qz = z.

Par ailleurs, si z̃ véri�e les points (i) et (ii), alors z̃i ≤ zi pour tout i ∈ I.

1. Justi�er à l'aide de la propriété de Markov forte que pour tout i, j ∈ I tels que

Pi(XJ1 = j) > 0, et tout n ≥ 1,

Ei

(
e−(Jn+1−Jn)

∣∣XJ1 = j
)
= Ej

(
e−Jn

)
.

2. En déduire que pour tout i, j ∈ I et n ≥ 0,

Ei

(
e−Jn+1

)
=

∑
k ̸=i

qik
1 + qi

Ek

(
e−Jn

)
.

3. Rappelon que pour tout i ∈ I, qi =
∑

k ̸=i qik < +∞. En déduire grâce à la question

précédente que

Ei

(
e−ζ

)
=

∑
k ̸=i

qik
1 + qi

Ek

(
e−ζ

)
,

puis que Qz = z.

4. Montrer par récurrence que si z̃ véri�e (i) et (ii), alors pour tout n ≥ 0,

z̃i ≤ Ei

(
e−Jn

)
5. Conclure.

1



Université de Lorraine

Processus Stochastiques Discrets

M2R 2024 � 2025

Edouard Strickler et Valentin Féray

Exercice 3

Un processus de naissance et mort est une chaîne de Markov à temps continu sur N, dont
les seules transitions possibles sont de i vers i+ 1 et de i vers i− 1. Pour tout i ∈ N, on
note µi le taux de transition de i vers i− 1 et λi le taux de transition de i vers i+ 1. On
suppose que µ0 = 0, de sorte que le processus reste bien à valeurs dans N. Nous supposons
de plus que µn > 0 pour tout n ≥ 1 et λn > 0 pour tout n ≥ 0. Le but de cet exercice est
de montrer que le processus n'explose pas si et seulement si

R :=
+∞∑
n=1

n∑
k=0

µk+1 · · ·µn

λk · · ·λn

= +∞

1. Exprimer la matrice de taux de transitions Q du processus de naissance et mort.

2. Soit x une solution positive de Qx = x. Posons ∆n = xn − xn−1 pour n ≥ 1.
Exprimer ∆n+1 en fonction de ∆n, xn, λn et µn.

3. En déduire que si x0 = 0, alors xn = 0 pour tout n ≥ 0, puis que si x0 > 0, alors
la suite (xn)n≥0 est strictement croissante.

4. En utilisant l'expression de ∆n+1 en fonction de ∆n, xn, λn et µn et la question

précédente, montrer que si x0 > 0, alors ∆n+1 ≥ x0

∑n
k=0

µk+1···µn

λk···λn
. En déduire que

si x est bornée, alors R < +∞.

5. De même, montrer que ∆n+1 ≤ xn

∑n
k=0

µk+1···µn

λk···λn
et en déduire que si R < +∞,

alors x est bornée.

6. Conclure.
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